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Le applanditissime Lezioni d' Àlgebra del distinto prò* 
fossore Lefeburk de Fourcy, le quali iu brevissimo spazio 
di tempo sodo state per la sesia volta stampate in Fran- 
cia, resero sempre più ardente il desiderio d’ averle volte 
nel nostro idioma , dopo che , col farsene uso nell’origi- 
nale linguaggio in quasi tutte le scuole d’Italia, furono da 
per ogni dove giudicate le più convenevoli all’ insegnamen- 
to , come quelle che contengono succienti materie con pre- 
cisione e chiarezza trattate. 

Volendo noi quindi facilitar l’oso di sì pregevol libro per 
le scuole italiane, ci siam determinati a darne alle stampe 
una versione, affidandone l’ incarico a persona intelligente 
della materia , la quale , e per vie meglio dichiarare ta- 
lune idee dell’ autore, e anche per ampliare qualche teo- 
rica, ha creduto doverlo corredare di buon numero di no- 
te, le quali ci cooGdiamo che abbiano a rendere ancor più 
pregevole la nostra edizione. 
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C\1*0 PRIMO 

NOZIONI PRELIMINARI. 

Obbietta deV algebra • Prime difficoltà che si presentano. 

1. Xn qualunque questione che intorno ai numeri ci possiam proporre^ 
devono esistere tra i dati e le incognite talune condizioni nell’ enunziato 
della quistione indicata , la soluzione ha per obbictto quello di determinar 
le incognite in modo da veriPirare quelle condizioni. £ d' uopo adunque 
pria d'ogni altro l’andare attentamente investigando le diverse relazioni , 
che tra le quantità cognite e le incognite han luogo, e indi cercare, mercè 
queste relazioni, quali operazioni debbansi sulle quantità date eseguire a 
One di ottener le incognite. Tal’ è propriamente l’ oggetto che in questa 
parte delle matematiche alla quale vien, dato il nome d’ Algebra , (t) ci 
proponiamo. 


(t) II voler dare una esalta definizione dell'al^e(ra, sin dai primi passi allo' sta- 
dio di qaesla scienza, è cosa assai malagevole, imperocché la varieté delle queslioni 
nelle quali essa prende parte , non possono farne vedere lo scopo vero , se non 
dopo averla completamente stadiata. n Le deflntzioni che se ne danno ( dice an di- 
« stinto geometra — Codrnot — Dé V origina ai dat iimiKa de la eorrtapondanee 
a enlre l' algébra at la géomilria ; pag. 89) sono oscure, poco intelligibili per co- 
u loro ai quali l'algebra non i familiare, e variano cunsiderabilmenle , secondo le 
« vedute sistematiche di quei che le hanno immaginate a. 

Ciò che lin da ora può farsi, si è di mostrare quali sieno stale le ragioni pri- 
me , che abbiano indotto i matematici a creare questo ramo si importante e cosi 
vasto delle matematiche. Quanto il nostro autore dice in questo numero sull'ubbirtto 
dell'Algebra pare che non vada esente dall.t medesima critica testé accennata; e per 
fermo nella soluzione d’un problema d'inlerciis, per esempio, tal quale sì spirga 
in Aritmetica, si va pure cercando, in primo luogo, il determinare quali fieno la 
rataxioni tra le quantità date e le ineogniia , e quindi si passa alta esecuzione di 
quelle operazioni numeriebe, che queste relazioni compendiosamente esprimano, n 
fin qui non siamo ancora all' Algebra , cioè ad una scienza diversa dall' Aritmetica. 
Ma , quando ai passa a riflettere che più problemi possono non differire tra loro 
Se non pel solo valor numerico dei dati, e che la legge della loro risoluzione è 
una per tutti , e perciò generale, non si può questa legge ravvis-tre , sin che si fa 
uso di simboli particolari , quali sono i numeri ; e si sente tosto la necessità di 
ritrovar mezzi, che a questo fine universale conducano. Né la necessità di genera- 
liztare la soluzione d’ un problema , come dall' a. si vien dichiarando , é stata la 
sola che ha potalo dare origine all’ Algebra ; esscndovene un' altra che ci sembra 
più imponente, ed é quella che qui appresso andremo esponendo. Quando in Aritme- 
tica si spiegano talune operazioni , si ragiona sempremai sopra uno o più numeri, 
presi comunque al , ma che non cessano di essere simboli tutti particolari , e in- 
tanto le conclusioni si ^nunziano in generale; e perchè lo spirita possa intenderà 
la verità di queste generalità , è mestieri che s' avvegga esser quel ragionamento 
indipendente da quei simboli particolari, e che esso sia l’esposizione d' una legge 
universale che sta nella natura e non nel valore del simbolo; cosi nella moltìplica- 
zione delle frazioni, per esempio, si ragiona su due frazioni particolari V; e Vt, po- 
lo/. /. 1 
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9. A viempglio !n(endrre i primi mezzi che esu adopra , tratleremo il 
problema seguente : dividere 59 in tre parti tali che la media sorpassi di 
9 la minore e sia sorpassata di 13 dalla maggiore. 

Secondo questo enunciato, le parti ignote debbono verificare le tre con* 
dizioni qui appresso ; 

La parte media dev'essere uguale alla minore aumentata di 0-, 

S* La maggiore deve eguagliare la media aumentata di 13 ^ 

3* La somma di tutte c tre le parti deve formar 53. 

Posto ciò, ecco, mercè quali deduzioni, ai valori delle ignote si giunge. 

Poiché la parte media dev'essere uguale alla minore più 0, si può dire che 
la maggiore è uguale alla minore più 9, più 13, invece di dire che la mag- 
giore è uguale alla media più 13. Laonde la somma delle tre parli si com- 
pone di tre volte la minore, più due volte 0, più 13; e poiché due volte 
9, più 13 fan 31, può dirsi ancora che l' indicala somma dev'essere uguale 
a tre volte la minore, più 51. Or secondo 1' enunciato, questa somma deve 
Tormar 59, dunque, se da questo numero si tolga 31 , il resto 31 dovrà 
uguagliare tre volte la parte minore; e per conseguenza dividendo questo 
resto per ti'e, il quoziente 7 sarà la parte minore, eh' é una dell' incognite. 

Ottenuta questa, egli è evidente che s’avià la parte media aggiungendo 
9 al 7, il che dà 16; ed è pure evidente che la maggiore sarà 16 più 13, 
ossia 99. E per tanto le tre parti incognite sono 7, 16, 99. 

5. Cangiando in questa questione soltanto il valor de' numeri dati, senza 
fare alcun' altra alterazione, si giungerebbe al valore dell' incognite con ra- 
gionamento del tutto simile ai precedenti. Però la medesima questione può 
essere messa in una maniera assai più generale, come lo iodica 1' enuoziato 
seguente ; 

Dividere una quantità data in tre parti tali, che la differenza tra la-me- 
dia e la minore pareggi una seconda quantità data , e parimente la diffe- 
renza tra la maggiore e la media eguagli un’ altra quantità anch'essa data. 

(msi espressa lu (|ueslione lascia a nostro arbitrio il valore delle quan- 
tità date, e non esige più, che le incognite sicno eguali a tali o tal' altri 
numeri particolari, ma richiede sapere quali operazioni dovranno eseguirsi 
sulle quantità date |)er ottener lu incc^nite, A ciò si perviene, mercè i ra- 
gionamenti della questione particolare superiormente trattata, ed in certo 
modo modificali come qui appresso. 

I.a parte media è uguale alla più piccola, più l' eccesso della prima sulla 
seconda. La maggiore è ugnale alla media, più I' eccesso della stessa mag- 
giore sulla stessa media ; sicché può dirsi ancora eh' essa maggiore è u- 
gnnle alla minore , più I' eccesso della media su questa minore , più la 
dilTerenza fra la maggiore e la media. Facimdo intanto la somma delle tre 
parli ; egli è chiaro , che questa somma conterrà tre volte la parte minore, 

niamo esempio , e si conrliiude in cenorslp rhe per moltiplietre doe frtiiooi qua. 
tunque, debbonsi moliipiirare i namerstori fra di loro e i «Irnominalori anche fra 
loro. Or per chi vogiia persuadersi della generalità di questa rniiclusione . deve di 
necessità esaminare se il ragionamento tenuto di|>rnda da quei simboli particolari '/s 
e Vt 0 pure dalla natura generica di questi simboli. A mostrar dunque delle leggi 
univcrsoli che regnano in quantità d’ ungine comune, e che suno indipendenti dai 
valori particolari di queste qusotilà , era mestieri adoperar aimboli universali, quinto 
queste leggi medesime, a dar cioè nascimento al linguaggio algebrico, il quale una 
volta » creato, organiziato come istrumento, per I bisogni delle eppliceiioni alla 
a teoria de' numeri . a a quelle di grandezze qualunque, si veggon sorgere quei 
« rapporti, che fan dell'algebra uo oggetto diretto di speculazioni , le quali lu 
« cusliluiscoDo allo stato di scieiwa o dt teoriea speciale. 

( Coi'BNOT. Opera elisia ). 
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più dn« volle la dtflerenza tra la media e la minore, più una volta la dif- 
ferenza tra la maggiore e la media. Or questa somma dev' essere uguale 
al numero che si deve dividere nelle tre parti volute, dunque seda esso 
si tolga due volte l’ eccesso della parte media sulla minore, ed una volta 
r eccesso della maggiore sulla media , il resto dovrà eguagliare tre volte 
la parte minore, laonde dividendo questo resto per 3 il quoziente sarà 
appunto la parte minore, ed allora aggiungendo ad esso la data differenza 
tra la minore e la media, s’avrà il valore di questa media. Ed in fine a 
questa aggiungendo l’ altra data diOerenza tra la maggiore ed essa media, 
s’avrà il valore della maggiore. 

ù. Nella soluzione ora esposta son da potarsi due cagioni di complica- 
zione : r una dipendente dal perché ciascuna quantità nota o ignota che sìa 
vìen sempre dinotata da un complesso di parole, quali sono, il numero da 
dividerti, la parte minore, ec. ; l'altra derivante dalia necessità di dover 
continuatamente ripetere le espressioni più. meno, moltiplicato per, ec. le 
quali servono ad indicare le relazioni tra le quantità date e le ignote. Egli 
è vero che quest’ ultime parole entrano in piccol numero nel problema as- 
sunto ad esempio, ma non è raen chiaro che se vi fossero molte quantità 
a doversi aggiungere, sotti-arre, moltiplicare, ec. il quadro in iscritto delle 
diverse relazioni che ligano tra ioro le quantità note con l' ignote, sarebbe 
troppo esteso, perchè I' occhio potesse tutto insieme raflìgurarlo. Mostrata 
la natura di queste diilicoltà passeremo a dichiarare i mezzi escogitati pur 
superarli. 

Segnatura Algebrica, — Spiegazioni di tabme denominazioni. 

S. A togliere ogni imbarazzo proveniente dalle perKHisì , mercè le quali 
si dinotano le quantità ch'entrano in una quistionc, si è convenuto di rap- 
presentare queste quantità con lettere ; e per l’ ordinario le quantità date 
soglionsi rappresentare con le prime lettere deli’ Alfabeto a, b, e, ... . e 
le incognite con le ultime x, y, x, ... . Avviene spesso ancora die per di- 
notare delie grandezze, le quali quantunque diflèrenti, hanno però tra di lo- 
ro un’ Analc^ia che conviene non perder di vista , s’ adopra una stessa let- 
tera alla quale s’ aggiungono uno o più accenti: cosi per esempio si scrive 
a', al', a'", che sì leggono a primo, a ucondo, a terzo. Talvolta ancora si 
fa uso dell' alfabeto (irceo. Il lettore darà senza diilicoltà a coteste conven- 
zioni tutta quell’estensione di che esse son capaci (i). 

Se talune quantità date fossero espresse da cifre numeriche, c precipiia- 
iriente, se questi numeri fossero semplicissimi , non vi sarebbe alcun van- 
taggio sotto r aspetto della brevità, a rimpiazzarli eoa lettere. Ma, poiclic 

(1) Giov* intinla tener presente ebe nel rspprcsenure mia grandezzt con nnn 
lettere, iniendiamo che questa lettera fi le veci di quel nnmrro rbe indica il rap- 
porto della grandezza alla sua unità ; e appanlo perché il valoro di quest' unità 
può variare , in generale , ■ nostro arbitrio , e con esso per eonsegnenza vari* 
pure il numero di queste unità che si contengono in quella grandezza , rosi la let- 
tera non può aver significato parlieolare, finché quesfunilà é arbitraria , e lo acqui- 
sta Don ippont si fissa quest’ unità. Tslvolts ancora si deve i* un simbolo algebrico 
ed tttmentare, come a affiggerci un'sitre idee, qnel'é quella della specie di qu.inliià 
di ceso rappreseotsta , ed in tal caso ha luogo I* omoginiità tra più simboli: cosi 
per esempio se con aebdinotiaroo due rette, questi due simboli saranno omogenei; 
che se eli' opposto a diiioti una retti e 6 un angolo , i delti simboli saranno ete- 
rogenei. Questo priocipio dell' omogeneità nella scriilura tigebrica s'ineootrt in tutte 
le applicazioni dell' Algebr* alle qaistiooi relative a cose coBcrele, 
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questi numeri vengono ad alterarsi , in virtù di calcoli successivi , cosi si 
rende impossibile di riconoscere, ad operazioni finite, in che modo essi en- 
trino nel risultamento finale \ dal che sepe che cambiando questi numeri 
convicn ricominciare la medesima serie di operazioni già fatte. Volendo ov- 
tiare ad un tale .inconveniente si possono detti numeri , benché semplici , 
rappresentarli con lettere \ ed è questo principalmente uno de' grandi van- 
taggi, che ci arreca l’ uso delle lettere pr le rappresentazioni delle gran- 
dezze. 

6. La seconda diflicoltà , quella cioè , che dalla ripetizione delle parole , 
più, meno, ec. deriva, parole che servono a dinotare le relazioni che passano 
tra le grandezze , si supera , natujralmente , convenendosi d’ adoperar segni 
particobri per indicare queste varie relazioni. Ecco qui appresso quelli che 
sono in uso. 

7. 11 segno -f vuol dire più , e — significa meno : cosi per dinotare che 
a 6 si aggiunge a, si scrive a+à, e per dinotare che da a deve togliersi 6 
si scrive a — 6. 

8. Il segno X , o semplicemente un punto , servono per indicare una 
moltiplicazione da farsi: cosi scrivendo a X ^ oppure a ,b »' 'indica che la 
quantità a è moltiplicata per 6 (ój. 

Parimente a xb Xc ed a . b . c dinotano che a è moltiplicata per b, e 
che il prodotto è moltiplicato per e , (4). 

Quando i moltiplicatori successivi son dinotati ciascuno d' una sola let- 
tera , si sopprimono i segni di moltiplicazione perchè più agevole rendesi 
la scrittura ; laonde abe ha lo stesso significato che u . 6 . c, oppure a X 
b X c. Se i fattori sono numerici, cotesta semplificazione non è più lecita ; 
imperocché se a cagion d' esempio , per indicare il prodotto di 3 per 4 , si 
scrivesse 54, sì confonderebbe questo prodotto col numero trentaqueUtro. 

Allorché si moltiplica una quantità letterale per un moltiplicatore nu- 
merico , questo si segna innanzi alla quantità, e gli si dà il nome di coef- 
ficiente : cosi 5 a e 1 6 vi^lion dire la stessa cosa aXo, b x\\(i ^ e, 
son de’ coefiìcicnli. 

9. Per indicare una divisione, si scrive il divisore al di sotto del divi- 
dendo, c tra essi sì pone un tratto orizzontale: cosi - vuol dire a diviso 

b 

per b (3). Talvolta ancora suolesi scrivere a: b (6). 

(31 Anzi meglio , che la qaantiU a deve moltiplicarsi per h. 

(4) Eguslmenle come nella nota precedente. 

(5) E . con più precisione , vuoi dire che a dev’ essere divisa per b. V. la nota 
•egnenie. 

(6) l segni + , — , X , : indicano , cosi in algebra , come nella stessa aritmetica, 
il primo un’addizione, il secondo una sottrazione, il terzo una tnoltiplirazione, ed 
il quarto una divisione da farti sulle quantità che li separano , o non già le me- 
desime operazioni eseguite, ed in ciò sta appunto la differenza che passa tra que- 
ste operazioni aritmitieamtnt» o pura algebricamente considerate. In aritmetica 
possano esse accennarsi , come in algebra possono soltanto essere accennale , poi- 
ché per potere eseguire quel che in aritmetica si dice addizione, sottrazione, ec. e 
che , per sola estensione di vocabolo , si dice pure in algebra , è necessario che le 
quantità, sulle quali cadono queste operazioni, non solo sieoa espresse in cifre, 
ma che si sappia pure il sistema di numerazione nel quale s’ intendono queste ci- 
fre prese. Or in algebra ai simboli , che essa adopera per rappresentar le grandez- 
ze , non s' affìgge l'idea d' un numero determinato, ma all’ opposto quella d' un nu- 
mero che atiualmeiite é indeterminato, sia nel Solo valore, sia nella specie anco- 
ra. Se coinunenieiito diciamo che a x é é il prodotto di a però, 'ciò é solo per bre- 
vità , ma in sostanza questo produtio uuo Io abbuoio the lolauieale iutiicaiu marce 
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10. Chiair.ansi polense d'una quantità i prodotti che s’ottengono, mol- 
tiplicando questa quantità una o più volte per se stessa : cosi aa è la se- 
conda potenza, ovvero il quadrato di a, aaa è la terza potenza ovvero il 
cubo di a , aaaa è la quarta potenza di a , e cosi appresso. Con mag- 
gior semplicità si rappresentano queste potenze , scrivendo la lettera una 
sola volta , e ponendo alla sua dritta e alquanto al di sopra uu numero 
che s’addimanda esponente, e che serve a dinotare quante volte quella 
stessa lettera avrebbe dovuto scrìversi di seguito : per esempio a* rappre- 
senterà aaaa ovvero la quarta potenza di a, e si legge a esponente quattro , 
o più semplicemente a quattro, Questa segnatura immaginata dal Cartesio 
ha vantaggiosamente influito su i progressi dell’algebra. 

Giova tener presente a non confondere il coefficiente con T esponente : 
scrivendo 5a , il numero ó è un coefficiente ,e scrivendo a’, il numero 5 
è un’ esponente \ la prima espressione equivale ad a + a + a e la seconda 
vale lo stesso che o X a X u- A meglio intendere cotesta dilTerenza, si ponga 
in luogo di a un numero particolare , e poniamo 4 ■, allora Sa rappn^sen- 
ta 3 volte 4 ovvero 12, mentre o’ rappresenta 4 X * X 4 ovvero 64. 

11. La quantità che elevata a potenza produce un’ultra quantità data, 
chiamasi radice dì quest’ ultima ; questa radice sarà seconda, terza, quar- 
ta ec. secondoclié si deve elevarla alla potenza seconda, terza, quarta ec. 
per ottenere la quantità data : cosi la radice quarta di 16 è 2, im|ierocchò 
volendo riprodurre 16 devesi elevare 2 a quarta potenza. La radice se- 
conda prende ordinariamente il nome di radice quadrata, e la terza quella 
di radice cuba. 

11 segno {/ , che si ch'tama radicale, messo innanzi ad una quantità, in- 
dica che da questa quantità devesi estrarre la radice -, ad esso s’aggiunge 
un numero, chiamato esponente o indice , il quale serve a dinotare qual 

sia la specie dì radice da eslrarsi; cosi \/à~ dinota la radice quarta dio. 
Nella radice quadrata si ommettc l’indice 2, e più semplicemente si scrivel/ g. 

12. Il segno = è quello dell’eguaglianza: cosi Sa -|-2a=5a dinota 
che se a 5 volte a s’ aggiunge 2 volte a si ha per somma 3 volte a. L’in- 
sieme delle due quantità separate dal segno = si chiama eguaglianza , e 
ciascuna d) esse s’ addimanda membro ; quello a sinistra è il primo mem- 
bro , quello a destra è il secondo. 

13. 11 segno > indica maggiore dì-, ed il segno < vuol dire minore di; 
rosi a >6 vuol dire che a è maggiore di ò, e a < ò significa a minore di b. 
L’apertura dell’angolo è, in entrambi i casi, rivolta verso la quantità 
uiaggiore. 

14. I nomi di quantità Utterde , quantità algdirica, espressione letterale, 
espressione algebrica sono indifferentemente usati per dinotare un qualun- 
que complesso di quantità , rappresentate da lettere , ed unite tra loro 
co’ segni delle varie operazioni : tali sono 2a’,a’ — l/o6 i ec- Giascuna 
delle quantità separate da’ segni -1- e — s’ addùnanda termine , e d’ ordina- 


i sooi elementi che restano In mostre floehè non s'essegni nn valor nnroerico deier. 
minato, e nel quel eeso si ottiene il vero prodotto. É questo uno de' prineipoli van* 
tagRi che ci oiTre il lioRutgRio algebrico , perchè iinpossibilitalu , per la natura 
stessa de' simboli , a poter effoltuare operazioni so di essi, abbiamo sempre io vista 
gli elementi del calcolo, il che non avviene -ugualmente in aritmetica, ove, per una 
ragione contraria, le operazioni si eseguono, e nel risultaniento iioale non vi scor- 
giamo più traccia alcuna non solo de' Valori degli clemculi , ma delle stesse upcre- 
aiooi su di essi eseguile. 
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rto il segno fa prie del lennine. Nell' espressione 9a — o6 • + [/"^ , y't 
sono tre termini , cioè 9a , — ab\ yHB. 

Si chiama quantità monotnia o semplicemente monomio , un’espressione 
d’ un sol termine ■, c polinomio quella che ne ha più. Particolarmente chia- 
masi binomio , trinomio , quadrinomio ec. quel polinomio che ha due, tre, 
quattro termini , ec. Talvolta ancora si è solito chiamar quantità incom- 
besse i monomii , e complesse i polinomii. 

Chiamansi termini «imiti quelli che son composti delle stesse lettere af- 
fette degli stessi esponenti *, e la differenza può star solo Ira i segni , o 
tra i coefficienti: cosi nell'espressione 4o'6 — 3«è* — il primo ter- 
mine Aa'b e l’ultimo — %a' 6 son simili. Un polinomio che contenga der 
termini simili è suscettivo di semplificazione come sarà in appresso mo- 
stralo (29). 

Una quantità s’ addimanda razionale quando in essa non vi ha radicale 
di sorte alcuna: cosi son quantità razionali 11, fa, 

c 

Chiamasi quantità intera quella che , essendo razionale , non contiene 
denominatore alcuno : cosi son quantità intere 41, 2a * 6, Za* — òr. 

15. Quando una quantità è composta mercè un’altra quantità, quella 
prima dicesi funzione della seconda (1). Volendo indicare, in modo genera- 
le , una funzione di x si scrive F (x), ed in tal caso la lettera F è usata 
quale abbreviazione della parola Funzione \ e dovendosi rappresentare nef 
tèmpo stesso funzioni che sien tra loro diverse, si cambia soltanto la forma 
della caretteristica di funzioni : cosi F (x) ^f {x) , S (x) dinotano funzioni 
«omposte con leggi dilTcrenti dalla stessa quantità x. Ma quando , rimanendo 
la stessa la caretteristica di funzione , la lettera in parentesi si cambia cou 
un'altra , allora s’indica che la composizione della Funzione non è alte- 
rala : cosi F {x) , F (j^) dinotano due Funzioni allo stesso modo composte, 
1’ una per mezzo di x l'altra per mezzo di jt, in guisa che la prima fun- 
zione si cambia nella seconda, quando in essa ponesi y, in luogo di x. 

Tuttociò che finora è detto per le Funzioni d'una sola lettera si estende 
naturalmente a quell’ espres^ni che son composte di più quantità : cosi 
r espressione óxy — x -{- |/y sarà una funzione d' x e d' y. Ù per dinotare 
in generale una Funzione di queste quautilà si scrive F (x, y). 

Applicazione della segnatura algebrica. 

16. Per mostrare i vantaggi che dalla segnatura algebrica possono ri- 
sultare, ci faremo qui ad applicarla al problema enuncialo nel numero 5. 
E però dinoteremo con a il numero da dividersi , con ò I' eccesso delhi' 
parte media sulla minore , e con c quello della maggiore sulla media : di- 


noteremo inoltre la parte minore con x , 

Allora la. parte media sarà x-|-b. 


(7) Più Neneraimrnle piritndo , on* qotniil) è fanzione d* on' «tir* , qosndo il 
valore della prima è del inno dipenderne da qiirHo della arrende , sia merci! nna 
lezRe nota e determinala , sia ancora mercè una legge che tuttavia rimane ignota 
o indeterminata. Cosi , come ai sa dalla geometria essendo la rirconrerenrs d' un 
cerrhio eguale al suo diametro moltiplicato |>el numero rustanie 3, 14t... , non piiù 
esser nolo il valore della circonterenza, se non sapendosi quello del raggio, la circon- 
ferenza dunque c una funzione del raggio; e la legge ili dipendenza qnl è nota prr 
rhè sta in questo cioè, che la ciicoafcteoia esuaglia il ptodolto del suo raggio pel 
Damerò costante. 
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1.3 parte ma^iore sarà a;4-6.|-e 

E la somma di tutte e Ire sarà Sor -f- 26 c. 


Ma questa somma deve uguagliare il numero a da dividersi ; dunque 
s'avrà l’eguaglianza. 

3a:+26-i-c = a. 

Togliendo 26 e e da ciascun membro si ha 
3a; = a — 26 — c, 

e dividendo per 3 ol^ensi 

a — 26 — c, 


e quest' espressione darà la quantità incognita, eh' è la minore delle tre 
parli cercate-, da questa poi si verranno subito a conoscei-c l'altre due parti. 

47. Merita ogni attenzione la maniera onde l' incognita x viene espressa ; 
imperocché l'espressione di x non è un numero, ma invece una formala, 
cioè un quadro ove si mostrano nel modo il più chiaro le operazioni da 
farsi sulle quantità note per ottener l' incognita. E per fermo le lettere e 
le cifre numeriche possono rimpiazzarsi con enunciati conformi alle con- 
venzioni stabilite , ed allora la formala tradotta in linguaggio ordinario si 
cambia nella regola seguente : dal numero da dividerti ti tolga il doppio 
dell' eccetto della parte media tulio minore e C eccetto della maggiore mila 
media , dividasi il resto per 3 , ed il quoziente tarà la parte minore. 

Le operazioni indicate potranno elfeltuarsi allorché i dati vengono espressi 
con numeri particolari, e nei qual caso si dice che la ibrmola è metta m 
numeri. Passando ad un esempio adotteremo i numeri indicati nell' entin- 
ziato del n.‘2, e però dovrem rimpiazzare a con 32, 6 con 9, e c con 13, 
e cosi avremo 

32 — 9x2 — 43 .32—48— 45 24 ^ 

se — — — ■ ss ■ • 7 a 

3 3 3 

48. Le formolo da mettersi in numeri non presentano sempre la stessa 

semplicità della precedente cosi poniamo die un problema abbia condotto 
alla formula seguente : , _ ■ 

3 a*6 — ]/ a* 

X ^ j 

9 ab' + [/ a' 


e che vogliasi caleolare il valore dell' incognita x nell' ipotesi di a = 8 e 
6 = 2. Si osscrveià dapprima che : 

3 o'6 = a' X * X 5 = 8* X 2 X 3 = 64 X 2 X5 = 384 , 

9 n6’ = a X 6' X 9 = 8 X 2* X 9 = 8 X * X9 = 288 , 

l/i? =l/ip =l/P = 4. 
e quindi s' avrà per 1* incognita 

^ _ 581 — 4 580 _ ^ 88 _ ^ 22 

~ 288 + 4 “ 292 ~ 2ÌÌ2 “ 

Giov.a moltissimo ai principianti l' esercizio di tradurre le formule alge- 
briche in linguaggio ordinario ed a OPicIterle in numeri. 
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Delle quantilù negalire. 

49. Nel calcolo algebrico soglionsi spesso incontrar delle quantità , co- 
me — 6, — 7 ec., alle quali si dà il nome di quantità negative , e che 
giova conoscere sin da questo punto. \ meglio Tarci intendere sull' argo- 
mento a trattare , prenderemo ad esempio la questione qut appresso, quan- 
tunque assai semplice: un mercante ha fatto un certo guadagno nel primo ' 

anno del suo negoziato, ed una perdita nelC anno appresto ; <t domanda il 
cambiamento che, dopo di ciò, é avvenuto nel tuo capitale. 

Dinotando con a il guadagno fatto nel primo anno , e con b la perdita 
provata nel secondo, egli è chiaro che se a sorpassa b, il capìble primi- 
tivo si è aumentato d' una quantità espressa da a — b. Ma se b sorpas^ a, 
allora la perdita essendo superiore al guadagno, il capitale primitivo deve 
ricevere una diminuzione dinotata da b — o. In questo medesimo caso l’e- 
spressione a — b, la quale nel primo caso dinotava un aumento , ci presenta 
ora l'idea d’una sottrazione impossibile. Con tutto ciò gli Algebristi con- 
servano in ambo i casi l’espressione a — b per dinotare il cambiamento 
avvenuto nel capible primitivo, ma, non potendo più togliere b da a, fanno i 

la sottrazione in ordine inverso , togliendo cioè a da b c ponendo il segno i 

meno innanzi al resto. Con questo segno , danno essi ad intendere che il * 

risiiltamento non deve più essere considerato come un aumento che riceve 
il capitale , ma al contrario come una diminuzione. Cosi, passando ad un . 

esempio, se a = 7000 fr., e b = 4000 fr., vi sarà elTettivamente un guada- ! 

gno di òOOO fr. •, ma se all’ opposto fosse b = 7000 fr. e a = 4000 fr. ; 
allora invece di dire che il capitale soffre una diminuzione di i^OOO fr. si > 

dirà in termini equivalenti e comunque lonbni dal linguaggio ordinario, che 
r aumento è di meno 5000 fr. 

V’ ha gran numero d’ esempii ove è duopo considerare le grandezze sotto 
queste due acccttazioni del tutto contrarie, e delle quali 1’ una ci presenta 
le quantità nello stalo d’ essere aggiunte, mentre l’ altra ce le presenta in 
quello di dover’ essere tolte. Tali sono i guadagni e le perdite d’ un gioca- 
tore , r avanzare e il ritardare d’ uno orinolo *, le distanze che un mobile 
periNìrre sopra una linea, secondo che procede verso 1’ uno degli estremi 
di questa linea, o verso l’estremo opposto. Volendo intanto abbracciare nel 
modo più generale queste due acccttazioni contrarie hanno gli Algebristi ì 

messo in uso le quantità negative ^ c , lasciando da parte ogni questione , 

particolare, han fatto derivare queste quantità dalla sottrazione, nel modo I 

che innanzi abbiamo dichiarato (8). 

(8) Cotesla diatinzione Ira qaantilk poailìTe e negative , che ai fa derivare dal 
fallo della aoltrazione, ci rembra pluUoslo un biaogno eOeUivo dell’algebra per ge- 
neralizzare i suoi concetti , e si trova insita nella natura stessa della grandezza. 

Ed in vero, in una grandezza (e cosi dicendo ben a' intende che si tratta di cose 
concrete), oltre al carattere di specie, che le viene dalla sua origine, ed all'al- 
tro di quantità o numero, dipendente dal paragone con un'altra ad essa omoge 
nea , ve ne ha pure un terzo dipendente dal suo modo di esistere. Qualunque gran- 
dezza non ha mai un modo assoluto d' esistere , ma questo modo è duplice, come 
lo ha mostrato l'A. nei pochi esempii da esso citati: or di questi due modi d’esi- 
stere non ne può aver luogo che un solo in atlu , e quindi i necessario che volendo 
indicar l'algebra qual di questi due modi sia qnello che essa considera nella gran- 
dezza, abbia de' nomi e de’ segni proprii a farlo. Dna somma d' unità monetarle, 
secondo l'esempio dell' A. può esistere come credilo u come debito , ma o solamente 
nell'ano o aoltaato nell’altro modo. Or come indicare che una somma o esiste nel- 
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Per tanto , quando in una sottrazione la quantità da togliersi sorpassa 
quella da cui dee’ essere tolta , si è convenuto di sottrar sempre la minore 
dalla maggiore^ indicar questo candiiamento d' ordine, apponendo il segno — 
tnnaiui al resto. 

Le quantità isolate e precedute dal segno — chiamans! negative , per 
contro quelle che non son precedute da questo segno e che intendonsi in- 
vece affette dal segno vengon denominate positive, 

30. Riprendiamo l'espressione a — 6, e supponendo che a conservi un 
valor fisso , facciasi crescere 6 a partire da zero : s’ otterranno così dappri- 
ma de’ resti decrescenti , e quando b sarà giunto ad eguagliare a , la diffe- 
renza a — b diverrà nulla ; c continuando a far crescere 6 s' otterranno per 
resti delle quantità negative , le quali considerate nel loro valore assoluto 
saran tanto più grandi quanto più grande è 6 : poniamo per es. essere a = 3, 
e facendo sussecutivamente b = 0 , 1 , 3 , 3, i valore di a — B, saranno 
in corrispondenza 3 , 3 , 1 , 0 ; ma se 6 continui a crescere , coi fare 6 = 4, 
5, 6 , s'avrà — i, — 2,.— 3,,... E poiché questi valori negativi con- 

tinuano la serie dei numeri positivi decrescenti, 5, 3, f, 0-, s'é solito di 
considerarli come minori di zero^ e poiché ancora di due quantità negative 
quella eh’ ha un valore assoluto maggiore vicn dopo quella che ne ha uno 
minore, cosi di due quantità negative la maggiore in valore assoluto si con- 
sidera come minore di quella eh’ è minore in valore assoluto: laonde in 
virtù di queste convenzioni , — 3 è minore di zero , e — 3 è minore di — 2; 
c servendosi de’ segni < > , il cui significato fù dichiarato nel n." 15, pos- 
siamo scrivere 

— 2 < 0, — .'i < — 3, oppure 0> — 3, — 3> — 5 


l'ano o nell’altro di qaesti stati? Ecco qol ov entra in soccorsa il fatto della sot- 
trazione per stabilire i seqni di distiazione , scritta ; e per la disiinzionn 

parlata ti è l' altro fatto ebe questo doppio modo d' esistere d' ona grandezza 
deve apportare ancora una duplice modificazione nello stato di quanlili d’uno seconda 
alla prima omogenea, quando I' una. all’ altra s’aggiunge per formarne una terzo; 
or questa non può avvenire che aumentando o pure diminuendo la quantità dello 
seconda grandezza , dunque quel modo di esistere non può essere che di aumento 
0 di diminuzione , e la stessa grandezza che apporta runa e l'altra di queste mo- 
dificazioni sarà essa stessa additioa o sottrattiva , ovvero , come si è convenuto di 
dire , sarà positiva o negativo. 

Si noti che questa distinzione non può aver luogo piò se nella grandezza si con- 
sidera solo il carattere di quantità : cosi una somma di franchi considerata sotto 
l' aspetto d’ona collezione d'anità monetarie non è nè positiva nè negativa, e diviene 
l'nna o l’altra quando si considera in ordine alle modificazioni che essa può ap- 
portare sopra un’ altra somma di franchi. É per questo che spesso per indicare che 
io una grandezza si considera solò il valor numerico , si dice che si considera net 
suo colora aesotuto. 

8 giova ancora tener presente che dalle cose or dette risulta chiaro esser le gran- 
dezza positive eterogenee con la negative, e che due simboli algebrici, I quali abben- 
chè sieoo la slessa cosa, considerata senza il segno, pure divengono due cose affatto 
opposte quando l'uno è positivo e l'altro negativo; cioè, servendosi de'segni -fé — , 
che, secondo il fatto della sottrazione, valgono ad indicare rispettivamente lo stalo 
positivo e il negativo , i dne simboli + a e — a sono affatto opposti , e producono 
effetti contrarii; ma nel valore assoluto essendo eguali, questi effetti contrarli sesm- 
biCTolmeute si distruggono, >1 che può dirti che a — a == o; cosi pure b—b = o, cc. 

' Jb 
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CAPO II. 

DEL CALCOLO ALGEBRICO. ' 

SI. Le qiu'inlità algebriche, a simiglianza delle numeriche, possono an* 
dar soggcUe a talune operazioni, quali sarebbero l’addizione, la sottra> 
zione ec. ila queste operazioni rispetto alle quantità algebriche , o letterali, 
differiscono da quelle che si applicano ai numeri , in quanto a che nelle 
quantità letterali , i risullamenti d' un’ operazione primitivamente indicata 
non possono essere altro che indicazioni d’ un calcoio che si deve mandare 
ad effetto , e per conseguenza i delti risultamenli sono in sostanza delle 
trasformazioni dell'operazione primitiva, in altre che devono condurre al 
medesimo risultamento. Il complesso di regole con che queste trasforma* 
zioni si eseguiscono , costituisce il calcolo algebrico (9). 

22. Finché ci limitiamo alle sole quantità positive , le definizioni date 
in aritmetica fan conoscere lo scopo di ciascuna delle operazioni elemen- 
tari ', ma passando alle quantità negative quelle definizioni divengono insuf- 
ficienti. E per fermo, qual significato possono coteste definizioni dare agli 
enunciati seguenti; addizionare — 5e — 7; moltiplicare -J- 5 per — 7, ec.? 
E non è egli chiaro che simili locuzioni debbano essere rigettate come del 
tutto vuoto di senso , finché , con qualche nuova convenzione , non si fissi 
qual' è il senso che loro vuoisi affiggere ? Di bli convenzioni appunto pas- 
seremo qui appresso a discorrere , e per ciò riprenderemo ciascuna della 
quattro operazioni , estendendone per quanto sia possibile la definizione , ai 
casi novelli che si presentano ; e quando ciò sarà impossibile , sbbiliremo 
le nuove convenzioni alle quali i detti casi dan luogo. 

25. Addizione. Quest’operazione, come in aritmetica è definita, ha per 
nbbietto di trovare una quantità che contenga bnte unità e parti di unità 
)>er quante ve ne sono in più altre quantità date: cosi definita l’addizione 
non può applicarsi che alie quantità positive , e v' ha bisogno di nuove con- 
venzioni quando si voglia fare intendere l’addizione di due quantib come 
le seguenti + 5 e — o; — 3 e + fi; — 3 e — 5. Or tutti questi casi si pos- 
sono, unitamente a quello in cui le due quantità fossero positive compren- 
dere in un solo , mercè le due convenzioni o regole seguenti : 

1.0 Per addizionare due quantità dello stesso segno, sene forma la som- 
ma , senza avere riguardo al segno, e quindi alla somma ottenuta si appo- 
ne il detto segno. 

2.' Per addizionare due quantità di segno contrario, si toglie la minore 
dalla maggiore, senza avere riguardo alcuno ai segni, e quindi si appone 
al resto il segno della quantità maggiore (IO). 

(9) Detto ancora algoritmo algebrico. 

(10) Se nell' addiiiooara più numeri si richiede, quando questi sono riferiti a 
cose concrete , che essi sieno omogenei , allora , secondo il detto della nota (b) , 

I' addizione di due grandezze eotrambe negative deve , di neceasiU , seguire la 
stessa regola delle grandezze positive. Poniamo che sien date le due grandezze 
negative — a e — fte si vogliano addizionarle, vale a dire tino voglia formare una 
terso equivalente a quelle due. Se a e i rappresentassero unilà di diversa specie , 

I' addizione non potrebbe aver mai luogo; ma nell' ipotesi che le unità sieno omo. 
genee, e patendosi sempre immaginare ridotte ad uoa stessa grandezza, abbenehè 
non esprimibile esattamente; allora la somma delle due grandezze — o t — b può 
iTOtarsi , perebd deve essere omogenea con le parti e perciò negativa , e d' allron* 
de deve avere un valore assoluto equivalente a quelli, aatbe assolali, delle mede* 


Di.;: • - -n : . Googfe 


11 


LEZIONI O' ALGEBBA. 

Secondo coleste convenzioni , si ha subito : 


( + 3) + r + 5ì [-8; 

(, + 3 ) + ^ — 3 ) = — 2 ’, 



Le parentesi tra’ quali è racchiuso ciascun numero col segno , sono 
state espressamente messe , per far meglio distinguere i segni che vanno 
annessi ai numeri da quello che indica l'addizione a farsi. È giova di più 
notore che, in virtù delle stesse convenzioni, si può cambiar l’ordine delle 
due quantità da addizionarsi , senza tema di alterare il risultamento. 

Segue ancora dagli esempi! qui innanzi arrecati , che l' addizione, in al- 
gebra , non sempre apporta aumento : pur tutlavolta al risultamento del- 
l’ operazione si dà sempre il nome di somma, aggiungendovi talvolta l’ad- 
ditivo d’ algebrica, per distinguerla dalla somma aritmetica, nclf ottener 
la quale non si considerano che i valori assoluti delle quantità da addizio- 
narsi , senza avci-e riguardo alcuno ai segni da’quali possono essere aflette. 

3i. Sottrazione. Lo scopo di quest’ operazione aritmeticamente conside- 
rato, può dirsi esser quello di trovare una quantità tale die aggiungen- 
dole una seconda quantità data , se ne produca una terza parimente data. 
Celesta definizione è ad evidenza applicabile a lutti i casi che si possono 
presentare e che si riducono a quattro , come qui appresso andremo mo- 
strando. 

l.° Se le due quantità sono positive e debbasi sottrarre la minore dalla 
maggiore, si è precisamente nel caso ordinario dell' aritmetica , ed il re- 
sto dovrà esser considerato come avente il segno -f. Che se all'opposto deb- 
basi dalla minore togliere la maggiore , allora si sarà nel caso contemplato 
nel n.° t9, e che ha dato origine alle quantità negative*, in tal caso, pertanto 
si toglierà la minore dalla maggiore e si darà al resto il segno — ; così si ha 


( + •?)-( + 5.)= + ^iC + 5)-(+7) = -4. 

2.0 Poniamo ora che da una quantità positiva se ne debba sottrarre una 
negativa^ da + 3, per esempio si debba sottrarre — 7. Stando alla defini- 


sime parti, dimqae essa deve essere espressa da — ( a q- fr ), indicai>do eoo l'es 
pressione ( a -(- ( ) il valore assolalo, e appuneodo il segno — per diautare che la 
somma cercata dev’ esser negativa. Eeriaoio 

(_a) + (-J) = -(a + 6) 

Quando poi le grandezze da addizionarsi comnnqoe. fatta astrazione dal segno, 
fossero deila medesima specie, ma Pana positiva e l'altra negativa, la stessa 
deiìnirione dell’ addizione non trova piò Inogo , perché non saprehbesi concepire 
UDÌ somma di doe grandezze eterogenee, almeno in quanto ai Segni. Allora biso- 
gna convenire che l'addizione impossibile, sotto qualunque espello delle due 
grandezze + a e — b, oppure — se q- 6, iovece d* indietrlt con 

( + o)+( — b)o( — a)+(+6) 
si possa indicare anche cosi: 

+ 0 — 6 , 0 — 0 + 6 , 

ed in tale esso si ricade tnlla seconda regola preserilla dall’ A. Cesi dinotando a 
e 6 due grandezze eirn dell» stesso segno o di segno contrario la formula che 
indirheré la somma algtirica di qoestc grandezze seri! sempre espressa da ( a ) 
-(-(6), a più semplicemente da o .)■ 6, togliendo le parentesi , Ira la quali s’ ioteo 
deve compresa pure il segno competente ai simboli « s 6. 


Dì 


12 LEZIONI d' algebra. 

zionc superiormente ammessa, il risuitamento dell' operazione dev' esser tale 
« he aggiunto a — 1 dia + 3 , e però ne consegue che il risuitamento di- 
mandato esser deve positivo -, imperocché se , all’ opposto , fosse negativo, 
aggiuntolo a — 7 s’ avrebbe un altro numero negativo. Inoltre , poiché per 
addizionare due quantità di segno contrario , devesi dalla maggiore ti^liere 
Ja minore e dare al resto il segno della maniere (23), si vede che il ri- 
suitamento richiesto dev' essere maggiore di 7 , e propriamente eguale a 
3 + 7 ovvero 10. Pertanto 

( + 3)-(_7)= + 10. 

5.* Debbasi da una quantità negativa togliere una quantità positiva: da — 3, 
per esempio vogliasi sottrarre + 7. Il risuitamento di quest' operazione de- 

essere tale che aggiuntolo a + 7 si abbia — 3, e quindi dev’essere ne- 
cessariamente negativo , perchè due quantità positive addizionate non pos- 
sono dare che una somma positiva, Dippiii, facilmente s'intende che se si 
faccia astrazione dal segno di questo risuitamento , e se ne tolga 7 , il re- 
sto deve risditare uguale a 3 ; laonde questo risuitamento , in valore as- 
soluto, è uguale a 3 + 7 ovvero 10-, ma dev’essere negativo, dunque 

(-5)-( + 7) = -10. 

Cons'ideriamo da ultimo il caso di due quantità entrambe negative, 
e si voglia , per esempio da — 3 sottrarre — 7. Si osserverà dapprima 
che il risuitamento di quest’ operazione dev’ esser tale che aggiunto a — 7 
deve riprodurre — 5, e però non può essere negativo, e deve uguagliare 
l’eccesso di 7 su 3^ sì che sarà 

(_5)-(_7)= + l. 

Che se per contro si dovesse il — 3 sottrarre da — 7, è agevole l’inten- 
dere che il risuitamento , per la stessa ragione qui innanzi posta , dev'es- 
ser negativo ed uguale all’eccesso di 7 su 3; vale a dire 

(_7)_(_3) = -4 

Giova avvertire che in tutti e quattro i casi ora messi in disamina , il 
risuitamento è sempre quello stesso che si sarebbe ottenuto se al secondo 
termine, preso poi segno cambiato, si fosse aggiunto il primo, secondo Io 
regole dell'addizione spiegate nel n.° 23. Pertanto possiamo stabilire la 
regola seguente; 

La suùraxiona equivale ad un'addizione^ nella quale la quanlUàda tot- 
trarsi , presa col segno cambialo , si aggiunge a quella da cui dev’ estere 
sottratta. 

Seguendo questo precetto , si ha : 


(_17)_r- 29) = (- 17) + ( + 29)= + 12, 

( + M)-(-12) = (+ U) + ( + 12)= + 20, (11). 


(il) La sottrazione, conte l’addizione, richiede che le grandezze da sotlrarai 
aieno omogenee sotto tutti gli aspetti: e senza andare alle lunghe per dimostrare 
la regola qui posta dall' A, tenendo la stessa ria della nota precedente, seguire- 
mo invece altro ramino, come trurasi nell' algebra del chia. prof. D’ Asdrra. 

Nella nota (8) si è fatto vedere che b ~b = o, e perciò -fa-fò — b è la stes- 
sa cosa che si che volendo sottrarre una qualunque quantiiò da a , vale lo 
stesso che sottrarla da -t-a-fò — b. Or se la sottrazione si considera come una 
operazione che ha per oggetto di togliere una quantità da un’ altra, si vede aubi- 
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25. Moltiplicazione. Diootando con a e 6 dae numeri , la moUiplica- 
zione può presentare i quattro casi qui appresso : 

+ o X + 6-, — a X + ò-, +aX—b,—aX—h. 

Il primo caso è quello stesso che ci presenta l’aritmetica; imperocché 
'.f a e -f 6 valgono la stessa cosa che a e 6, e poiché il prodotto di a per b 
è nò , e questo è lo stesso che + ab , cosi , punendo in evidenza i segni 
si avrà 

( + o)X( + 6) = + o6. 

Al secondo caso si può applicare la stessa definizione della moltiplica- 
zione , ma per riuscire più chiari , convien considerare il duplice caso di 
6 intero , cioè , e di 6 frazionario. Se questo moltiplicatore è un numero 
intero , e poniamo 3 , per esempio ; allora , ripetendo , secondo le regole 
dell'addizione (23), il moltiplicando — a tante volle per quante unità con- 
tiene 3, s’avrà — .a — a — a ovvero — 5a, il che c’insegna che per mol- 
tiplicare una quantità negativa per un numero intero positivo , non si ha 
altro a fare che moltiplicare, senza tener conto del segno, c otlenuto il pro- 
dotto, alliggervi il segno — ; donde consegue, al contrario, che per divi- 
dere una quantità negativa per un intero positivo , si farà la divisione , 
senza riguardo al segno, ed ottenuto il quoziente gli si darà il segno—. 

Poniamo ora che il moltiplicatore — a X + b sia un numero frazionario, 
e sia -p f. Stando all’ idea affìssa alla moltiplicazione, bisognerà in questo 
caso, prendere i f del moltiplicando — a, ovvero, in altri termini , biso- 
(pierà dividere questo moltiplicando per 5 , e il quoziente che otliensi, mol- 
tiplicarlo per 7. Ma, per ciò che qui innanzi è detto, queste due opera- 
zioni si eseguono senza avere riguardo al segno — , e che al risultamento 
deve affìggersi questo medesimo segno *, laonde sarà — a X J = — J a. 
Pertanto sia qualunque b si avrà 

( — a)X(-|-ò) = — nò 

Negli altri due casi , (-P<*)X(-*-ò)*, ( — a)X( — ò) il moltiplica- 
tore è negativo , e la definizione della moltiplicazione prescrivendo di com- 
porre il prodotto per mezzo del moltiplicando, come il moltiplicatore è com- 
posto per mezzo dell’ unità , non si scorge in qual maniera debbasi avere 
riguardo al segno — del moltiplicatore ; si che , sotto questo rapporto , la 
indicata definizione è insufficiente. Per correggere intanto questa insuffi- 
cienza, si osserverà, che, nel caso in cui il moltiplicatore è positivo, il 
s(^no del prodotto è quello stesso del moltiplicando; laonde siamo natu- 
ralmente condotti ad aggiungere , come complemento , alla definizione pre- 
cedente , questa nuova convenzione , cioè che , nel caso in cui il moltipli- 
catore é negativo , convien fare la moltiplicazione come se esso fosse positi- 

to cha par toglierà da -f a basta sopprimere +à dall’espressione +a -p b— 
b ed allora non resta che + a — b al contrario nel sottrarre — b si ha per risai- 
lamento + a +b, dunque algebricamente 

-bo — (-1- 6)= + n — i 
•fa — (— 6)=-bo-i-b. 

É chiaro inoltre che il ragionamento medesimo avrebbe loogo se invece di a , 
si prendesse — a. ' 

Giova ancora notare che secondo I' ultima espressione , nna differenia algebrica 
può talvolta convertirai ad nna Somma aritmetica. Ecco perché non bisogna mai 
confomlcie le operazioni algebriche con le aritmetiche. 
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CO , e , ùtlenuto il prodotto , secondo U due regole precedenti , mutargli il ^ 

se^. Uopo ciò si può couchiudcrc che 

( + a) X f — b) = — o6, 

(-o)x(-6)= + aò. (i2). 

Raccolti i vari casi messi in disamina, possiamo stabilire la reirola sedente : 

Per moltiplicare tra loro due quantità, qualunque ne sieno « segni, si fa , 

U prodotto di queste quantità , senza riguardo alcuno ai segni , e quindi , i 

ottenuto il prodotto , gli si darà il segno + i quando i due [Mori sieno 
dello stesso segno , ed il — , se i fattori abbiano segni contrari. I 

Attenendosi all' uso universale, cotesta regola de' segni può enuuziarsi an> I 
cora con le seguenti locuzioni abbreviate ; 

4- per + dd -I- ; — per + dà — ; 1 

+ per — dà — i — per— dà + i 

(IS) Rileoendo t>er U noliiplictzioDe io algebra quella deSoiiione medeaiffla clw 
■e ne dà in aritmetica , cioè che lo scopo di questa operstione qaeilo ai è di ri- 
petere il moltiplicando tanta volte per quante nnità son comprese nel moltiplica- 
tore , e pore di comporre per meno del molliplicando nna quantità alla stessa 
goiaa che il moltiplicatore vien composto dall nnità , ne segue l.° che il molti- 
plicatore der’ essere auotutamanla un numero Indipendentemente da qualsivoglia 
specie d'unità; 2.° che il prodotto dev’essere omogeneo col moltipllcando. Dietro 
a queste eonsegaenxe la moltiplicazinne di due grandezze concrete, come si pos- 
sono supporre in algebra diviene sempremui impossibile. Ma se il segno , che 
preceda il moltiplicatore, lo si riguarda come affisso al simbolo, che ne rappresen- 
ta il valor numerico , e che serve questo segno a dinotare una seconda operazione , 

a farsi sol prodotto che s’ottiene dal moltiplicando pel valor numerico del molti- | 

plicatore ; allora si spiegano facilmente i risultameoti dall’A ottenuti. E per fermo < 

se il moltiplicatore è una grandezza positiva -f b , allora il prodotto d’ un’ altra 
grandezza, sia positiva o negativa per -}■ 6 dev’essere addizionato; e per cooUario 
dev'essere sottratto se il moltiplicatore è — b. | 

Cosi essendo , poniamo che si voglia moltiplicare -f a per -f à; dovendosi qui 
ripetere la grandezza positiva -f- a , tante volte quante sono le unità e parti di , 

unità contenute in è, il prodotto, secondo il detto più sopra sarà ab, e poiché, 
pel segno che precede il moltiplicatore questo prodotto dev’essere aggiunto, 
resterà qnal’è, cioè -f ab. Similmente si dimostra che se il moltiplicando è — a, 
ed il moltiplicatore cuntinna ad essere b, il prodotto dev’essere ab; si che 

( +a)X(+b)= -f a6,(-o) X(-4.à) = -aà ; 

Paniamo ora che il moltiplicatore sia — &e il moltiplicando o , allora facendo 
astrazione dal segno del moltiplicatore, e moltiplicando -f a per b avremo come qui 
innanzi -poà; ma, pel segno — che precede il moltiplicatore, questo prodotto de- 
v’essere sottratto, dunque esso si cambia in — ab, e perciò 

( -1-0) X ( — l) = — aà. . I 

Finalmente rimanendo lo stesso il moltiplicatore — à , e prendendo invece — a 
per moltiplicando, ai moltiplicherà — a per 6 e si otterrà , come abbiamo mostrato, 

— ab; ma per la medesima ragione qui innanzi riferita, questo prodotto dev'esse- . 

re sottratto, dunque essu si cambia in + ab, e quindi I 

( — o)X(— b) = -f oè. 

Questa dimostrazione che qui abbiamo data delia moltiplicazione algebrica di 
dne quantità isotale , ci sembra , se non aqdiamo errati , la piò consentanea eoo 
la natura stessa del soggetto ; ed in vero non può altamente intendersi il concetto 
di moltiplicazione finché il segno del moltiplicatore lo ai riguarda come inerente al 
simbolo, in modo da essere il moltiplicatore considerato come una grandezza e non 
Come un numero , come det' essere per potersi rendere fattibile l'operazione. 
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Si osservi che cambiando il segno d' un solo de’ due fattori , il segno del 
prodotto cambia esso pure, e che per contro rimane inalterato questo se- 
gno, se si mutano ad un tempo quelli de’ due fattori. Ancora , il prodotto 
rimane inalterato, invertendo I’ ordine de’due fattori. 

26 . Divisione. Quest’ operazione , tal qual’ è ordinariamente definita in 
aritmetica, s’ addice alle quantità algebriche ■, imperocché il suo scopo sarà 
sempre quello: dato un prodotto ed uno de’ suoi fattori, trovar T altro, che 
è appunto il quoziente ; laonde devesi sempre verificare che il quoziente 
moltiplicato pel divisore riproduca il dividendo. E dapprima, è chiaro che 
facendo la divisione, senza tener conto de’ segni , si avrà il quoziente , 
astrazion fatta dal segno -, si che resta solo a determinare qual dovrà essere 
questo segno, dietro quelli già conosciuti del divìdendo e del divisore. Or 
quando il dividendo e il divisore hanno lo stesso segno, quello del quoziente 
dee’ essere il -, imperocché se potesse essere il — , il prodotto del divi- 
sore pel quoziente sarebbe dì se^o contrario al divisore, e quindi ancora 
di segno contrario al dividendo. Per contro , se il dividendo e il divisore 
abbiano segni contrarii, quello del quoziente dev’ essere il — •, imperciocchò 
se potesse essere il + , allora il prodotto del divisore pel quoziente sa- 
rebbe dello stesso segno del divisore, e quindi non sì riprodurrebbe il se- ' 
gno del divìdendo. Dopo ciò si può conchiuder^ che se a e 6 sono due gran- 
dezze assolute, e sia e il quoziente, anche in valore assoluto sarà : 

= + e,z:f = + c,±f = — c,z:?= — c. 

•i~b — à —6 ~j~b j 

DeW addizione e sottrazione de’monomii. 

VI. Dinotino a e b due quantità positive. L’ addizione, tenendo in consi- 
derazione i segni da’ quali queste quantità possono essere alTettc,può dar 
luogo alle quattro espressioni seguenti: 

[«] (+«)+(+&), (+«)+C-t), (-o)+(+6), (-o)-f(-ò). 

e si renderà impossibile il ridurre ciascuna di esse ad un sol termine , 
finché non sien fissati i valori particolari delle dette quantità -, ciò non per- 
tanto si potranno liberarle dalle parentesi e da taluni segni inutili. 

E dapprima le parentesi non servendo ad altro che a far meglio ravvi- 
sare il segno che compete a ciascuna delle quantità da addizionarsi , non 
sono assolutamente necessarie, e potranno essere soppresse. Ancora, dino- 
tando o e 6 la stessa cosa che -f- a e 6, potrà essere ommesso il segno -J- 
che si trova nelle parentesi. Dopo tutte queste osservazioni , le quattro 
suindicate espressioni, possono essere scritte ancora cosi : 

fl-j-6, n-f- — b, — fl*4-b, — n-4- — b. 

nè però la seconda e la quarta sono ridotte ancora alla forma più sempli- 
ce , perchè in esse si vedono due segni insieme congiunti , e questi pos- 
sono essere rimpiazzali da un solo. Ed in vero , secondo la regola della 
sottrazione (2i), l’addizione di — b con una quantità qualunque equivale 

allo stesso che il togliere b dalla delta quantità, si che invece di -j b 

si può scrivere parimente — b. Pertanto in ultima analisi le espressioni [I] 
prenderanno le forme seguenti 

a + b, a — b, 0 4. b, — a — b. 
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clu! sono le piti semplici alle quali possano essere ridotte , c ne consegne 
la regola generale, elio l'addizione di due monomii si riduce a porre queeti- 
monomii T uno appresso aU‘ altro conservando loro t proprii segni. 

E poiché la sottrazione è un' addizione , nella quale la quantità da sot- 
trarsi é presa col segno mutato (34), si conchiude, come conseguenza legit- 
tima della regola precedente, l’ altra qui appresso, cioè che nella sottrazio- 
ne, la quantità da togliersi si pone , col segno cambiato , dopo le quantità 
dalle quali dev'essere tolta. 

38. Le due regole or dichiarate, s’applicano immediatamente all’ addi- 
zione di quanti si voglian monomii , sien qualunque i segni da che questi 
sono alTetti : cosi da — 3a* si voglia togliere — 5a’ò, cd al resto si voglia 
aggiungere 5 o6> e — 6', si scriveranno queste quantità le une dopo le al- 
tre nello stesso ordine con che son date, avvertendo nel tempo stesso di 
conservare il segno alle quantità da aggiungersi e di mutarlo a quelle che 
devono esser tolte. In tal modo sì ha per risultaroento il polinomio : 

— So’ -f 3 o'6 S — i’. 

39. Può talvolta avvenire che tra i monomii dati ve n' abbiano dei si- 
mili (14), ed in tal caso lo stesso pofmomio risultante conterrà de’ termini 
simili, i quali , come più appresso passeremo a mostrare , possono essere 
rimpiazzali da un solo ad essi equivalenti : l’ operazione con che questa tras- 
formazione s’esegue, riduzione de’ termini simili s’addimanda. 

Lotosta riduzione nOn presenta diincoltà veruna, allorché i termini simili 
han tulli lo stesso segno : cosi 

' 3 «• + 4a’ -f 3a* = 9a% et — Sa» — 4a» — Sa» = — 9o». 

Le riduzioni operate in questi due csempii discendono immediatamente 
dalla prima regola del n.° 33 -, poiché in ciascuno de' due esempii arrecati 
non vi sono che termini dello stesso segno. 

Per giungere a stabilire la regola da valere ne' casi ne' quali i termini 
sìmili entrano disordinatamente nel polinomio, farem capo d' un’ osservazione 
eh’ è d’uso pressoché rontinuo, ed è la seguente: il valore d’ un polinomio 
rimane inalterato, qualunque si sia l’ ordine con che i suoi termini son di- 
sposti , purché però ciascuno di essi rimanga sempre con lo stesso segno 
primitivo. 

E per fermo, dato un polinomio qualsivoglia, e poni.imo che venga scritto 
come formante due somme separate, tutta di quantità positive l’una, e tutta 
di quantità negative l’altra. Seguendo con attenzione il quadro delle addi- 
zioni c sottrazioni accennate nel polinomio dato, non si tarderà a ricono- 
scere , che queste operazioni consecutive riduconsi a dover togliere or , 
sopra una parte della prima somma , una parte della seconda , ed ora a 
togliere da una parte della seconda , parte della prima somma ; e però è 
agevole l'intendere che il risullamento finale deve, in ambi i casi, ugua- 
gliar r eccesso della somma maggiore su la minore ed avere il segno della 
maggiore ', e poiché le due somme restano invariate , qualunque sia l’ or- 
dine con che i termini del polinomio son disposti , se ne conchiude che 
quest' ordine può essere del tutto arbitrario , senza che il valore del poli- 
nomio venga a patire alterazione. Posto ciò , poniamo che il polinomio dato 
contenga termini simili , e sia per esempio il polinomio : 

>, — 86’ + la" + 36’ — 9(1*6 — 36' + a6’ + 46'. 
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Cangiando dapprima T ordine de' quattro termini simili ~ 86’ , + 36’, 

— 56* , + 46’ , e ponendoli l' un dopo l’ altro , avremo 

36’ + 46’ — 86’ — 56* + To’ — 9o’6 + o6* 

Osservando in seguito, che i due primi termini positivi 36’ + 46* , possono 
essere rimpiazzati dal solo termine + 76’, e parimenti i termini negati- 
vi — 86’ — 56’ possono venir sostituiti dal solo termine — 436’ , i quattro 
primi termini del polinomio precedente si ridurranno cosi ai due + 76* 

— 456'. Ma questi due si riducono ad un solo — 66*, quindi ponendo que- 
sto termine nell'ultimo posto, il polinomio proposto si troverà cosi ridotto 
alla forma più semplice che Migue : 

7o* — 9a’6 + ab* — 66*. 

Generalmente , più ttrnùni rimili potranno sempre essere ridotti ad un 
solo , il (piale avrà per coefficiente la differenza tra la somma di tutti i ter- 
mini preceduti dal segno + , e quella di tutti i termini preceduti dal se- 
, gno — , ed avrà inoltre il segno della maggiore di queste due somme. 

Nell' applicazione di questo precetto convien tener presente: 4.* che il 
primo termine , quando non abbia segno alcuno innanzi di se , devesi in- 
tendere che esso abbia il segno + ; ^* e che un termine senza coeOìcienta 
devesi considerare come se avesse per coefficiente 4. 

30. Osservazione. Abbencbè sia arbitrario l' ordine de' termini , pur tut- 
tavolta si dispongono questi termini , in guisa che gli esponenti d'una me- 
desima lettera vadano decrescendo o pur crescendo a misura che si procede 
da sinistra a dritta : quando si è fatta questa disposizione si dice che il 
polinomio è ordinalo. L'ultimo polinomio dell'esempio precedente è ordi- 
nato rispetto alle potenze decrescenti di a e alle crescenti di 6. 

Dell addizione e della sottrazione dei polinomii. 

31. Per indicare che ad a — 6 si vuole aggiungere c + d — e, si rac- 
chiude quest’ ultimo polinomio in parentesi e si scrive : 

o — 6 + (c + d — e)\ 

\ 

ma , anche qui si potrà fare a meno delle parentesi , come sarento per 
mostrare. 

In eOetti , poniamo per un istante che sieno state eseguite le opera- 
zioni indicate nel polinomio c + d — e, e che il risultamento sia una quan- 
tità positiva + P. Aggiunta questa quantità ad a — 6 avremo a — 6 + P, 
e poiché può invertirsi l'ordine de' termini, si avrà pure + P + a — 6. Sotto 
questa forma l'addizione di a e la sottrazione di' 6 devon seguire le opera- 
zioni che presenta + P, e però si può rimettere, nel luogo di + P, il po- 
linomio c + d — e , ed allora si avrà c + d — e + o — 6-, trasponendo 
fine i termini provenienti da + P , si otterrà 

a — 6 + c + d — e. 

Se il secondo polinomio fosse uguale ad una quantità negativa — P , la 
stesso ragionamento avrebbe luogo ancora , solo che in luogo di + P si 
metta — P, e si giungerà alla medesima conseguenza. Nelf esempio prece- 
dente i termini dei due polinomii da addizionarsi trovansi disposti l'un dopo 
l’ altro coi loro segni primitivi, ed è palese che ciò dovrà aver sempre luo- 
go quali che si fossero i polinomii da addizionarsi. Pertanto sì può stabi- 
lire la regola seguente : 
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Per addizionare de’ polinomii , basta scriverli l’un dopo l’ altro ^ conser- 
vando a ciascun termine il proprio segno. 

Falla quesl’ operazione , bisognerà non dinaenticare di far le riduzioni 
de’ termini simili, qualora il risullamcnlo ne contenesse •, c per rendere più 
agetole quest’operazione finale, giova molte volte ordinare i polinomii dati 
secondo una medesima lettera, e disporli l'un sotto l'altro, a guisa d’ un’ ad* 
dizione numerica. Eccone qui appresso un esempio 


Polinomii da addizionarsi 
Somma 


8 a* — iab — 96' — 5 
— o’ -i- iflò + 7c’ -F 2 
o6 + 26’ + 4c’ + i 
7a'— >6 + llc*+ i 


32. Passiamo ora alla sottrazione. Volendo indicare cbec + d — e si vo- 
glia sottrarre da a — 6 , si scriverà : 


a — 6 — (c+d — e)-, 


e volendo fare sparire le parentesi si farà il ragionamento seguente ; 

Secondo il detto al n.“ 24, la sottrazione equivale ad un’addizione nella 
quale la quantità da sottrarsi è presa col segno mutato^ e poiché il valore 
d’un polinomio è uguale alla differenza che passa tra la somma de’ suoi 
termini positivi e quella de’ negativi , ed il segno dell’ indicato valore è 
quello stesso della somma maggiore , ne consegue : che questo valore non 
cambierà che di segno se nel polinomio si cambiano tutti i + in — e per 
contro tutti i — in+. Laonde per sottrarre un polinomio da una quantità 
qualunque , basta cambiare i segni di tutti i suoi termini e aggiungerli , 
cosi modiCcati, alla delta quantità; e poiché nell’addizione, i polinomii 
da aggiungersi si dispongon l’uno dopo l’altro, conservando i segni de’pro- 
prii termini , cosi : 

Per sottrarre un polinomio da un cdtro , basta scrivere dopo questo tutti 
i termini del primo presi col segno cambiato. 

Cotesta regola può ancora in altro modo provarsi , dimostrando che se 
al risultamento della sottrazione si aggiunga il polinomio da sottrarsi , si 
riproduce la quantità da cui dev’ esser tolto. Ed in vero, per fare que- 
st’ addizione , si scriveranno in seguilo del risultamento i termini del sot- 
trattore coi proprii segni , e poiché questi si trovano nel risultamento col 
segno cambiato , debbono di necessità scambievolmente distruggersi , e , 
fatta la riduzione, non rimarrà che il sottraendo. 

Ecco m esempio di sottrazione; 

Sottrarre da. . — 3n6 + 26’ -f- i 6c 

' il polinomio. . Kn’ + inb — 36’ — bc 


Resta prima della 
riduzione 
Dopo la riduzione 


Ì ;i« — oao + 'iti -Fi bc 
— 5a’ — inb -j- 36’ -j- 6c 
■4(t’ — lab -|- r>6’ 4- 4 bc 


Della moltiplicazione de' monomii. 


33. Come si disse nel n.* 8 la moltiplicazione successiva di più fattori 
s’indica scrivendo questi l’un dopo f altro e separando l’uno dall’ altro col 
segno X o con un punto , o più semplicemente ancora omettendo qua- 
lunque segno , quando non potesse avvenirne ambiguità : cosi se si debba 
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nnoltiplicarc o°b per c ed il prodotto per d* si scriverò a*6 X c X d*, op- 
pure a'b. c. d*, o più semplicemente ancora a'b c d‘. 

Se la moltiplicazione dovesse aver luogo tra una quantità ed un nume- 
ro , questo diverrebbe il coefficiente di quella : cosi moltiplicando a' per 5 
o per § si ha 5a* o ^ a*. 

Volendo indicare che deves! moltiplicare a’b per ed' si dovrebbe scriver 
a'b X cd* oppure d’b. cd’, senza omettere il segno di moltiplicazione , al- 
trimenti questo prodotto potrebbesi confondere con l’altro a’b ed‘, e ciò 
non sarebbe lecito Gnchè non si fosse prima dimostrato. Or è facile pro- 
vare r identità tra le due espressioni o*6 x a’cd' e a'bcd', richiamando il 
principio aritmetico, quello cioè che per moltiplicare una quantità per un 
prodotto di più fattori, sarà lo stesso che far la moltiplicazione per ciascun 
fattore successivamente (•). 

54. Non tenendo qui conto dei segni , poiché le regole intorno ad essi 
segni furono stabilite nel n.° So \ porremo ebe abbiasi a moltiplicare a' 
per a*. Secondo la definizione di esponente, a* e a’ son la medesima cosa 
che aa ed aaa , e quindi a’ X u’ — <xi X aaa -, ma secondo il priocipio 
qui innanzi stabilito dev' essere aa X u(u = aaaaa = a', dunque 

a' X a’ = a’ 

J.o stesso ragionamento applicato ad altri esempli ci farà chiaro che l'espo- 
nente del prodotto dev’ esser la somma di quei de’fattori-, e però in gene- 
rale si conchiude che dovendo tnolliplicar tra loro più potenze d una me- 
desima leilera, si deve dare a questa lettera un esponente eguale alla somma 
di quelli de' fattori. 

tna lettera senza esponente devesi considerare come se avesse per espo- 
nente 4 : cosi a’ X o = a*. 

35. Facciamoci ora a considerare de’ monomii qualunque ; e perciò po- 
niamo che s' abbia a formare il prodotto 

’ba’b'c X la'cd'. 

Osserviamo dapprima che i due fattori possono essere scritti così : 

Z X a' Xb^ X c , e 1 X a' X c X d' , 
e per conseguenza il prodotto è uguale a 

ò X d‘ X b' X c XT X a' Xc X d\ 
ovvero, poicliè l’ordine de’fattori può essere invertito, a 
3 X 7 X o» X 0’ X à‘ X c X c X d* 

Or in luogo di 3 X 7 può mettersi 21 -, invece di o’ X et' può mettersi 
o’ che , secondo la regola superiormente scritt^ è il prodotto di a' pi-r 
a’; così pure in luogo de’ due fattori eguali a^può scriversi il loro pro- 
dotto c'. (filanto agli altri due fattori 6' e d' resteranno inalterati nel pro- 
dotto, il quale dopo queste riduzioni sarà 21a'&'c"d', e quindi 

3a c X 7a’cd = 21 a '6‘ c’d' 


(•) Sia m una quanli'A che si debba mnlliplieare pel prodotto ahc. poi- 
ché un prodotto è sempre lo stesso , qtialunque si sia l' ordine da' fattori 
*’ aiTò m X abe = abem = mote. In ciò appunto consiste il principio enun- 
cialo. 
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Facendo ragionamenti analoghi sopra altri monomii si gion^rà sempre 
alla seguente regola : il prodotto di due monomii , fatta astrazione dal se- 
gno, oUienti moltiplicando tra loro t coelJicientii dando a ciascuna lettera, 
che sia comune ai due fattori , un esponente eguale alla somtm di quelli 
che ha questa lettera in detti fattori ; e scrivendo in fine le altre lettere che 
non son comuni , tali quoT esse ti trovano ne' fattori , senza cangiarne 
V esponente. 

Aggiungendo a questa regola quella de’ segni spiedata nel n.* 2S, si tro- 
va subito 

— 7o*iW*Xl3o’3’c = — 91a’i>cd*, 

— iab'c X — ^ a*c = + 1“ o’Mc. 

fiella moUiplicasione de' polinomii. 

36. Per indicare che debbonsi moltiplicare due polinomii tra di loro, si 
racchiude ciascuno di essi in parentesi : cosi per indicare che devesi mol- 
tiplicare a* — a 6 + 2 per 2o — 6 , si scrive 

(a* — ab -H 2)(2a— 6) oppure [o*— o6 + 2][*a — 6]. 

Talvolta, ma di rado, s'usa mettere una retta sopra ciascuno de’ fatto- 
ri , come qui appresso si vede : 


o* — o6+2x2a — b. 

57. A mostrar la regola da tenersi nella effettuazione algebrica di simili 
moltiplicazioni, metteremo per ipotesi che le sottrazioni indicate in essi pò- 
linomii non abbiano mai a condurre a resti negativi ; e in seguito dimo- 
streremo le dette regole , cui dietro tale ipotesi si perviene , esser pari- 
mente vera in qualunque siasi altro caso. 

Poniamo, dapprima, che un solo de' fattori sia complesso, e che s’ abbia 
r espressione 

(a -1- 6 — c) X m. 

Se si dovesse moltiplicare il solo a per m, il prodotto sarebbe am •, se 
poi si dovesse moltiplicare a -p 6 per wi , egli è agevole ad intendere che, 
a formare il prodotto, sarà necessario e suflìciente fare i prodotti parziali 
di a per m, e di 6 per wi, i quali sono rispettivamente am còme quindi 
aggiungerli ; in guisa che (o-f b) X”* — am + bm. Che se poi debbasi 
moltiplicare o -f- 6 — c per m , è pur chiaro scorgere che dopo fatto il 
prodotto di a -I- 6 per m ed ottenutone am-j-bm, questa quantità sia mag- 
giore del prodotto desiderato; imperocché non era a + b quella quantità 
che doveasi moltiplicare, ma a-f-6 — c che è una quantità minore dia+à| 
dunque nel prodotto am -V6m vi è di soverchio m volte c , ossia cm , e 
però il vero prodotto cercato sarà am + bm — cm, e cosi 

(a -I- 6 — c) X tn = <tm + bm — cm 

Senza ripetere il ragionamento medesimo su polinomii che contenessero 
maggior numero di termini di quel che contiene il polinomio dell’ esempio 
niTCi:alo, è facile scorgere che qualunque sia il detto numero di termini , 
ciascun d’ essi entrerà nel prodotto moltiplicato per m , conservando il 
segno che avea nel polinomio. 
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Poniamo ora il caso che tanto il moltiplicando die il moltiplicatore sien 
polinomìi, e poniamo per esempio che s' abbia 

(o + 6 — cXm — n + p). 

Supponiamo per un momento, che le operazioni indicate nel polinomio 
a + b — c , sieno state già eseguite , e che il risultamento venga rappre- 
sentato da T; allora l' operazione da elTeltuarsi verrà indicata da T(m — n-f p), 
e cosi uno dei fattori essendo qui un monomio, s’avrà, a norma del detto 
qui innanzi 

(o -f- 6— c) X(m — n-t~p) = Tx(m — n + p) 

— Tm — Tn -I- Tp. (I) 

E poiché T rappresenta il polinomio a -f b — c, così Tin indica il pro- 
dotto di a + b — c per m, e pel detto di sopra si avrà 

Tm = (a -f- b — c) X »w = am -t- 5m — cm ; 
Similmente Tn = fa -f- b — cì x n = an + bn — cn , 

e Tp = (o + b — c)x p = ap + bp — cp. 

Ha secondo ìndica la formola (1) dal prodotto Tm dev' esser tolto Tn, 
e indi devesi aggiungere Tp ; laonde in continuazione de’ termini del primo 
prodotto debbonsi scrivere quei del secondo, presi col segno contrario (52) 
e poi quelli del terzo presi coi proprii segni (31), e cosi si avrà in fine: 

(a -1-b -|- cX»n — » +p)= <m» -f- bm — cm 
— on — bn -f cn 
-f-qp +bp—q> 

Da ciò si trae la regola, che per far la moUipUcaxione dei poHaomii, si 
moltiplicano sussecutivamente tutti i termini del moltiplicando per ciascuno 
dei termini del moltiplicatore, ponendo merde a conservare nel prodotto par- 
xiale gli stessi segni del moltiplicando , se il segno del moltiplicatore é , 
e canibiare i segni, quando il moltiplieoUore ha il segno — 

Se, ne' due polinomii, si riguardano tutti i termini, presi coi proprii se- 
gni , come de’ monomii isolati , si moltiplicano sussecutivamente i termini 
del moltiplicando per ciascun termine del moltiplicatore , e si addizionano 
tutti i prodotti , egli è chiaro che si giungerà al medesimo risultamento , 
cui mena la regola precedente. 

58. Rimane ora a dimostrare come delta regola valga in qualunque siesi 
caso, e perciò gioverà fare due osservazioni , delle quali la prima ci assi- 
cura che in qualunque modo s’ inverla 1’ ordine de’ termini ne’ due polino- 
mìi, il risultamento dell’ operazione , seguendo la regola precedente , sarà 
sempre del medesimo valore. E per fermo, secondo il prescritto nella re- 
gola , è palese che il risultamento conterrà sempre i medesimi termini , i 
quali si troveranno, per ciò solo, in altro ordine disposti, il che non al- 
tera in modo veruno il valore del risultamento. < 

La seconda osservazione è che, mutando i segni d’ uno dei polinomii, i 
termini del risultamento muteranno essi pure di segno, e per conseguente 
il valore da cotesto risultamento rappresentato, muterà eziandio di segno. 
Ancora, se si cangiassero in pari tempo i segni dell'altro polinomio, i termini 
del risultamento resterebbero inalterati; imperocché dopo il nriino cangì.n- 
mcnto di segno, verrebbero a patirne un secondo , che farebbe ritornare 
i sogni primitivi. 
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Premesso cotesto o%ervazioni, dinoteremo con V l’ insieme de' termini cbc 
otlengonsi applicando la regola superiore a due polinomii qualunque, e pro- 
veremo come sia sempre V il prodotto di detti polinomii. E per fermo 
supponiamo, dapprima, cotesti polinomii aver valori positivi, ma esser tali, 
in pari tempo , che , nell’ eseguire le addizioni e le sottrazioni in essi in- 
dicate, si debba passare per quantità native, pria di giungere all’ ultime 
operazioni. E poiché l' ordine de’ termini d' un polinomio può essere comun- 
que invertito, senza che si alteri il valore di esso polinomio, cosi suppor- 
remo scritti, in ciascun fattore , tutti i termini positivi ai primi posti , o 
poi tutti quelli che sono negativi , ed in questa maniera la dilTicoltà che 
da principio si presentava sarà tolta , e si potrà applicare la regola pre- 
scritta (15). Or, secondo la prima osservazione di sopra , questo prodotto 
rimane dello stesso valore V. 

Se uno de’ due polinomii avesse valor negativo , siccome ciò dovrebbe 
evidentemente derivare dall’ esser la somma de’ suoi termini negativi mag- 
giore di quella de* positivi, cosi cambiando i segni a tutti i termini, men- 
tre Il valore dì detto polinomio rimane inalterato, diviene dippiù positivo, 
e quindi si potrà applicare la regola stabilita, la quale, in virtù della se- 
conda osservazione, deve condurre ad un risultamento eguale ma di segno 
contrario a quello di V -, ma , poiché si é preso positivamente un fattore 
che era all’ opposto negativo, cosi questo prodotto dovrà, secondo il detto, 
nel n.° 25, esser preso col segno contrario, e perciò si ricadrà sul V. 

Da ultimo quando i due fattori polinomii sono entrambi negativi, si can- 
geranno i s^ni di tutti i loro termini e s’avranno cosi due polinomii, il 
cui valor numerico sarà quello stesso de’ polinomii dati , ma che essendo 
dippiù positivi possono esser trattati con la medesima regola , più volte 
accennata. Or, dietro la seconda delle osservazioni superiormente fatte, il 
prodotto che cosi ottiensi avrà gli stessi termini di V, e poiché inoltre con 
r aver cambiato il segno ad ambo i fattori, il segno del prodotto non si ò 
alterato-, cosi anche nel caso che contempliamo, il prodotto avrà valore e 
segno eguale a quello di V. 

51). Ne* casi di moltiplicazione di due polinomii giova ordinarli entrambi, 
ed un esempio che qui appresso arrecheremo, varrà a mostrarne la pratica. 

Moltiplicando .... Sa’ — 5o’6 — ioà* 

Moltiplicatore .... — 2a* — 5a6 + b' 

— tia’ 10o‘fc -1- o'à'' 

— 9o’6 -i- iUa'b'' -f- ^"6’ 

-f- ùa'b' — 5a"6’ — -1 ab* 

— 6a“ -|- o*b •+• 19ttà* — |a’6' — ìab* 

In quest’ operazione, sì è trovata la prima riga di prodotti parziali , mol- 
tiplicando tutti i termini del moltiplicando pel primo termine — 2a’ del 
moltiplica tore% e poiché il segno di questo moltiplicatore é il — , cosi nel 


(13 Secondo l’ipotesi, I dae polinomii dati honno nn ralor positivo , eoronnqne 
nell' eseguire le operaiioni intermedie per giungere al riaulumeiito finale, si trovasse 
qualche sotlrazioue che desse resti urgstivi. Or per esser positivo il valore d' un 
polinomio , è d' uopo che la somma de' termini positivi sia maggiore di quella dei 
tiegaiivi ; quindi una volta scritti nei primi posti tolti i termini positivi , te suUra- 
ziuoi prorcoicnti dai tcrmiui negativi che aeguuuoDuo possuuu più dare resti ucgaiivi. 


V. • 
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Tare I detti prodotti parziali sodo stati cambiati i segni ai tcrmioi del mol- 
tiplicando (tt). 

La seconda riga si è ottenuta facendo la moltiplicazione di ciascnn ter- 
mine del moltiplicando, preso coi segno mutato, pel secondo termine — òab 
del moltiplicatore. 

La terza riga di prodotti parziali si è ottenuta moltiplicando tutti i ter- 
mini del moltiplicando per 1' ultimo termine -f 6* del moltiplicatore , nò 
si sono mutati i segni del moltiplicando , perché quello del moltiplicatore 
era qui il -f. 

Da ultimo si è fatta la riduzione de’ termini simili , sostituendo -{- a'b 
a + lOa‘6 — 9o*6; + i9a’6' a + -f- 15o* 6‘+3o*6*; — la’fr* a i a*6* 

— 5a’6', e cosi si è ottenuto il prodotto cercato. 

•iO. Però talvolta avviene che in uno stesso polinomio si contengano più 
termini contenenti la stessa potenza della lettera principale , rispetto alla 
quale si vuole ordinarlo, in tal caso questi termini si ordineranno essi stessi 
ris|)etto ad un’ altra lettera come si vede nel polinomio 

oaf — ai* +a*x — ax — a , 

H quale contiene due termini in x\ che sono stati ordinati rispetto ad a, 
e parimente due altri termini in a; , ordinati allo stesso modo. Ha il più 
sovente soglionsi i termini che contengono una stessa potenza della lettera 
principale, rispetto alla quale vuoisi ordinare il porinomio, disporre in guisa 
che tutti i loro coetTicienti formino un polinomio parziale, ordinato c rac- 
chiuso in parentesi, e la comune potenza della lettera principale sia fattore 
di questo polinomio parziale: così, osservando che ax* — x*={a — 
e a*x — ax — {a * — <1 proposto polinomio verrà scritto cosi : 

(a* — t) a:* -p (a' — a) X — a. 

Per dare un esempio di moltiplicazione nel caso in cui questa nuova ma- 
niera di ordinamento si presenti, porremo il seguente : 

(a — 1) x’ + (o'* — a)x — a 

(O + 1) X’ — fl’X 

(o* — i) -f- (a’ — a)x* — f o’ -f- o ì x* 

— («’ — a"') X' — (a* — a') x* -1- a'x 

{a * — 1) x‘ + (_«• — a ) X’ — (a- — a‘ + a' + a) x* + a’x. 

In quest’operazione si considera ciascun termine dei fattori, contenente 
una stessa potenza di x, come formante un sol termine, c si pone in uso 
la regola del n.” 37, ed allora tra le moltiplicazioni parziali occorre di do- 
ver moltiplicare dei polinomii , i quali però si trovano nel caso esaminato 
nel niim. prec. : cosi per moltiplicare il moltiplicando pel primo termine 
(a+ l)x'* del moltiplicatore, si dovnà moltiplicare o— l,a’ — a e — a 
per a — 1. Eseguendo queste moltiplicazioni , si trovano ordinatamente i 
prodotti a* — 1, a’ — a, — (a’ + o) che son quelli i quali nella prima riga 
del prodotto fanno rispettivamente da coelTicienti ad x‘, x’, x’. Allo stesso 
modo si forma la seconda riga. I principianti debbono usare ogni loro ac- 
cortezza per non commettere errore su i segni. 

(U) Non occorre, nell» praiirs, topporre qnesto cimbiimcnlo de' segni del mot. 
liplicaudo , me baste teuer presente le reguU de' segni spiegala nei numero 23. 
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4t. Mercè l'oso dello moltiplicazioDe, si giunge agevolmente a dimostrare 
parecchie proposizioni , che sono d’ un uso frequente. Cosi eseguendo le 
moltiplicazioni qui appresso 


a + ft 

a— b 

a + £ 

fl -i- 6 

a — b 

a — b 

a'+ ab 

a’ — ab 

ab 

+ ab b* 

— nà -f 5’ 

— ab 

o’-J- 3oà-|- 

a’—iab + à’ 



troviamo che il primo prodotto è il quadrato di a + 6 , e poiché le lettere 
a e b posson rappresentare due quantità qualunque, se ne conchiude che 
il quadrato delia somma di due quantità contiene il quadrato della prima^ 
più il doppio prodotto della prima per la seconda , più il quadrato della 
seconda. 

Parimente il secondo prodotto mena alla proposizione che U quadrato delta 
differenza di due quantità corUiene il quadrato della prima, meno il doppio ' 
prodotto della prima per la seconda, più il qttadrato della seconda. 

E finalmente dal terzo prodotto discende che il prodotto della somma per 
la differenza di due quantità, i uguale alla differenza de' quadrati di que- 
ste medesime quantità. 

Continuando a moltiplicare per a + è il quadrato di a + 6 si otterrà il 
cnbo di questa somma e moltiplicando nuovamente il cubo per a + ^ i ^ 
ne avrà la quarta potenza, e cosi appresso. 

43. Coteste proposizioni possono utilmente servire nell' abbreviazioni dei 
calcoli ', e per mostrarlo con un esempio poniamo che s' abbia a formare il 
prodotto. 

(5a’b + 3a*6' -t- ab’ — 6*) (Sa’b + Sa'6* — o6* + 6«). 

Osservando che il primo fattore è la somma, ed il spcondo è la difTeren- 
za delle due quantità 

3a’6 + 3a’6’, ab’ — 6‘, 

il prodotto, in virtù della terza delle proposizioni soprascritte, sarà eguale 
alla differenza de' quadrati di queste medesime quantità, i quali quadrati si 
formano seguendo la prima e seconda di dette proposizioni, perchè la prima 
di dette quantità è una somma, e la seconda una differenza. Pertanto, con 
queste osservazioni, si troverà subito pel prodotto dimandato il polinomio 

9a*6’ + iìa’b’ + 4o‘6» — o’à* + 3a6’ — 6’. 

' Della divisione de'monomii. 

43, Essendo già stale spiegate le regole de' segni per la divisione di due 
monomii (36), supporremo che i monomii dati sieno entrambi positivi, e por- 
remo per esempio che debbasi eseguire la divisione indicata dalla espres- 
sione 

ASa’b'c* 

Ga* b' 


Poiché il quoziente dev' esser tale che moltiplicato pel divisore Ca*ò' ri- 
produca il dividendo 48a' b'c' , e poiché il prodotto di due monomii non 
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può essere altrimenti che un monomio, cosi il quoziente dev* esser di ne- 
cessità, nel nostro caso, un altro monomio, che per saper qual sia, ragio- 
neremo come qui appresso. 

In virtù della regola delia moltiplicazione (55) il coelTiciente 48 del di- 
videndo, considerato come prodotto , dev' essere il prodotto del coellicien- 
te 6 del divisore, considerato come un fattore pel cuellìciente del quoziente 
considerato come 1’ altro fattore ; laonde il coetliciente del quoziente s* ot- 
terrà dividendo 48 per 6, e perciò sarà 8. 

Secondo la medesima regola, l’ esponente 7 nel dividendo dev’ essere U 
somma degli esponenti della lettera a nel divisore e nel quoziente-, quindi 
r esponente di a nel quoziente sarà 7 — 4 ossia 5. 

Da ultimo, e sempre in virtù della medesima regola, le lettere che non 
son comuni al divisore e al quoziente devono trovarsi nel dividendo, senza 
alcun cambiamento ne' loro esponenti-, si che la lettera 6, che ha lo stesso 
esponente nel dividendo e nel divisore , non dee far parte del quoziente , 
e per contro la lettera c , che trovasi solamente nel dividendo e non nel 
divisore, deve trovarsi nel quoziente tal quale si trova nel dividendo. Pertanto 


48o’6'c» 

Oa’b-* 


= 8a*c* 


Da cotesto ragionamento discende la regola seguente ; per far la divisio- 
ne de’ monomii^ si divide il coefficiente del dividendo per quello del divisore, ' 
ed il quoziente di questa divisione sarà il coefficiente del quoziente ; indi, se 
una lettera è comune nel dividendo e nel divisore, e nel primo ha un espo- 
nente maggiore che nel secondo, la si scrive nel quoziente con un esponente 
eguale alla differenza di questi due ultimi esponenti; te una lettera ha lo 
stesso esponente nel dividendo e nel divisore, si sopprime del tutto; e final- 
mente quando una lettera stia solamente nel dividendo, la si scrive tal quale 
nel quoziente. 

A cotesta regola aggiungendo quella de’ segni si fanno subito i quozienti 
che seguono. 



5.5(1’ x’ 
— 7o’ X' 


= — 5o* X’ -, 


— Safi'x’ 

— i'ìabx 


T 


Della divisione de' polinomii. 

44. Se abbiasi a dividere no polinomio per un monomio si osserverà dap- 
prima che il quoz'iente dev’ esser necessariamente un polinomio (15); e poi- 
ché si moltiplica un polinomio per un monomio, moltiplicando ciascun ter- 
mine del primo, preso col proprio segno, per questo monomio, cosi inver- 
samente : si divide un polinomio per un monomio, dividendo per questo cia- 
scun termine del dividendo, (16). Mercè questa regola si ha 

8o*Ì — 2a’à* -f- 4a«i* 

— = _ 2a* -I - \ab — b' 


(15) Perché se fosse an monomio, moUipIicindolo pel dirisore che é por esso on 
monomio, s' avrebbe per prodotto no altro monomio, il quale perciò non potrà 
giammai eguagliare il dividendo che è un polinomio. 

Per una consimile ragione non si pnò dividere un monomio per un polinomio , 
perchè il quoziente dovrebbe avere almeno un termine, e perciò moltiplicsndulo pel 
divisore darebbe un polinomio, mentre il dividendo è un munumio. 

(16) Da ciò risalta che perchè la diviiiooa d' no polioomio per un monomio pu- 

4 
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4b Paniamo ora al caso in cui il dirideiido e il divisore sono entrambi 
polinomii. Rappresentiamo con A il polinomio dividendo e con B H polino- 
mio divisore , e si tratterà di trovare un altro polinomio C , che sarà il 
<|uozienle cercato, il quale moltiplicato per B debba riprodurre A. 

' Or se C Tosse già cognito, allora per riprodurre A si dovrebbe serondo 
le regole della moltiplicazione molliplicaie tutti ì termini di B snecessiva» 
mente per ciascun termine di C , tenendo presente la regola de’ segni , e 
quindi si dovrebbero addizionare tutti gli ottenuti prodotti parziali. Pre- 
messo ciò, se, nel dividendo A, si potessero trovare segnati, tali quali 
erano prima della riduzione , i prodotti parziali d' un certo termine di B 
pe’ differenti termini di C , egli è evidente che dividendo cotesti prodotti 
parziali per quel termine di B col quale sono essi formati, si conoscereb- 
bero facilmente tutti ì termini di C. Onesta riilessione, a prima giunta, pare 
che non debba riuscire utile, avuto riguardo alle riduzioni che bau potuto 
aver luogo tra i termini simili. 

Meglio però riflettendo, e tenendo presente, soprattutto, che l' esponente 
d'una lettera, in ciascun prodotto parziale è la somma degli esponenti che 
essa ha ne’ due termini dai quali cotesto prodotto è formato (54), si scorge 
che , se si consideri particolarmente quel termine di B in cui una lettera 
ha l’ esponente più elevato , e il termine di C ove la medesima ha pure 
r esponente più alto, il prodotto parziale, formato dalla moltiplicazioDe di 
questi due termini , deve esso stesso contener la medesima lettera con un 
esponente maggiore di ciascuno degli altri ai quali trovasi elev-ata ne’ ri- 
manenti prodotti parziali -, laonde questo prodotto parziale deve trovarsi tra 
que’ termini di A non soggetti a riduzione alcuna. Pertanto, prendendo H 
termine del dividendo, ove una lettera ha il massimo esponente, e dividen- 
dolo per quel termine del divisore ove questa lettera ha pure il roassimo 
esponente , si sarà certi d' avere un termine del quoziente. Può osservarsi 
come questo termine sia pur quello che nel quoziente , deve contenere la 
medesima lettera elevata alla massima potenza. 

Trovalo un termine del quoziente , allora, siccome il divìdendo A nasce 
dall' addizione de’ termini che s'ottengono moltiplicando lutti i termini di 
B per ciascuno di C , così moltiplicando tutto il divisore B per il primo 
termine trovato del quoziente , e sottraendo il prodotto dal dividendo , il 
resto sarà eguale al prodotto del divisore per gli altri termini del quozien- 
te, che restano a trovarsi. 

Fatte le riduzioni alle quali può dar luogo la sottrazione , sì può ra- 
gionare su questo primo resto , come si è ragionalo sul dìv'idendo totale 
A‘, e per consi^uenza , considerato questo resto come un nuovo dividen- 
do , se si divide quel suo termine , che contiene una lettera alla più aita 
potenza , per quel termine del divisore , il quale c»atiene la mòlesiina 

aver loogo è d’oopo che ciasean (ermioe del dicideodn sia scparalamcnle di' 
visibile pel divisore monomio. Quando ciò ha luogo questo divisore si dice essere 
vn /oKor comune a tulli i temimi del polinomio dato, e suolasi acriverlo prima» 
dopo d' OHI parentesi, tra la quale è racchiuso il polinomio quoziente; bsdando 
ancora di laariare gli stessi i segni del quoziente quindo innanzi alla parentesi si 
pone il segno 4 , t cambiarli quando si scrive il meno. Sia per esempio il polinomis 

— 9o*a* -f. ; 

come cbleramente si vede , eissmo termine di questo polinomio è divisibtis per 
S<i 2 , e però esso può itrirersi sneors cosi ; 

ll/•(4ast' — So*» + So*) 
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lettera , elevata pur essa alla piu alta potenza iu questo divisore, s' avrA 
un secondo termine del quoziente. £ moltiplicando per questo termine tutti 
quei del divisore e togliendo il prodotto da quel secondo dividendo, s’avrà 
un secondo resto, cim si considererà come un terzo dividendo parziale, 
sul quale si ragionerà come su i primi due. Così continuando si troveranno 
i varii termini del quoziente , e saremo avvertiti esser finita l' operaziono 
quando si sarà pervenuti ad un resto nullo. 

1 ragionamenti precedenti varranno ancora se in Inogo dei termini coo^ 
tenenti la più alla potenza d' una lettera , si scelgon quelli contenènti la 
potenza più bassa-, si che la divisione potrà farsi ancora in questo se- 
condo modo. 

Sìa però qualunque quella delle due maniere con rbe la divisione si ef- 
fettua , gioverà sempre ordinare i due polinoinii dati e i resti successivi 
secondo le potenze d' una medesima lettera , secondo 1' ordine crescente nel 
primo caso e il decrescente nel secondo. Cosi facendo sì troverà in cia- 
scuna divisione parziale che il termine del dividendo che dovrà dividersi, 
sarà sempre il primo a sinistra , come quello del divisore pel quale dovrà 
dividersi sarà pure il primo a sinistra. La disposizione dell' operazione d'al- 
tronde è quella stessa che in aritmetica -, ed a renderne manifesto il pro- 
cedimento a teuersi addurremo qui ua esempio. 

Dividendo Divisore 

— 97o*6 +. Sla-à' — 3a’à* — 

— 44o* -|- 2ta*6 — 44a’à* 

1, * resto... — fia'à -l- 7o'6* — 3a’6* — Soft* 

-I- 6a*ft — 9o'ft* -I- 6a'ft* 

2, * resto ... — 2a’ft’ -|- So’ft’ — 2aft* 

+ 2a>ft’ — 5a’ft’ -|- 2aft* 

S.* resto 0 0 0 

Ordinati i due polinomii rispetto alle potenze decrescenti della stessa let- 
tera a , si è certi che il primo termine t ia’ del dividendo è quello elle 
nasce dalla moltiplicazione del primo termine del quoziente -, e però divi- 
dendo t-ia* per 2o' , il quoziente 7o’ sarà' necessariamente il primo ter- 
mine del quoziente , e sarà esso positivo perchè risulta dalla divisione di 
due termini positivi (26), » 

Moltiplicando quindi il divisore per 7a* , i] prodotto die ottiensi si to- 
glierà dal dividendo: e qui giova tener presente che per agevolare l'ope- 
razione, si scriveranno i, diversi termini di questo prodotto, coi segni 
mutati , al di sotto dei corrispondenti termini simili che sono nel dividendo, 
e quindi si farà la riduzione. In questo modo s' ottiene il resto. 

_ In questo il -primo termine è — 6o*6 , che diviso per 2a’ , dò per quo- 
ziente parziale — Sa’ft , che sarà il serondo termine del quoziente totale. 
E moltiplicando il divisore per — So'ft , ed i prodotti di ciascun termine 
segnandoli, coi s^i mutati, sotto i termini simili del A." resto, sì farà 
la riduzione, e si otterrà il 2.“ resto. 

Da ultimo il t.° termine dì questo secondo resto è — 2a’6*,e divisolo 
per darà per quoziente — aft’, il quale trattato come i due prece- 
denti condurrà ad un 3." resto nullo , il che sarà un segno che l' opera- 
zione sia finita , e che il quoziente è 7a’ — 3o'b — oft'. 


2a* — 5aft -t- 2ft* 

Quoziente 
7a’ — 5o’ft — oft' 
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Conlinuastom. — Dtlla dicitione de' pdinomii nei coti più complicali. 

46. Nell' ordinare i due polinomii dati rispetto alle potenze d’ una me- 
desima lettera , può occorrere die si presentino più termini contenenti una 
stessa potenza della lettera principale , secondo la quale si ordina ; in tal 
caso conviene ordinare questi termini (17) secondo le potenze d’una seconda 
lettera : cosi se vi fossero io uno dei polipomii i tre termini abx' + 

— b'x ' , che tutti contengono x ' , si ordineranno rispetto ad a e si dispor- 
ranno sia orizzontalmente così : 


o'x* + abx* — 4*1' , ( a’ -1- flfi — j 


sia pure verticalmente come qui appresso 


a ’T' , 
+ abx' 
— b x‘ 



Qualunque sia quella di queste due disposizioni che si usa si conoscerà 
sempre con la stessa faciltà che a" a;' è il l.° termine, che a4x*èil2.% 
e — 4’ar* è il 3.» 

Disposti cosi i polinomii dati , il procedimento per la divisione a farsi 
in questo caso , sarà del tutto analogo a quello spiegato nell’ articolo pre- 
cedente ^ imperocché egli è evidente , che , in ciascuna divisione parziale, 
il 1." termine del dividendo dovrà esser sempre il prodotto del primo ter- 
mine del divisore pel primo del quoziente cercato', in questo modo s’avranno 
tutti i termini del quoziente ordinati alla stessa guisa che quelli del divi- 
dendo e del divisore. 

47. Considerando lutti quei termini d’uno stesso polinomio, che conten- 
gono una stessa potenza della lettera principale , come formanti un sol 
termine, le divisioni parziali, esse stesse saranno, in generale delle divi- 
sioni complesse , che bisognerà eseguire a parte. E per non lasciare dub- 
bio su l'esattezza di questo procedimento, prendiamo due poliuomii , or- 
dinati secondo le potenze di a:*, e sieno questi 


Aa-’ -1- Bas' + Cx D , Mx’ + Nx + P. 

Qui le lettere A , B... P rappresentano , in generale , dei polinomi! in- 
dipendenti da X , cioè che non contengono questa lettera , e cosi essendo, 
è chiaro che , moltiplicando tra loro i detti polinomii , la parte del pro- 
dotto . che interra la più alta potenza di x, sarà quella che nasce dal 
prodotto Ax*X'Mx'-, laonde, inversamente, dividendo questa prima parte 
per Ax’ si troverà Mx', che contiene tutti i termini alla più alta potenza 
di X nell' altro fattore. È palese che il ragionamento è in tutto lo stesso 
come se le differenti potenze di x fossero moltiplicate per monomii. L'esem- 
pio qui appiesso, rischiarerà ogni dilBcoltà che potesse, in pratica, in- 
contrarsi. 

N. B. I termini affetti della slessa potenza di x sono disposti in colonne, 
c , per brevità , non si segnano i termini che debbousì scambievolmente 

(17; E priipritmcnte I coefficienti di questi termini. 
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distniggere eoo quella della prima colonna di ciascun dividendo parziale. 
Per una consimile ragione, si soUintendono in ciascun resto le colonne del 
dividendo che dovrebbero essere segnate senza alterazione alcuna 


— a’b 
+a’b 
-ab 


ai'+o* 
— 0*4 
+a'b‘ 
-fo‘4* 

—a'b' 

x’—a'b 
-ia^b' 
— ab' 

lx*-|- 0*4’ 
1 -1- 0*4' 

jf*-fo*4’ \x — 0*4* 
+2o”4‘j 

X* 

or 
— ab 

X'+a'x—a'b* 

a' 

X’ — o’4|x-|-4* 
— o4’l 

—a'b 

x'— a'b 

X‘+ 



+0*4> 

— 0*4 





-1- o’4‘ 



1 * ' ■ 


— ab' 





-f ab 

x’ — 0*4 |x 




-f- 0*4’ 

— o’4*| 




+ 0*4*1 

lic * tt*A • • • • • 




— o4* 1 





ì. 


divisione parziale 


o*— flfi’l 
o‘+o’6 

+0*6' — ab' 
a-i'+oA* 


«• — ab 


2 . 


divisione parziale 


— a‘5+0’6’ o* — ab 

+a^b—a'b ^ab—ab' 

■^a'b'—a'b' 

0 0 


3 . divisione parziale 


+a'i* — ab' o ' — ab 

— o'i‘+a5" 

0 0 


48 . Per uUìmo caso di divisione tratteremo quello in cnì il divisore non 
contiene una lettera , x per csenipio , rispetto alla quale si è ordinato il 
dividendo. Sieno A^' + Ba? + C cotesto dividendo ed M il divisore indi- 
pendente da X. Poiché il quoziente moltiplicato pel divisore M riproduca 
il dividendo , sarà necessario che questo quoziente contenga le medesime 
potenze di x , che contiene il dividendo , e che inoltre moltiplicando per 
M le parti di questo quoziente , contenenti queste potenze , si riproduca 
Aa:* -f- Bar -f- C. Laonde , per far la divisione proposta , si devono divi- 
dere separatamente pel divisore i polinomii che fan da coeOìcienli alle va- 
rie potenze della x. 
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49. Talvolta il dividendo può totalmente scomporsi in fattori , che uno 
di questi sia lo stesso divisore : cosi poniamo che abbiasi a dividere 

a:‘ — 4ax’ + 4o*x* — 4t’a:* per x* — 2ax + 26x. 

Osservando che i tre primi termini del dividendo sono (41) il quadrato 
di x' — 2ax , e che il quarto termine è il quadrato di 26x , tutto il di- 
videndo è la differenza di questi due quadrati , e perciò (41) è scompo- 
nibile in due fattori uno de’ quali è la somma, e l' altro la diimrenza delle 
due quantità x* — 2ax e 26x , si che può scriversi ancora cosi : 

( X* — 2ax -I- 2ÒX ) ( X* — 2ax — 2òx ) ; 

ma il primo fattore è lo stesso divisore dato , dunque il quoziente cercato 
sarà r altro fattore. La pratica del calcolo può sola suggerire consimili 
scomposizioni. 

Conlinuasione. — De earatleri mercè i quali si ravvisa la possibilità 
0 V impossibilUd della divisione. 

50. Nel ragionamento fatto nel n." 45 per giungere a scoprire il pro- 
cedimento della divisione, si suppone essere il dividendo un prodotto del 
divisore per un altro polinomio incognito; or dimostreremo che per mezzo 
di questo stesso proredimento si può riconoscere se questa condizione ab- 
bia luogo o pur no , il che ci farà conoscere , in altri termini , se la di- 

. visione sia o pur no possibile. 

Poniamo, per meglio fissar le idee, che i polinomi! dati sieno stati or- 
dinati secondo le potenze discendenti di x -, e poiché il primo termine di 
ciascun resto ha un esponente minore del primo termine del resto prece- 
dente , cosi è chiaro che si deve arrivare o ad un resto nullo , o ad un 
resto il cui primo termine contenga x con un esponente minore di quello 
che ha questa medesima lettera nel primo termine del divisore. Nel primo 
caso la divisione è possibile^ imperocché il resto zero non altrimenti si è 
ottenuto che , sottraendo i prodotti del divisore per ciascun termine con- 
secutivo del quoziente •, d’ altronde tutti questi prodotti parziali compon- 
gono il prodotto totale del divisore per la quantità scritta nel quoziente , 
quindi il dividendo é uguale a questo prodotto. Nel secondo caso essendo 
il primo termine del resto di grado interiore a quello del primo del divi- 
sore, la divisione del primo di questi termini pel secondo non può aver 
luogo *, or nella supposizione che il dividendo é un prodotto di cui uno 
dei fattori è il divisore , questa divisione (45) deve dare necessariamente 
un termine del quoziente •, dunque essendo impossibile questa divisione 
parziale , sarà pure impossibile quella de’ due polinomi! dati. Così la di- 
visione nell’ esempio che segue è impossibile , per non essere possibile 
quella del primo termine del secondo resto pel primo termine x* del di- 
visore. 

2x’ -f X’ — 9x -|- 8 X’ -f- 2x — 3 
— 2x* — 4X’ ()x 2x — 3 

— 3x' — òx -f- 8 
-I- 5x’ -j- Cx — 9 
+ 5x — 1 

Talvolta l' impossibilità della divisione s'appalesa senza spingere tropp'ol- 


Digitized by Coogle 



LEllONI D’ALfiEBR/l. 5| 

tre l’operazione, atteso rfae (hio avvenire die il primo lermine del reslo, 
conlen$;a delle lettere die rendono impossibile la divisione parziale. Giova 
eziandio l'andare esaminando, anche prima di dar principio all’operazione, 
le lettere comuni ai due poliaoinii ■, e se avvenga che i termini , che nel 
dividendo e nel divisore contengono una . di queste lettere comuni, alia più 
alta 0 alla più bassa potenza , non sono divisibili , la divisione proposta non 
può aver luogo. Questa medesima osservazione s' applica ancora alle divi- 
sioni parziali , alle quali può menare il calcolo. 

Nell’ ultimo esempio , si può , se pur si voglia , completare il quoziente 
aggiungendogli un’ espressione frazionaria nella quale venga indicata la di- 
visione dell' ultimo resto pel divisore , e s’ avrà 


fx’ + x' — + 8 

ir' + ix — 5 


ix — 3 -f 


5x— I 
X* -1- ax — ó 


Spesso in luogo del primo s' adopera il secondo membro di questa egua- 
glianza -, e ciò che giova tener presente si è che , nella frazione , il grado 
del numeratore è inferiore a quello del denominatore. Sotto questo aspetta 
si vede una certa analogìa tra quest' operazione algebrica e quella che s’iu- 
segna in aritmetica per estrarre gl'interi da una frazione. 

51. L’impossibilità della divisione può riconoscersi ancora da un altro sc-> 
gno, dipendente dal fatto che il termine del dividendo, nel quale una lettera 
ha il minor esponente , deve necessariamente provenire , senza riduzione, 
dalla moltiplicazione dei termini del divisore e del quoziente ne’quali questa 
stessa lettera ha pure il minor esponente*, e però se, dopo ordinato rispetto 
alle potenze decrescenti d' una lettera, si divide l’ ultimo termine del divi- 
dendo per l’ultimo del divisore, devesi ottenere l’ultimo del quoziente, quel 
termine cioè nel quale la medesima lettera ha l'esponente minore. Laonde, 
se le operazioni successive conducono a porre nel quoziente questa lettera 
con un esponente più piccolo di quello ora indicato, sì è certi della im- 
possibililà della divisione ; imperocché le ulteriori divisioni darebbero ne- 
cessariaroenle esponenti ancor più pìccoli. 

Cosi se nell’ esempio , che qui appresso arrechiamo , fosse possìbile la 
divisione , 1’ ultimo termine del quoziente dovrebbe essere x‘ : or il cal- 
colo mena a segnare nel quoziente x‘ , pria che 1’ operazione fosse com- 
piuta , dunque si è certi che essa non può aver termine, e quindi è inu- 
tile continuarla , a meno che la divisione non si voglia fare, per otlenero 
una trasformazione simile a quella dell' esempio del n.* prec. 


X" + X’ — ax' + ax‘ ] x» -p x’ -f a 
— X* — X' — ffX* I X’ — X* 

— X* 4- X’ — 2ox' -1- ox* 

-1- X’ -f. X’ -f- ex* 

+ 2x’ — 2aar’ -I- 2ox* 

52. Se si ordina secondo le potenze ascendenti d’una lettera, l’ impossi- 
bilità della divisione sì ravvisa in modo analogo*, perchè in tal caso f ul- 
timo termine del dividendo diviso per l’ ultimo del divisore deve dare l’ul- 
tìmo del quoziente, quello cioè in cui l’indicata lettera ha l’esponente 
massimo *, laonde se il calcolo conduce ad un termine del quoziente , tale 
che in p<vso 1.i detta leffn,*a abbia un’ esponente maggiore di quello ora ac- 
cennato , la divisione sarà impossibile. . . 
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r>5. Addurremo qui appresso due esempli i quali conducono a risultamenU 
degni d’attenzione, per essere d'uso frequente in quel che sarà esposto in 
appresso, il primo di essi è quello della divisione di x’' — a" per x — a, 
Dividendo primamente a*, poi — o’, x‘ — a*per x — o, si 

trova facilmente 

x' — o* 

— — = X + a , 

X — a * ’ 



= X* + ox + a*, 


X* — o* 

■ = X* + OX* + o'x + o*, 

£c — a 

e nella formazione di questi quozienti si ravvisa , senza durar fatica, una 
legge assai semplice, consistente ne’ caratteri seguenti: 1." tutti i termini 
sono additivi ■, S.* il primo e l' ultimo termine sono formati col togliere 
un'unità dagli esponenti di x e di a nel dividendo*, 3.* fra l’ intervallo di 
questi termini estremi , gli esponenti di x van decrescendo d’ un' unità , a 
misura che avanzano d' un posto , e quelli di a , al contrario vanno au- 
mentando d' un’ unità in guisa che , in qualunque termine del quoziente , la 
somma degli esponenti di x e di a è costante. Seguendo questa legge , e 
dinotando con m un numero intero qualunque , se no dovrebbe concludere 
la forroola generale. 



r"— * -I- ox«— • + a"— *x -1- a" 


ove i punti che si veggono nel quoziente indicano una laguna , che dev'es- 
sere riempiuta di altri termini assoggettati alla medesima legge. Questo 
quoziente è dedotto per analogia , e d' altronde Io si potrebbe ancora for- 
mare dividendo immediatamente x" — a" per x — o cd osservando il modo 
onde ciascun termine del quoziente si trova formato \ ma sarà più semplice 
verificarlo, moltiplicandolo pel divisore x — a. In questo modo si ha per 
prodotto 


X" flx" — ' a’x" — ’ -f- .... -f- a** *x’ o" ’x 

— ox"— * — — .... — o*~’x — o"*""‘x — a". 

Or egli è chiaro che ciascun termine della prima riga a partire dal se- 
secondo deve avere sotto di se un egual termine col segno contrario, si 
che distruggendosi a vicenda questi termini, non vi resterà in questo pro- 
dotto che X* — a* , cioè il dividendo dato (tS). 


(tS) Per ehi non rimeneete pago della ripraoTt fatta dell’ A. po6 diffloatrare in 
modo diretto che l' eapreaaiooe a» è sempre divisibile per x — a. In elTetti, 

cominciata la divisione avremo x" — ' per primo termine del quoziente ed ox"~' 
— a» per reato , come qui appresso si vede 


H 

1 

1 

: i 

T — a 

— x" + ox" * 

x"* * 


flx-— • — a"*, 


ma questo resto pn& scriversi ancora coslo(x“— • — o"— •), o cosici mosirs che 
se XV— ' — o"-* fati* diviiibiU per x^aatuhi x" — a» sarebbe diìritibile per 
X — o. Or m potendo essere un numero intero qqelaoque , fecciemo m ed arre- 
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Il secondo esempio die trallereino sarà quello della divisione del poli- 
nomio 

.. fx -p u 


per X — a. 


x’’+px'’~'-\-qx'’ 


\ X — a 

+« 

X" ••• 


x"— ■-fa|x'"“'-t-a’ 


+P 



+pa 

■ì-pa"—^ 


+«' 1 

x«— '-J- 

+<1 

+qa-’^' 


-fpa 





+9 1 



+t 


Dividendo x" per x, si Ita a:*~' per primo termine del quoziente , e 
nel primo resto, la parte in x" * è (o -p p) a:* — ■ divistila per x, da 
(<*■!■ 1 P*’’" secondo termine del quoziente, e nel secondo resto la 
parte in x"“*è, (a’-ppo -P9)a:"~*, che divisala jWr a: dà (n’-Ppo-Pg )x"“’ 
per terzo termine del quoziente. Continuando allo stesso modo e conside- 
rando sempre come un sol termine tutti quelli che racebiudono la stessa 
potenza di x , facilmente si scorse che ciascun termine del quoziente si 
forma dal precedente moltiplicandolo per o, aggiungendo al prodotto il ter- 
mine che ha la stessa potenza di x nel dividendo , e dividendo in seguito 
per X. 

Segue da ciò che, nel quoziente, la parte indipendente da x sarà a ’' — ' 
-P po"~* -p qa’'~' -p. . . . -p f; e moltiplictindo il divisore per questa qnan- 
lità, la parte in x distruggerà quella die deve trovarsi nel dividendo par- 
ziale, e cosi s’ avrà per resto 

o" -p pa*~ ' -p ga~~* + la + u. 

Qui s* arresta la divisione, e deve osservarsi che (Questo resto è lo stesso 
dividendo quando si rimpiazza l'x con l’a. 

mo X’ — a’ , che è divisibile per x — a , perchè x’ — a>=(x + a) (x — a), 
danqoe ancorn — o* sarà divisibile per x — a, ed essendolo x’ — a^, lo sarà 
pare — aà , e rosi appresso fino ad x« — a'*. Dimoalralo ciò passiamo a crr 
car la forma del quoziente , e però osserviamo che nel fare fa divisione del primo 
termine ax-~' del resto per x otterremo axm—^ per secondo termine del quo- 
ziente, il qoal termine contiene x elevalo ad un esponente inferiore d’ un' unità a 
quello del termine precedente, e la prima potenza di a; fatta intima la moltipli- 
cazione di questo termine pel divisore , e la sottrazione del primo resto , avremo 
un secondo resto a'’x’»~* il quale paragonato col primo termine ax"“* del pri- 
mo resto si trova contenere la x elevata ad nn esponente d nn’ unità inferiore ed a 
ad un esponente d'un'nnità superiore a quelli che hanoo rispettivamente queste me- 
ilesime lettere nel primo termine del resto precedente; e poiché la divitione si fa 
sempre per la stessa quantità x , cosi il terzo termine del quoziente sarà formato 
dal secondo, diminuendo d' un' unità l'esponente di x o ciò che è lo stesso sop. 
primendo un fattore x ed accrescendo d un' unità quello di a , e poiché ancora la 
inoliiplicazione di ciisnt|^ termine del divisore si fa sempre per la medesima qóan- 
tiia X — a , cosi il terzo resto seguirà la stessa legge del secondo, il quarto quelle 
del terzo, ec. , e perciò ancora dal terzo termine del quoziente si formerà il quarto, 
e da questo il quinto , ec. , come dal secondo si è formato il terzo. Or esseudo m 
un numero intero, dopo m — 1 divisioni x essendosi distrutti m — 1 fattori in x, 
il resto a’‘—‘ x — a* , che diviso per x mm a darà per ollifflo quoziente ao — •, 
c per resto zero , come doterà essere, 

Fourry Ahjeiiu, t* 
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Quando quest’ ultimo resto è nullo, la divisione si fa senza resto^ e però 
si può già riguardar come dimostrata la proposizione seguente, la cui im< 
portniiza sarà riconosciuta piii oltre : Se a é una guanlità che , trtessa in 
tuogo di a-, rende nullo il polinomio x" + px"—' + . . . guesto polinomio 
earà divisibile per x — a. 


Delle frazioni algebriche. 


Si dà il nome di frazione algebrica ad ogni espressione che indica 
il quoziente d' una divisione , sia die si possa o pur no effettuare : cosi 

CI* 

— ^ —sono frazioni algebriche. Se i numeratori (i9) e denominatori fos- 

’ib xa+b 

sero numeri interi , è chiaro che queste frazioni entrerebbero nel calcolo 
con le stesse regole che le frazioni in aritmetica -, ma siccome possono essi 
itippresentare quantità qualunque , cosi si rendono necessarie primamente 
delle nuove spiegazioni. • 

Dinotiamo con a é ò due quantità qualunque, e con q il loro quo- 
ziente \ s' avrà cosi : 

y = ovvero a = bq. 


Moltiplicando a e bq per una medesima quantità m, i prodotti conlimic- 
rauno ad essere uguali , e si otterrà 

am = barn ovvero am^q x bm, e quindi — = 0 ; 

bm 

ma q rappresenta il quoziente di a per ò, dunque 

am a 

bm ~b‘ 

Consegue da ciò , come in aritmetica , che una frazione non cambia di 
valore moltiplicando o dividendo ambi i suoi termini per una stessa quantità. 

Da questo principio risultano eziandio la riduzione delle frazioni alla piu 
-semplice espressione, e quella di più frazioni allo stesso denominatore. La 
prima di queste riduzioni si esegue sopprimendo i fattori comuni ai due 
termini della frazióne; cosi 


ISa’òc’ 2c 
\óa^be‘ ha 


a* — -tò» 
2a iib 



(19) Nelle rraiioni elRebriche le denominitloni di numemfort e di dtneminelort 
eil anche di (ermini della frazione hiono lo slesso significalo che nelle frazioni 
puramente nnmeriche. 

(301 La ridnztone delle frazioni alla loro piò ^semplice repressione pnò sempre ef- 
feilnarsi > mercè la segnente regola : si zopprimono i fattori eamuni ai eiieffieitnti 
dei due termini della frazione ; si sopprimano ancora le lettere simili che hanno 
lo stesso esponente ne' due termini ; si scrinano te lettere , anche eimili , ma con 
esponenti dioersi, eolo in quello de' termini ove (rovansi con l’esponente maggio- 
re , dando loro per riponente le differenze fra gli esponenti che hanno ne’ due ter- 
tnioi ; e finalmente si lerivano le lettere che. et trovano in un solo da' termini, tal 
quale Si trovano. Ma quando i lerminii della frazione sono polinomii , allora non 
è piò egevole far la riduzione , e convien ricorrere ad altri priacipii che saranno 
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La seconda delle accennate riduzioni, quella cioè delle frazioni allo stesso 
denominatore , può farsi moltiplicando i due termini di ciascuna pel pro- 
dotto de' dcuominatori di tutte le altre; ed a questo proposito giova tener 
presente che se vi sono de' fattori comuni a più denominatori , si otterrò 
un denominatore comune più semplice , prendendo ciascun de’ fattori che 
entrano ne’ denominatori delle frazioni proposte, e dando ad ognuno di essi 
r esponente il più elevato col quale si trovano in delti denominatori, l’on- 
ghiamo per esempio che s’ abbiano le frazioni 

3o‘ 7&« ttc> 

40 6'c’ 18 ac*’ 45o'ò‘' 

Scomponendo in faltorì i coeflìcienti de’ denominatori, possonsi questi scri- 
vere cosi. 

2> X 8 X i’c , 3» X 2 X a’c’ , 3* X 8 X a’6’ ; 

prendendo allora ciascun fattore col suo più alto esponente se ne forma il 
prodotto, e il denominatore comune sarà 

2’ X 3* X 3 X ovvero SGOa’i’c* (*). 

Per ridurre quindi le proposte frazioni a questo denominatore comune , 
Io si divide per i rispettivi denominatori 40h’c, ISa'c'', ■iìia’b-, ed i qm - 
zienti corrispondenti si moltiplicano pe’ numeratori ; in fine sotto i prodotti, 
che cosi s’ ottengono, si pone il denominatore comune 3(50a'’ò’c’, c si liauiio 
le tre frazioni fidotte 

27n*r' t tOft’ 88c' 
òOUa*n*c’’, bbUa'ùV, bdOa“ò'c’. 

Se unitamente alle frazioni vi sono delle quantità di forma intera , si 
potranno queste ridurre a frazioni dello stesso denoniinator comune, mol- 
tiplicandole prima per questo denominatore; nel modo stesso come si pra- 
tica in aritmetica. 

56. Quando vogliasi ridurre ad una sola frazione , più altre frazioni , 
O in generale più termini, si comincerh dal ridiu li lutti ad uu medesimo 
denominatore , e allora s' avranno espressioni della forma 



m m m 


io appresso dicbiiratl. Giova inoltre tener presente che qaando il nomeratore è on 
divisore del deouminalore silura si avrà la fraziooe ridotta seri'rndo I’ onili nel 
nomeratore, e pel denominatore poneodo il quoiients di quello deUe fraaioBe data 
pel suo oumeratore : cosi 

~aa'h I 

iia b c ia'h^c * 

(’) La regola d’ Aritmetica per trovare il piò pirrol nomero che sia divisibile, per 
notneri dati (2t), i quello di formare i multipli d’un di essi, lincbd non si gioiiKt 
a quello di questi multipli rbe sia divisibile per tulli i uuraarl dati, questi multi 
pii si preodono sul più granile de' nameri prupusti. 

(21) Dcllu minimo diiidendo romunr. ' 


Digitized by Coogle 



‘><ì LEZIONI D* ALGEBRA. 

jiplla qnalo lo lellcro dinotano qualsivof;liano quantità. Or moltiplirando cia- 
scuna di questo frazioni per m , tutta l’ espressione sarà moltiplicata per 
m e si ila a+à — c; e poiché dividendo quest' ultima quantità per m si 
deve ricadere sul valore primitivo , dunque 

ohe a+b — c 

— — — 

m ' m w m • 

Laonde , dopo avere ridotte le frazioni allo stesso denominatore , si \fa 
ranno , su i soli numeratori, le addizioni e sottrazioni che far si dovreb- 
bero su le frazioni, e quindi al risultamento si dà il denominatore comune. 
Passiamo a considerare la moltiplicazione e la divisione delle frazioni, e sia. 



sarà pure pb = a, qd = c, e quindi p6x5<i = aXc, ovvero p9xW = oc; 
donde si trae * 



ossia ?x- 
b^d 


bd 


dunque le frazioni algebriche si moltiplicano tra loro alla stessa guisa delle 
numeriche. 

Da questa regola si trae quella divisione -, imperocché secondo essa 
prescrive , si ha 

ad c tidc a 

d bed b ’ 

sì che 2^ è il quoziente di 2 per ; ma la frazione — è pure uguale 
bc od bc 


al prodotto di dunque la divisione delle frazioni algebriche si fa , 


come quella delle aritmetiche, moltiplicando cioè la frazione dividendo per 
lineila divisore capovolta. 

I.e quantità intere si possono comprendere nelle frazioni , quando loro 
si dà f unità per denominatore; 

5". Per date un esempio del calcolo algebrico, passeremo a semplificar 
r espressione 




0-1-0 


Piidnccndn dapprim.a ciascun intero e la fraziono che lo accompagna ad 
una sola fr.izione , e rovesciando quindi la quantità frazionaria che fa da 
divisore , per renderla invece un moltiplicatore, la precedente espressione 
si trasforma in 

2a" — ft* — 6’ n+b 

— ; — X— rrX-7-- 

'2(1 a + b b 
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Facendo b moUiplicazione de' numeratori e quella dei denominatori tra 
di loro , non si tarderà a scorgere che il binomio a+b risulta fattor co- 
mune de due termini della frazione prodotto (23) -, questo fattore dunque 
può esser soppresso , e così s’ avrà 


(2o* — 6') (a — b) 
2^ • 


Se credesi dover effettuare la moltiplicazione indicata nel numeratore , 
si otterrà 


2a> — 2a’6 — o6’+6’. 

2^ ’ 


c ancora se vi fosse vantaggio nel dividere per 2a tutti i termini del nu- 
meratore, si potrà scrivere 


a* — ab — 


b’h^ 

2"*'2o’ 


Come esercitazioni di calcolo pel lettore, trascriviamo qui appresso una 
riduzione à farsi sul primo membro , per ottenere quel che è scritto nel 
secondo 


0-M) 


(g’— „b-.h^)(rt+b) . 
'ìab\a — b) 


f 


(82) Ciò si scorge sneora senza esegnire le moUiplicazioni dtll'A indicste, e giova 
ImmensameDle per la speditezza del calcolo, sbarazzar dai fattori comooi che possono 
entrare in una espressione frazionaria, e sian letterali o pare namerici , quando si 
ravvisano solo guardando la detta espressione. Anzi talvolta è utile scomporre in 
fattori i termini delle frazioni da moltiplicarsi, qnando ciò sia fattibile, perché si 
possano sopprimere se si vede che possano entrare di comune nella frazione risul- 
tante; cosi, per un semplicissimo esempio se debbansi moltiplicare Ira loro le duo 
frazioni 

n' — b' do* 

Ila’ ’ (a-|-6')e 

si vede primo che 2a* entra fattor comune ne’ due termini del prodotto . e che II 
numeratore a* — i* della prima frazione essendo scomponibile in u — b ed a + b, 
quest' ultimo binomio entra pure come fattore comune del prodotto, si rhe può es- 
sere soppresso anticipatamente insieme a 2>i* , e cosi in luogo delle due fratiuni 
si avranno a moltiplicare le due più semplici 

iti ’ ® 
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Dell’ esponente xero e degli esponenti negativi, 

58. Sieno da dividersi 1’ una per l’ altra le due potenze a " , a* della 
stessa quanlità , e secondo la regola degli esponenti (45) avremo 



Nello stabilire l' indicata regola si è supposto l' esponente de] dividendo 
essere maggiore di quello del divisore ; ma come andremo ora dichiaran- 
do, la stessa regola può estendersi agli altri casi, ponendo nuove conven- 
zioni. E primamente supponiamo che la regola s' applichi al caso in cui gli 
esponenti m ed n sieno eguali , e si avrà per risullamento o*. Or I’ espo- 
nente d’uoa lettera indicando il numero delle volte che questa lettera è 
presa come fattore (10), e 1’ espressione a* non potendo ricevere inlerpe- 
trazione alcuna da questa defizione , si rimane nell' arbitrio di darle quel 
senso che si vuole (25). Ma poiché detta espressione deriva da una divi- 
sione ove il divisore eguaglia il dividendo, e che in tal caso il quoziente 
^ è sempre l’ unità, così si è convenuto di riguardare l’espressione a° come 
equivalente all’ unità. Pertanto, d' ora innanzi, ogni quantità che avrà per 
esponente zero sarà eguale ad t. 

Poniamo in secondo luogo che l’esponente del divisore sorpassi quello 
dividendo c sia n = m-f-p; in questo caso h medesima regola degli espo- 
nenti dà per quoziente a~f’, e quest’espressione, nella quale l’esponente 
è negativo, non avrà alcun signiBcato, se non prima si stabilisca una nuo- 
va convenzione, la quale, peraltro permette di considerare la potenza ne- 
gativa o~r come il quoziente della divisione di a" per a’"+e. Oi' se si 
rifletta che questo quoziente può essere ancora rappresentato dalla espres- 

1 sione frazionaria i e che questa, col sopprimere il fattore o* comu- 

^ ne ad entrambi i termini si trasforma in si ò naturalmente condotti 

af j 

a considerare come equivalenti le due espressioni ae ^d— ^ il che porta 

n stabilire che ogni quantità con f esponente negativo equivale al quoziente 
dell' unità divisa per questa stessa quantità , presa con V esponente cam- 
biato di segno (2i). 

(23) N»n et sembra Rinsts questa eonelosione. fmperoeebi il risoltamenlo a* vie- 
ne da ona ipotesi particolare fatta sa valori di talune quantiti , e secondo questa 
ipotesi conviene indagare il significato del detto risultamentu, che sarti eingolar» se 
si vuole, ma non gii suscettivo di qualneque senso. K col fatto lo stesso \ ne tro- 
va , appresso , on signifiealo aoico ebs non ci pare una pura convenzione, ma una 
deduzione logica piuttosto. 

(2f) Lo sottrazione impossibile ne) senso diretto dell’ ennnziato ha dato oiigine 
ni resti negativi, i quali servono appunto ad indicate una inversione nel senso dcl- 
l’enunziato; e poiché la regala della divisione, per quel che concerne gli esponen- 
ti, consiste nella -ottraziono di questi esponenti, è ben naturale che una divisione 
impossibile ad alfettuarsi secondo l'ordine con che é indicata, desse luogo a risiti- 
lamcuti analoghi, elle indicassero cioè un inversione fatta nell’ ordine primitivo 
della divisione. Ciò viene indicata dal segno — che assume l'esponente, il quale 
indicherà sempre che una quantità con l'esponente alTelto da questo segno, deWs 
sere considerata come il risnltamento d’ una divisione nella qnale l'ordine della 
operazione da principio indicato é stato invertito : cosi nella divisione impossibile 
di (.«• per a" + mutato l’ordiiic si ha a" + f; a" = ut’, cd apponendo il segno — 
all' opuiicute p si ouicuea~t'; (Ite iudica l' iutersiouc faU*- invilo questo puitlu di 
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Mercè le naove convenzioni ora stabilite , se m ed n indicano due nu- 
meri interi e positivi qualunque , sarà sempre 


qM 

a'' 


e quindi sarà pure 

> 

a^'b’cP 

a’b'c' 



^ CP 
6»^ c* 


a»— ^6»— «CP— 


59. Suolesi talvolta ritenere l’ esponente zero , per conservar la traccia 
d’ una lettera: che in virtù d’ un’ operazione dovrebbe sparire^ come pure 
si ritiene l’esponente negativo per presentare sotto forma intera un’espi-es- 
sionc frazionaria : cosi si scriverà 


<2a'b*x' , 

abx^ 


2X^X 

a 


6’ 

T 


X — = 2o’6*% 


= 3a'&* X — X 4-= 5a‘6’c— *d- 
cd c’ a ^ 

60. Una volta ammessi gli esponenti negativi , è naturale cercar le re- 
gole, secondo le quali devono essi combinarsi ne' calcoli. Or è degno d’os- 
servazione die coleste regole sono quelle \nedesime che regnano nel cal- 
colo degli esponenti positivi , e facilmente ciò si dimostra. In eCTetti per 
la stessa natura degli esponenti negativi si ha 


0- X 0— ■ = a^x — 

1 

1 

il 

1 

0* 

o" 

1 t 

m v 

i 


-® 


In ciascuno di questi prodotti , l’ esponente di a è la somma di quelli 
de’ fattori ; laonde nella moltiplicazione delle potenze d’ una medesima quan- 
tità , r esponente del prodotto è sempre uguale alla somma di quelli dei 
ruttori. Per una conseguenza necessaria si conchiude che, nella divisione, 
r esponente del quoziente si otterrà togliendo quello del divisore da quello 
del dividendo (25). 

Oi. Tutto ciò che si è detto nella divisione di polinomi! è fondato su la 
proposizione , che , se due polinomii ed il loro prodotto sono ordinati ri- 
spetto ad una stessa lettera , il primo termine del prodotto è il prodotto 
degli ultimi termini de’ suoi fattori. Or, questa proposizione sussiste ancora 
quando nel polinomio vi siano esponenti negativi, quindi la teoria della di- 
visione non soffre modifica alcuna. 


visti discende nttaralmcnte che le dne qiuntiii a' eda— P sieno ineene Pane del- 
1' sUra , come dne qoialiià egasii e di segno contrario sono oppoU» queste con di 
naiurs tele che le loro suiomi aig$briea é nulla , quelle eon di Datare tale che il 
loro prodotto eguaglia sempre le unità, perchè, com' è dimostralo dall' autore nel 
numero appresso 

nPxa~J’ n" =; 1 

(3ISj G tenendo presente la regola de' segni. 
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Nell' ordinare che si fa i puliiiotnii rispetto agli esponenti decrescenti 
d’ una qualunque delle sue lettere, e poniamo che sia x, conviene badare 
all’ ordine che si è convenuto di stabilire tra le grandezze, secondo i loro 
segni. Secondo il detto nel n. 20 , gli esponenti negativi deggiono venir 
dopo a", cioè dopo il termine che non contiene x \ e tra questi esponenti 
negativi quelli che sono i maggiori in valore assoluto debbono essere dis- 
posti gli ultiiui (2U). Esempio : 

2etx'* — abx + ab' — a'b'x—' — a'b'x—* 

Posto ciò, se la proposizione della ^uale si tratta non è abbastanza evi- 
dente, la si potrà dimostiare nel modo seguente. Sieno A e B due qua- 
lunque polinomii in x ordinati, come qui innanzi è detto, e dinotiamo con 
k un numero positivo maggiore del più grande fra gli esponenti negativi, 
che si trovano in A e B. Moltiplicando questi polinomii per x^, senza tur- , 
bar r ordine de’ termini, s’ avranno due nuovi polinomii A' e B' che avran- 
no esponenti tutti positivi, e saranno tuttavia ordinati secondo le potenze 
disrendenti di x. Inoltre è chiaro , che se i primi termini di A e B sono 
ax” e fix" ( »?» ed n potendo essere ancora de’ numeri presi negativamen- 
te), quelli di A' e IV saranno nx"' + ‘,òx"+* , e però moltiplicando tra 
loro questi nuovi polinomii, il primo termine del prodotto sarà 

nix" +" + ’*, 

Parimente, se gli ultimi tendini di A e B sono rispettivamente /"a-r, jav, 
quelli di A' e B' saranno /xc-i-*, + e quindi l’ultimo termine del 

loro prodotto sarà 

/gxP-pv-h**. 

Or il prodotto de’ nuovi polinomii è Ax* X Bx^, ovvero ABx’*, c divi- 
dendolo per X'* evidentemente si ricadrà sul prodotto AB de’ {lolinomii dati 
ma con ciò il prodotto non cessa di essere ordinato , ed i suoi termini 
estremi saranno oix"-i-", fgxr+v, che è ciò che si doveva dimostrare, 

CAPO HI. 

• EQUAZIONI DEL PBIMO GRADO. 

Definizioni, 

62. Esposte le regole dell’ addizione , sottrazione , moltiplicazione c di- 
visione delle quantità algebriche intere o frazionarie , torniamo a quella 
questione, la soluzione della quale esige le risorse dell’ algebra ; e richia- 
mando quella già trattata nel n, 16, si osserverà che , dopo d’ aver dino- 
tato con X la parte minore del numero a da dividersi *, con b l’ eccesso 

(26) Scrivendo saceessiva mente più nomeri in gnisa che al maggiore socreda il 
I minore tenendo conio de'aegni, o al conlrario , si dice che qoesli numeri sono 
aerini accendo l’ ordine di grandezza decrezeente , nel primo caso > e creteenis ucl 
secondo. Un esempio del primo caso si vede ne’ numeri 

3, 2, 1, o, —1, 2, —3; 

ed un esempio del secondo caso ne’ numeri 

-3, -2, - J, 0, I, 2, 3, 
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detta parte media su la minore, e con c quello della maitgiore su la me- 
dia si é visto la somma 'Sx+ìb+e doveva eguagliare il numero dato , e 
perciò si stabili l'eguaglianza 

— — u , 

dalia quale si dedusse il valore di x. 

Proponiamoci ora l' altra questione : trovare un numero il cui quintuplo 
diminuito di 15 pareggi il tuo triplo aumentato di li. 

Dinotando con x il numero incognito , il suo quintuplo diminuito di 15 
sarà 5x — 13, ed il suo triplo aumentato di 11 sarà espresso da 5j;-f-llj 
ma queste due quantità debbono essere uguali, dunque s’ avrà 

Sa: — 13 = 3x+ 1 1 • 

Aggiungiamo 13 a ciascun membro di quest’ eguaglianza , e t<^liamona 
quindi 3x e $' avrà : (27) 

5x — 13-1-13 — 3* = 3*-t.ll+13—. 3x, 

ed eseguendo le riduzioni, si otterrà 

2x=24, 

si che dividendo per 2 ambi i membri (28) avremo finalmente 



il che c' insegna che il numero dimandato è 12. Ed in effetti, togliendo 15 
dal quintuplo di 12 o pure aggiungendo 11 al triplo di 12, sì ha, in ambi 
i casi, 47 per risultamento. 

La questione precedente ammetteva una sola incognita, ed ha dato luogo 
ad una sola equazione : altre questioni potrebbero ammettere più incognita 
ad un tempo stesso e dar luogo ad altrettante equazioni. Ha, sia qualsi- 
voglia il numero delle incognite che ammetter possa una questione, si tro- 
verà sempre che la soluzione di questa questione vien divisa in due parti 
ben distinte ■, la prima parte consiste nello esprimere per via de' segni al- 
gebrici , le relazioni tra le quantità note e le ignote, il che menerà alla 
formazione di talune eguaglianze tra certe espressioni \ la seconda parte 
consiste nel dedurre da queste eguaglianze i valori delle incognite. La pri- 
ma parte non ammette regola precisa; ma tale pure non è la seconda, la 
quale va soggetta a regole generali che fanno I' obbietto principale deli' Al-' 
gebra , e delle quali passeremo a farne I' esposizione , dopo che avremo 
spiegate talune nuove denominaz'ioni che son d' un uso assai frequente. 

65. Quando due espressioni algebriche non sono attualmente uguali, ma 
che racchiudano una o più quantità incognite , le quali devono essere de- 
terminate in modo che le dette espressioni risultino eguali , queste espres- 
sioni si scriveranno ancora a modo di eguaglianza, come se fossero attual- 
mente uguali , ed allora a questa eguaglianza si dà più part'icolarmente il 


(17) Si ostarvi eb< la oparitioai qni indicata dill’ A. son fondate so i duo atsio-i.. 
mi che a quantità eguali aggiunte fuoniitd eguali , le eomme tono eguali; e che 
eia fuantitd eguali tolte quantità eguali, i retti tono pure uguali. 

(18) Qui pare la divisione d' ambi i mombri per la medesima quantità è pongista 
sui principio che grandette uguali divise . o aneàf moIlipUcate per una medaiima 
quantità danno quoiienli o prodotti eguali. > 

t'ourcìj Alijebiu. 6 
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»K>uiR di tquatiom. Coti dinotaiMio con r ont ^Aolilà iorognita , e scri- 
vendo , per esempio 

ìx+^ = x+^, 

-uirà questa un’ equazione. E qui si osservi che, la quantità 2x-|-3 essendo 
<a medesima cosa che x.-|-x4-5, si scorge subito come essa non può dir^ 
«ire aguale all'attra x+i se non dando ad x il valore particolare d. 

Quando si può dimostrare che due espressioni hanno valori eguali, e che 
queste due espressioni si riunisoouo col segno s , allora esse c^ituisoono 
equaglimx€. Cosi, ponendo 

(*+0 (* — 2)=*»— X — 2, 

s’avrà un’eguaglianza-, imperocché elTettuando il prodotto (x+l)(x— 2) 
<i trova as* — c — 2, 

Se con a, 6, c, d si dinotano quattro quantità note, e formanti una pro- 
fwrzione geometrica, e si scrive axd = 6xc, questa sarà un'eguaglianza, 
perché é già dimostrato che in ogni proporzione geometrica , il prodotto 
de' termini estremi pareggi q«iello de' medii. 

Allorché due quantità separate dal segno = sono eguali ed espresse allo 
stesso modo, esse formano un' identiià. Per esempio sono identità le seguenti 

4 = A, x‘+2=x»-l-2. (29) 

Sia neir equazione , nella eguaglianza o nella identiià , i nomi di primo 
mumbro o di neondo memòro dinotai) sempre le parti separate dal segno =. 

6é. Secondo le definizioni precedenti, parlandosi d'e^uastone si deve sem- 
pre intendere che vi sono delle quantità ignote , i valori delle quali deb- 
bono determinarsi talmente che sostituendoli dopo averli trovati in luogo 
delle lettere che le rappresentano nelle proposte equaaìnni, queste debbono 
«ambiarsi in àltrettante egoaglianzo. Ca parola eguaglienza deve risvegliar 
l' idea di quantità , che attualmente sono eguali , ina la loro eguaglianza 
dov’ esser dimostrata , se non lo sia stata ancora. In fine l ' identità è una 
eguaglianza evidente di per se stessa. 

Spesso avviene, in pratica, che l' accettaz'ione rigoresa di questi vocaboli 
si trascuri, e che si confonda 1' equazione con I' eguaglianza -, il che deriva 
dal (wrebé, ne’ ragionamenti, si ha bisogno, qnasi sempre, di sup()orre le in- 
cognite surrogale dai loro valori^ e siccome questi valori debbono rendere 
effettivamente i due membri, di ciascuna equazione, eguali fra loro, ro-1 
a’ iolende che , sotto questo punto di vista , le equazioni divengono dulie 
eguaglianze. 

E sovente anront , quando si voglia dinotare un' eguaglianza , come sia 
3xA=2xfis 0 (o-i-l ) (o — 1 ) = o’ — 1, sì fa uso della parola identiià, 
qnasi che, col pensiero, si riguardino già eseguite le operazioni indicate, 
ed ailora coi fatto ne risultano delle vei-e identità: 12=12, a* — 1 =a* — I. 


'19) Sotto il nome d’ ideoliit , taluni matematici intendono un’ espressione alpe- 
brice compuaia di due parti aepante dai segno - e, rhe sono delle stessa rorina . 
o rhe. sotto Torme diverse, esprimono la medesime cose, in goisa che le delie 
pani sono sempre ogRali qoslonqbe velare si voglis sssegosre site leltere che io 
«smpoogono: cesi sono Mentllà 

(n s=na + lo6 + ls 

(» + *)(ai— 2) =x=— ♦ 

2n .f3«=4a 
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fiìi. I.a determinazione o il determinare i valori detle incognite, che en- 
trano nelle equazioni , consigle nel trovar lutti quei valori che , messi in 
queste equazioni, in luogo delle incognite corrisiMuidenti, possun rendere i 
due membri ^uali Ira loro (W). Questa deteriiiinuzione de’ valori delle 
incognite sì dice an(»ra la ritolutione, a il rieoleert un' equuz'ioiie. 

Da ciò consegue che per ani'ertarsi se i valori ritrovati per le incognite 
s'ien veramente quelli , converrà sostituirli nelle date e<|uaziouì , ed ese- 
guendo le operazioni indicate ne’ due membri di cbscuiia equazione , deb- 
bono queste diventare identiche , deblK>nsi cioè ridurre ad identità. Quando 
ciò ha luogo sì dice le equazioni sono verificate o pure soddisfatte. 

66. Non tutte le equazioni che si danno a risolvere presentano eguale 
semplicità nella loro composizione. Nelki massima parte de’ casi sono esse 
tali da potersi ridurre a contenere termini riuniti tra loro per mezzo dei 
segni-|-e — , e nei quali le ìnooguile si trovano elevate a potenze positi- 
ve , molti(dicate sia tra loro, sia p*‘r altre quantità date. Quando ciò av- 
venga si dice essere l' equazione d’ un certo grado il quale vieta determi- 
nalo dalla somma massima tra tutte quelle clic si ottengono , addizionan- 
do , ia ciascun termine , gli espoueuti delle ignote. 

Cosi delle cquazioui segueuli 

2.T — a = b — X , 


[5 


ax — by = cx — d , 
xy'—'ìx'= y’ — I , 


[21 

2x’-|-o= lx-f-3 , [4] 

la fu e [5] sono ad usta sola incognita c la [Il è del primo, la [5] dal 
secondo grado, rispetto a questa iacognita. Le |^] e [4J poi sono a due 
incognite x ed y, e la [2] è del primo grado, la [4j è del quinto (51). 


Alquanti principi geniali telatiti alle equazioni. — Tratposisioné 
de’ termini — Svanimenti df denominatori. 


67. Ai due membri éC un’ equazione si può aggiungere , o al contrario , 
da essi si può togliere , nel tempo sleseo , «lUi medesima quantità , senza 
che i valori delle incognite sieno alterati. Egli è evidente in etl'ctti che quelli 
stessi valori che soddistanno la pro|>osta e({u;tzione uel suo slato primiti- 
vo , debbono egualmente soddìsfiirla nel nuovo sbdo , e per contrario, 

68. Da ciò consegue che et può, in uno de' membri d' un’ equazione, can- 

cellare una quantità che trovasi addizionala o sottratta in questo metnbro, 
purché però , sul medesimo tempo , fi scriva la detta quantità , coi segno 
mutato neir altro membro. Ciò, ad evidenza, equivale ad aggiungere a cia- 
scuno de’ membri questa medesima quanlilà con lui segno contrario a, quel- 
lo che lo precede nel membro In cui altualinentc si trova. , 

Mercè l’uso dì quc;<ta regola ai può smiqirc far piisvare un qualsivoglia 
termine da un membro all’ altro , purché s' abbia cura di cambiargli il 


/30) Eppor, *• si rnoU sltriiufoll dica csmhisao is eqauiooi, in idsotitS, • iden- 
tìfieano riasi'un* rquizionc. 

I3l) Qutodo in in'equszione entrano piò qtnote, ronvien gnardarsi bene dal di- 
re , in grnerale . rbe il grado di esse risptUo ad una delle ineugnite aia qoella 
<lie 4 rispetto a tulle, e rbe, rome dall' S. é drue, coaiiiuiaee il «ero grado del- 
l'rquizivni : Cosi l'equazione (:i) è del primo grado lauto rinpello • (iaacuna , quan- 
to riapetlo a tulle e dae le ignote x ad y ; un le (4) roenlre 4 del quinto grado 
ri<petto elle due inengoile, è del guarla riapetlo alla aula locogmle y , a dal lari# 
liipetlo alla aula Incugiiita x. 
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segno ; in ciò consiste appunto la tra$posiiion$ de' termini. E per didiia- 
rarla con un esempio , poniamo che s' abbia l' equazione 

t7x — 3 = 45+tlar. 

Volendo trasportare nel primo membro lutti i termini contenenti Tin* 
cognita X, e i termini noti, nel secondo,, basterà cancellare il termine -f-ttx 
dal secondo membro e scrivere — ttx nel primo-, e similmente cancellare 
— 3 dal primo membro e scrivere + 3 nel secondo. In questo modo ope- 
rando , r equazione data diviene 

t"x — Hx=43+3 

60. Si pot$on pure , sema cke « valori delle incogrùte eieno con età al- 
terati, moltiplicare o pure dividere per una medesima guantitd i due mem- 
bri (f un’ equasione , purché però questa quantità non contenga alcuna tn- 
cognita. E per fermo , gli stessi valori delle incognite debbono soddisfare 
l'equazione sotto ambe le forme (*). 

Potrebbe non pertanto cessare dall' aver luogo la proposizione, qualora 
la quantità , per la quale si moltiplica o si divide ciuscnn membro , con- 
tenesse le incognite-, perchè, se ciò fosse possibile, allora taluni valori 
delle incognite, i quali soddisfanno l'equazione in uno stalo, possono non 
più soddisfarla nel secondo stato* Ciò meglio s' intenderà prendendo ad esem- 
pio r equazione 2x = d, e moltiplicandone ciascuno de' membi i perx — I, 
con che s' avrà 2x(x — t ) = 4 (x — t): or quest' equazione sarà, pa- 
tentemente , soddisfatta dal valore x = 1 , che non soddisfa alla propo- 
sta 3x= 4 (32). 

70. Consegue dalla proposizione precedente che se una quantità data è 
fattore comune de' due membri d' un’equazione , questa potrà essere resa 
più semplice, dividendone i due membri per quella quantità. Cosi nell' e- 
quazione. ' '■ 

27o*6x-pl8a’6 = 9o*à* — 4oa'x 


si potran dividere tutti i termini per 9a*, ed essa diverrà 
3òx-|-2ab = 6* — oax. 

71. Un’altra osservazione, che immediatamente d'tscende dalla stessa prtr- 
posizione, è quella che si poswn cambiare i segni di tutti i termini d’un’e- 
quazione-, imperocché ciò equivale a moltiplicare per — 1 ambi i suoi mem- 
bri. Egli è inoltre evidente (52) che , con questo cambiamento di segno , 

n ^ già sottinteso, che la oaintiU per It anele si noltiplics non debbe essere 
Bt nulla nè ioflnits. 

^39) Hegiontado in eontrsrlo, e ponendo dite I' equeiioce 
9x(a — l) = 4(x — IJ. 

si esdrebbe In errore se si dividessero per x — 1 entrsmbl i termini di quest’ e- 
quszinne , perché l'equazione risuiltote 2x = 4 non smmetterebbe le soluzinne 
X = I che per sus oelort emmette le proposte. In generele , le soppressione del 
feiKiri eomoui Be' due membri e contenenti le incognite "viene a diminuire o , se 
por voglie dirsi, a togliere delle determinszioni ebe le ignote delTequezione dota 
prr neture di quest’ equezione emmettooo ; ed el couirerio moliiplirendo embi i 
membri di dette equezione per fettori contenenti le incognite , si vengono ed no- 
eretevre le dette deierminezioni, ovvero, come soebe suol dirti z’ introducono delle 
eo/uzioni eiiranse alla queilione. 
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,i valori de' due membri non fanno che solo cambiar di segno , e che , in 
conseguenza , se essi erano eguali prima , lo saran pur dopo, e per con- 
trario. 

73. La proposizione ultima è utile ancora per trasformar un’equazione, 
che coiilenga de’ termini frazionarii , in un’ altra , i cui termini sien tutti 
interi, e ciò s’ottiene subito. Moltiplicando i due membri per quella stessa 
quantità che è, ad un tempo, divisibile per i denominatori di tutte le fra- 
zioni nell’ equazione contenute; allora, in eflelti, ogni termine frazionario 
conterrà nel suo numeratore tutti i fattori del denominatore, in guisa che 
sopprimendoli in ambi i termini , la divisione, indicala , per questo deno- 
minatore , si troverà eseguita , e s’ avranno nell' equazione risultante ter- 
mini solamente interi. In ordine alla quantità per la quale si deve far la 
molliplicnzione , convien sceglier sempre la più semplice tra tutte quelle 
che sono divisibili per ciascun denominatore (55), come appunto si pratica 
nelle frazioni numeriche quando si vogiian ridurle allo stesso denominato- 
re. Da ciò si trae la regola seguente: 

Per fare sparire i denominatori da un’ equazione , si forma una quan- 
tità divisibile per eiaseun denominatore, e ordinariamente si prende la più 
semplice che sia possibile (Si) ; si moltiplicano quindi solo i termini interi 
per questa quantità, e si moltiplicano i numeratori di ciascuna frazione pel 
quoziente di detta quantità, divisa pel denominatore corrispondente ; in fine 
si sopprimono tutti i denominatori. 

Per dichiarar questa regola con un esempio, prendiamo primamente 1* e- 
quazione. 

ax , a Sx 

b y+T’ 

Qui la quantità piti semplice, che sia divisibile per tutti i denominatori, 
è lo stesso loro prodotto, e quindi la regola riducesi a moltiplicare il nu- 
meratore di ciascuna frazione pel prodotto de’ denominatori di tutte le al- 
tre , e moltiplicare i termini interi pel prodotto di tutti quanti i denomi- 
tori : in questo modo operando s' avrà 

2x3Xox — 2x5x6xà = 2x6Xo-|-3xbx5* , 

ovvero , eseguendo le moltiplicazioni , 

6ajr — 66* = 2aà+15òx 

Sia in secondo luogo l’equazione 

I a*x 3o* bx 

i:b~^' 

La più semplice quantità che sia, ad un tempo, divisibile per ciascun de- 
nominatore, è 36<i6’ ed i quozicnii corrispondenti sono 2a, 9n6, 46'. Con- 
verrà dunque moltiplicare i numeratori delle frazioni per questi quozienti 
rispettivameolc , e il termine intero per 5tia6^ ; in questo modo si ba 

5ox36<i6*+a’xx2a = 3o*X9a6 — 6xX<^*, 
ed eseguendo le moltlplicnzioni olliensi 

180o*6*+2o’x=27a’6— 46* . , 

f3<7) In stiri tsrmini il minimo dividendo comune. 

(34) Il miuimo dividsodo cuuiune. 
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Sia , per ud ultimo esempio , 1' equa/.ionc 

oL 

66 ab+b* 2a« — 26*' 

Componendo ciascun denominatore ne' suoi fattori , essi divengono 
2. 5. 6 , (0+6)6, 2(0+6) (o — 6) , 

e si vede cosi che b più semplice quantità che possa essere , nel tempo 
stesso, divisibile per ciascun denominatore è 

2. 3. 6 (fl+6) (o — ■ 6) , ovvero 6o’6 — 66*, 

ed i corrispondenti quozienti sono «* — 6*, 6o — 66 , 36 ; laonde per fare 
sparire i denominatori dall’ equazione data , si dovranno moltiplicare i nu- 
meratori delle frazioni per questi quozienti (33) , e il termine intero 26 
per tutta la quantità 6o’6 — 66’ : o)sì facendo si otterrà 

t2o'6* — 126‘ — o’j:+a6*x = 6o’x — 6o*6* — 9o*6*. 

73. Il fin qui detto in questo paragrafo è applicabile ad c^ni specie d'e- 
quazione , ed è bastevole a potere risolvere quelle del pi imo grado (36). 

(IS) CM quello della prima per a*— 6*, quello delia accenda per 0a — 46, a 
quello della lena per 36. 

(36) Comonqae le inéguaglianu non siano d' nn nso cosi frequente, come lo sono 
la egnagliaose, por lotta volta, potendo benissimo occorrere in nn eileolo ilgebrico, 
credicmo necesserio doverne discorrere so questo argomento non irstttto dall' A. , 
per moairara qoali aleno le proprietà cbe esse btono di comune con le egoeglianze, 
• dove ne discordino. 

1. Cbiamssi dunque ineguoglianxa ogni espressione algebrica eompoara di dne 
parli, dalle mamàri, e aeparaia tra loro dal sagoo > o < : cosi 
0 + 6>c — d, Sa — 36 <0 

800 della inegoagllaose. 

Qoindo ut le quantità cbe entrano in nn’egniglianza , ve ne sien di quelle cbe 
deggion essere delermioite in gnise che l’ ieegueglienze abbii loogo, ellora qoesu 
si dice pib ptrtieolirmenle inequazione , e le qnsntità da determiaerei prendooe il 
nome d’incoqnile, come nelle equazioni : cosi x — a^ 6 è nna inequezione percbò 
X rappresenta l' incognita. 

Anche nelle inegotglianze la parola inequazione d adoperata il più sovente anche 
nel senso d’ inegntglianzt. 

1. Poste qoeate definizioni , pesiiimo ad esporre le regole del calcolo delle )ne- 
gnagliinze. E primamente in virtù del principio che le a grond$is$ dùuguali M'ag- 
giunga, o da grandetti dituguali ti tolga una Messa grandula, li somme o i re- 
sti tono tuttavia disuguali nello netto tento, ci ssrà fscile dimostrare che la tros- 
posisione de’ termini nelle inegnaglieoze ha Inogo eziandio come nelle egnagUaoze. 
lo effetti abbiasi l'Inegaeglisoza 

a + 6> e— d , 

ad tgginngendo d ad entrambi i membri, e dagli stessi togliendone à si avrà, per 
l’enuDcitio priacipio 

o—-d> e + 6. 

Dooqnr in nna inegntglisnza ai può panari un termine da tino nell* allea mam- 
tro, purché ti cambi il legno a quel termine, nello acrivarie nel membro ove pana. 
Segue da ciò 1.” cbe se si abbia 

o > 6 , sarà pare — 6 ^ — a ; 
ma come questa seconda inegOaglianza i la atesft cosa 

— o < — 6 , 

covi piragooata questa a qaelU data 

0^6 
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Della risoluzione delle equazioni del primo grado ad una sola imognita, 
74. La difficoltà di risolvere le equazioni è dipendente dal loro grado e 


M B« loferiice iobìto li rrgoli Ngocole : enmliondo ì tigni a tutti i tennini d’una 
inigmogliama, eonviim, mi Umpo Muto, roviieiar» il ugno d' imguagliama. 

J." RippreseaModo a e t dne nuoieri , • loppoBindo essere a > é , sarà 

«— 6>0, fi — a<0, — fi> — o-, .• 


«r dall'essere o > J, ne segue che la dilTerenia a — t è poiitlva, e T altra 4 — « 
d negativa, e cosi, le ire loegnegliaoae precedenti el fan conoscere che le qaantitk 
posiliee sono maggiori di zero , le negaiirc sono minori di aero , e di duo qnaa- 
tith negative la maggiore i qnella che ha nn valor anmerlco più piccolo. 

Da ciò nasce che volendo indicare algebricamente che una quantità o è positiva 

0 pare è negativa , si scrive , nel primo caso , a> 0 , e nel eecondo o < 0* 

3. Siene a e b due quantità positive o negative come si voglia , tra le quell 

•bbi* luogo I ® ^ oo* qoaluoqoo qaiotltà posUlvt iti* 

tera o frazionaria: la differenza a — 6 sarà positiva , e perciò moltiplicata per la 
quantità positiva tn , il che dà n»o — tnò, questo prodotto sarà pur esso positivo, 
e quindi ma — m6>0, ovvero mo>m&. Laonde motciplieando o dividendo amn 

1 termini d‘ una inéguaglianta, per Hna ilcaaa (iiantttd foiitiva, li nord imo nuoo* 

inagvagliansa nello ileiio tento della data. .... 

Questa proposizione non è più vera qnaodo la moltiplicazióne ai faccia “''J 
quantità negativa , perchè allora , venendosi , con quest’ operazione , a cambiar^ 
segni a tutti i termini dell’ ineguaglianza, sarà d'uopo, ascondo ti dimasualo nel 
n.* 3, rovesciare il segno d’ inegnagiianza. 

Con la moltiplicazione si fanno sparire i denominatori da ona Inegnagiianza , n 
con la divisione si libera no termine qualunque dal suo coefficiente , allo tlaeap 
modo come si opera per le egoagliaazt. 

4. Per fare un’ appltcazione ddle regole ora esposte proponiamoci l’esemplo se- 
guente ' 


(«) 


bx (o+fi>^ . 2<te 
>4e — r. 

od 2o a— fi • . • . .. 1 


Sopponendo che a, b, d aieoo quantità positive e che ai* a > 4, *1 potranno fare 
sparire i denominatori moltiplicando tutta l’ inequazione pel minimo dividendo co- 
mune 6ad (a — ò), e ti ha . . 

(2) 2ofi(a — 6>r — 3c<J(a* — 6*) > 24<icd(o — 6) — iiad’x , 

e passando i termini ignoti nel primo membro ed i noti nel secondo ottienti 

%b[a — fi)a;-j- 1 2fld*x > 24o<;d(a — fi)-|-3cd(o* — fi*) , ^ 

•were, rlnnendo in uè solo I coefficienti di « e ponendo 8*d (a— *4) eomo fatU»* 
comune del secondo membro, ti ricava 


, %ì(ab — fi*-|-6<i')x > 3cd(a — fi) (9o-|^fi) j 

donde 

3c(f(rt — fi) (9a-|-fi) 

^ 2a((iò — ft*-i-6d*) 

Se per nators della questione, che ha dato luogo alla ineguaglianza (1) fosse ri- 

sniiatu negativo il prodotto 6ad ( a — 6), allora nella (3) s' avrebbe dovuto rovesciare 

il segno d’ ineguaglianza, e quindi cootinnare come si è fatto. 

4. In virtù della regola posta nel n." 3, abbienti le ineguagliauze 

a e a a a r 

b ^ J 'J > 'c '~b'> 1' 
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dal numero delle incognite (óì) ; qui appresso andremo percorrendo, con 

ftceodo spirire i deDomiastorl, t’iTrà pora 

a > c , oc > nò , adyhCj 

OTTcro, sopprimendo nellt seconda il faUora a, a diridendo la tana in oc, 

a>c, c> 6 , 7 < 7 ; 

donde segna eha sa dne frailoni sono disngntll ed hanno Io stesso denominatore, I 
■omeratori sono disngoali nello stesso senso; sa bsono lo stesso nnmerstore; I deno- 
minstori sono disngasli io senso opposto; e dnalmente c|povolgendo anche te fra- 
sioni, Tiene a roTescisrsi ancora il segno d’inegnaglisnxs. Cosi sa nella (3) si ea- 
poTolgesse la frsxiona del secondo membro cooTerrebbe nel tempo stesso cambiare 
Il segno > in <• 

SI noti che le consegneoxe or dedotte son legittime qnalnnqne potessero essere i 
segni delle quantità a , b , e , d , poichà la aparixione de* denominatori s' ottiene, 
moltiplicando sempre per quantità posiiire, e quando sTTenisse il caso che nel mi- 
nimo comnn dividendo v' entrasse qualche fattore negativo, come è avvenuto nella 
(t) del n.° 4, allora ai può cambiare il segno al termina che contiene nel denomi- 
natore quel fattore, e considerar questo positivamente. 

6. Avendosi pib inegoaglianxa 

o> 6 , o"> 6 ", ec, 

la differenxe a— 4, n' — b‘, a" — b'', ae. saran tutte positiva, a con ciò ancora por 
ailiva sarà la loro somma 


a qoindi 


a+a’+a"+ec. > b+V+V+ec. 


Laonde avendoli pii ineguagliante, a additionandoU, ne naieerà ima nuova ina- 
puapiianaa nello iteiio unto. 

7. Supponendo rappresentare a, a'', ec. 4, 4', 4", ae. quantità positiva , ed 
aver luogo le ioegoagliaoxa 

a>6, a">6'', ec., 

saran pure positivi I prodotti seguenti 

(a — b)a'a''.., = aa'a"... — ha' a”,. — 
h{a' — b')a". . . = ha'u"... — bb'a"-.. 

■ ■ W{a”—h")a"'... — Wa" bb’b"..., 

a quindi la somma di questi prodotti sarà por essa positiva; ma questa somma ese- 
guita so i secondi membri delle precedenti egosgliaoxe è aa'a'' ... — àà'4" dunque 

aa>a"...ybb>b".... 

Pertanto se li abbiano pid inigvagtiante. i evi membri aian tuffi poaitioi, motlipli- 
eando questa inepuagitansa membro a membro, ai otfiana una nuova inegnaglianza 
nello Hello aanio. 

8. La proprietà dimostrala nel n* G. e quella dimostrata in questo numero, ma 
senxa restnxione alcuna, ronvengs parimente alle eguagliaoie, le quali ammettono 
eocora le altre due, ciuè, eàa due eguagliante ai poiaono lolirarre o pure dividere 
membro a membro e ne naics una nuova eguagliantj , che non a' adattano egual- 
mente alle ineguaglianie. 

Faragonando le varie regule, qui esposte, sulle inegoaglianzo, con quelle date in- 
torno alle uguagliarne dell’ A., si scorge facilmente l’ impurtania di dover trattare 
quest' argomento , per non trarre in errore il principiante coi occorresse d' imbat- 
tersi in un' inrgusgiianza, - 

|37) Questa pruposizivoc non pare cosi generale quanto l'A. rcouoiia; p ithà vi 
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vari! d&empii, tutti i casi che può presentare un ciiuaziopc ad una sula 
iiieognila. , , 

Esempio I. Abbiasi 1' equazione 


[t] ' t8x — Ot = tój: — 51 , 

e trosporlaudo ISx nel primo membro e — 61 nel secondo , s' avrò 
18o: — 15ir = 61 — 51 , 

ovvero , ridueendo , 

5vC oO ^ 

cd in fine , dividendo ambi i membri per S , s' oUerrù 

a: = 6. 


Si coDchiude da ciò che l’incognita x è eguale a 6. E per fermo, si può 
osservare che , secondo i principii ne’ num. 68 e 69 posti , le equazioni 
sussecutive per mezzo delle quali si è passato per giungere dalla proposta 
equazione a questa Onale , debbono ammettere gli stessi valori di x che 
ammette la [Ij. Or è chiaro che l’ ultima xs:6 è verificata mettendo 6 
in luogo di X, e che non può esserlo per alcun altro valore da questo di- 
verso-, laonde la stessa cosa deve aver luogo per l’equazione [1]. Un tal 
ragionamento s’ applica ancora a tutti gli esempi! che appresso vengono. 

Volendo verificare se le operazioni di calcolo sieno state bene eseguite, 
sarà bastevole il sostituire il trovato valore di x nell’ equazione data , od 
uccertarsi se la rende identica. Ciò col fatto avviene, perchè si trova suc- 
cessivamente. ,>"• 

18x6 — 61 = 13x6 — 31, 

108 — 61 = -/S- 51 , 

V, = 47. . 

75. Esempio 11. Sia data a risolvere l’equazione. 


m 


Zax — bx+%A -Ad' — ab — 5ax. 


Trasportando i termini ignoti nel primo membro ed i noti nel secondo, 
verrà ■ . 

9ax — 6x+5<u; = 4o* — r o6 — ^ 2aè, 

c , riducendo , s’ avrà 

Sax — bx= 4a* — 3o6. 


Qui i due membri non possono essere ridotti a monomii , ma osservando 
che il primo è la stessa cosa che (5a — b)x, l’equazione ultima può scri- 
versi ancora cosi : 

(3o — b)x = 4o’ — 3ab. 


ha qaalehe claise ialera di eqaaiioni che ha regole Gaie ed noe per la selozione 
di latte le equazioni a quelle clasee apparteueuti, e la dilBeolU potrebbe star solo 
nella esecuziooe di calcoli aritmetici più o nien complicali. 

t'ourcy Algebra. 7 
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Do|)o ciò rimane <to)o a dividere ambi i nembi i pel raoUipiicatore (58) di 
X , a s oUerrù II valore di quest' incognita cosi espresso 

^a* — 5a6 

X = . I 

5a — 6 


Verifica. Soslilnendo questa espressione in luogo di x nella [2] ed effet- 
tuando le operazioni di calcolo , si giunge ad una identità , come qui ap- 
presso si vede: 


2o(4o* — 3afc) 
6a — à 


fc(tg«_5a6) 
5a — 6 


-f.2oà = 4a* — o6 


5o(4o’ — 5«6) 
ba — 6 ’ 


8o’ — &a’6 — 4o'6-t-5a6’-f tOo’à — 2«6’ 


20o’ — 4a’6 — Hà’b+ah'' — t2a'-|-9o’6 


8a’-|-a6' 8a*-faà* 

Sa — b 5a — b 


• 76. Esempio IH. S’ abbia l’ equazione 


[3] 



■ Potrebbesi qui segnire lo stesso procedimento tenuto ne'due esempli pre- 
cedenti; ma è più vantaggioso Tare sparire i denominatori seguendo la re- 
gola posta nel n.* 72, e così il calcolo si riduce a convertire tutti t ter- 
mini in dodicesimi ed a sopprìmere il denominatore comune : in questo 
anodo operando s'ottiene successivamente 


5t — 48 =20* — t4 , 
3* — 20*=48— 44, 
— 47*=34 , 



Qui per passare dall' equazione — 47* = 34 al valore di * , si è dovuto 
dividere per — 47, il che ha dato luogo al quoziente negativo — 2. 
Verifica. Sostituendo il precedente valore di x nella [5] si trova 
—2 . -2x5 ^ 

~i 3 6 ’ 

^ ■*? li 

42~12 42 “12’ 


“ 12 ~ “ 42* 

(361 0 se si Voglie dire eneori eoeffiei'tnfe di x, estendendo cosi il signifiealo di 
qnesio Toeehnio td ogni qaeniiU , poliiiomit cke sii ,-e che noliiplics noi mede* 
simi qatotiià. . 
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77. Esimfio IV. Sia data l'equaiiioue 

36* X — b b.T — a* * 

2o''**Ó+6'^ a' — b'~ià‘ 

Secondo la regola del n.* 7i , ai faranno sfxirire i denominatori , mol- 
tiplicaodo ambi i membri per ia\a* — b’), e si ba: 

66*(o* — 6') — 4o’(o — 6} (* — 6) = 4a’(6* — 0') — (u(a' — 6') v 
ewguendo poi le lardtiplicazioni indicate , s‘ ottiene : 

So’òx — 66’x — 4a'x + 4a*6x+ 4a’6 — 4a’6* 

= ia’bx — 4a* — a'x+ab'x. 

Trasportando , riducendo ed ordinando , si trova : 

— 5a**+6o’6x — o6’* — 66’x = — 4o* — 4o*6+4o*6*. 

Secondo l'osservazione del n.° 71 , sì potrebbe dare il segno+al primo 
termine 3a'x, purché però si cambino, in pari tempo , tutti i segni del- 
l'equazione: cosi facendo, 1' equazione precedente diviene: 

3a’x — 6a'6x+a6’*+66’x = 4o*+4a*6 — 4a'6*, 
c può scriversi ancora cosi : 

(Sa* — 6o’6+o6*+66’)x = 4a’(a'+o6 — 6') 
donde poi si ricava 

4tt* (g*+a6 — fc") 

® 3a* — 6a’6+o6'+06*‘ 

78. Esempio V. Abbiasi , da ultimo , l’ equazione 

Essendo l' incognita in quest'equazione, compresa ancora nel denominato- 
re , non si vede , a prima giunta, come trovarne il valore \ però facendo 
sparire,! denominatori ottiensi 

2-f-2x-|-l — X’ = X — X*, 
e quindi trasportando e riducendo si trova 

X = — 3. 

Ouervaxione. Le regole per fare sparire i denominatori son fondate sul 
principio del n.* 69, il quale può cessar dall’aver più luogo, quando l' in- 
cognita si trova nella quantità per la quale si moltiplica o si divide. Or 
lo svanimento de’denomìnatori riducesi a moltiplicare tutta l'equazione per 
un prodotto divisibile per ciascun denominatore, e per conseguente, quan- 
do l’ incognita è compresa nel denominatole , come avviene nella [5] , è 
d'uo|K> d'esaminare se ogni valore di x che soddisfa all' equazione, prima 
di fare sparire i denominatori , vi soddisfi ancor dopo , e per contrario. 

Per non fare de’ cangiamenti che ijolessero alterare l'incognita , si tra- 
sporti nella [3] il secondo membro nel primo, c riducendo il tutto ad una 
sola frazione , ne risulterà 

1 — X* 
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Or eguagliando a zero il numeratore , si trova 2 = — 3 , come sopra; 
rd è questo il valuie ebe soddisfa alla precedente equazione, come si ve- 
rifica facendo la sostituzione di — 3 in luogo di x (39). Egli è cvideute inol- 
tre che non v' ha altri valori che rendessero nullo il primo membro di detta 
equazione , e però , riman provato che , nel coso attuale , si può fare a 
meno di tener conto del denominatore. 

In taluni casi avviene che quello stesso valore che rende nullo il nume- 
ratore d' una frazione , annulli del pari il denominatore ed allora la fra- 
zione può non esser piu nulla. Ritorneremo, piu innanzi, su questa osser- 
vazione, e parleremo, nel tempo stesso, de’cofort in^niti, de' quali abbia- 
mo fin ora fatto astrazione. Ved. il Capo V. 

79. Lasciando , per ora , da parte questa diflìcoltà , raccoglieremo nelle 
regole seguenti tutte le spiegazioni dute sul proposito delle equazioni del 
primo grado. 

1 . Si facciano sparire t denominatori ^ se ve ne sono , e si eseguano le 
operazioni necessarie , perché t equazione non coMenga che termini moM- 
piicali per F incognita , e termini noli, 

2. Si trasportino net primo membro i termini contenenti f incognita , « 
t termini noti nel secondo, 

3. 5i dia al primo membro la formai un prodotto, un fattore del quale 
sia F incognita, e si dividano i due membri pel moltiplicatore di quest’ in- 
cognita. 

Il lettore che volesse, fin da ora, esercitarsi alla risoluzione de’ proble- 
mi , può ricorrere alla pag. 64 , e continuare sino ai problemi della pa- 
gina 72. 

Della risoluzione delle equazioni del primo grado a due incognite. 


80. Dovendo risolvere due eqimtioni del primo grado , contenenti cia- 
scuna due incognite, il mezzo che s’adopera consiste principalmente nel- 
r eliminare una delle incognite , cioè a dedurre dalle equazioni date una 
nuova equazione che non contenga più quest* incognita , e dalla quale si 
possa ricavare il valore dell' altra incognita in detta equazione rimasta. A 
questo line sono stati escogitati parecchi metodi , che qui appresso ci fa- 
remo ad esporre ■ < 


I’himo metodo, col quale l'eliminazione si fa per comparazione. Renden- 
dosi più' facile r esposizione ragionando sopra un esempio, assumeremo le 
due equazioni > . ■ 

. ni 5y— 7x= 4, 

[2] 2t/+5* = 22. 


Poniamo per un momento esser noi certi che v' esistano due numeri che. 


(39) Potrebbe qaitcbe priocipitnte credere saperflaa qoesli sostiinziooe rbe ac- 
cenna l’A-, perché essendosi il valore x — — 3 ricavalo col porre ugaale a zero il 
nan|eratore , nc seguirebbe per conseguenza che luiu la frazione dovrebbe essere 
ngueWa zero. Ma non parrà più inutile la veriGc.! con la sostituzione, quando ri. 
ileite coine.d^ stesso A. fa avvertire che quel medesimo valore di re ~ — 3 fluirebbe 
anuullar pure àL^euomiaatore, ed in tal caso il primo membro dell' equazione. 


tr -I- 3 

t — X * 


= 0 , 


sarebbesì presentalo sotto la forma ^ della qnele oon conoscendone per ora il si* 

pnifìrfitn, non tvreiiìtDo potuto conoscere se con ciò l'equflzione si riduceva ad una 
\era identità. 
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messi in lu(^ di z e di v soddisfacciano , nel medesimo tempo , queste 
due equazioni, e consideriamo x ed y come rappresentanti questi numeri: 
allora si potrà ragionare su queste equazioni come se fossero attualmente 
delle uguaglianze. Or le dette equazioni danno 


[■'] 


[*] 


7x+t 
22 — 3x 


c siccome questi valori debbono essere uguali , dev’ esser pure 
7x+4 22 — ox 


Siamo cosi pervenuti ad un’ equazione del primo grado , alla quale deve 
soddisfare l’ incognita x, e per cons^uente potremo da quest’ equazione ri- 
cavare il valore di x, seguendo i precetti stabiliti nel paragrafo preceden- 
te , con che avremo successivamente. 


i4r-f 8 = C6 — 15x , 
“• 29x=o8; 
x = 2. 


Trovalo questo valore per x se lo sostituiamo in una delle due espressio- 
ni [3] e [ l] di y, conosceremo ancora il valore di questa seconda incogni- 
ta ed è chiaro che questa sostituzione sia che si faccia nell’ una o pur 
nell’altra dì dette espressioni, il risUltamento debba esser sempre lo stes- 
so ; Imperciocché il valore dJ x essendo stalo ricav:ito dall’equazione [5] 
deve rendere identici i due membri di quest’ equazione , i quali sono ap- 
punto le due indicate espressioni di y. Pertanto facendo la sostituzione 
•In [3] I, si ha 

7X2-I-4 18 „ 


e cosi i valori delle due incognite sono 

x = 2 , y = G. 

Dal modo stesso, onde questi valori sono stati trovali, si pub esser certi 
che essi convengono alle due equazioni date. In elTetli, essi convengono pri- 
mamente alle equazioni [3j e [-i] •, e poiché queste col fare sparire i deno- 
minatori e portare i termini in x nel primo membro si cangiano nelle pro- 
poste [1] e [2], cosi ne segue che i trovati valori di x ed y convengon pa- 
rimente a queste equazioni. 

Era necessaria questa osservazione , imperciocché per giungere ai valori 
x==2, y = 6, si è supposto che vi fossero de’ valori di x e di y che ve- 
rificassero simultaneamente le equazioni proposte, e intanto non v’ha nulla 
che provi la legittimità di questa supposizione. Rimaneva dunque ad esa- 
minare se col fatto i valori trovati per x ed y soddisfacessero le date equa- 
zioni; e sotto questo aspetto, s’avrebbcr potuto sostituire questi valori im- 
mediatamente nella equazioni e vedere se cosi rimanevano verillcate, Ur ciò 
col fatto avviene, perchè ia sostituzione dà per la prima 


- 3XG — 7X2 = 4, ovvero 18 — Usai, 0 4=s4, 
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e per la seconda 


2X6+5X* = 22, ovvero 12+10 = 29, o 22=22. 

Ma riflettendo che una tale verifica non è poi una pruova ancora nel caso 
che s’ avessero altre equazioni da risolvere ■, cosi era indispensabile una 
dimostrazione, fondata sul procedimento stesso che serve a trovare i valori 
delle incognite, per provare che questi valori soddisfanno alle equazioni. 

82 Segonoo metodo, merci il quale f eliminazione ti fa per sostituzione. 
Riprendiamo novellamente le due equazioni 

[6J 3^7« = 4, 

[7J 2y + 6it = 22-, 

e ammettiamo che a; ed y rappresentino due numeri che congiuntamente 
soddisfanno alle due equazioni. Allora se dalla [fi] si trae il valore di y , 
cioè 


[ 8 ] 


7ar + 4 

y=— 3-, 


quest'espressione può essere rimpiazzata ad y nella seconda equazione [7], 
la quale si ridurrà cosi a contenere la sola incognita x. Fatta pertanto la 
sostiluzionè , come ora è detto , verrà 


[9] 


2X 


7x+4 


+ 5x = 22-, 


e da quest’ equazione si trae successivamente 

14x+8+l5x = 66, 
29x = r>8 , 


E ponendo questo valore di x nell'espressione [8] di y, tratta dalb prima 
delle equazioni date, si troverà 

7x2+4 18 

5 5 * 

Pertanto anche con questo metodo s’ottengono per x ed y i medesimi 
valori ottenuti coi primo metodo ■, e volendosi assicurare che il procedi- 
mento tenuto in questo secondo caso debbe sempre dare i valori che con- 
vengono alle equazioni proposte, s'osserverà, primamente che il valore y=fi 
essendo stato trovato col porre x=2 nella [8J, ne segue che quest’ equa- 
zione è soddisfatta dai valori x = 2, y=fi; ma facendo sparire il deno- 
minatore dalla indicata equazione , e trasportando nel primo membro il ter- 
mine in X, essa diviene nuovamente la [6] , dunque rimane in questo modo 
provato che anche quest'equazione, la quale è uua delle date, è verificaia 
dagli stessi valori a? = 2, y = fi. 

In secondo luogo, il valore x = 2 deve verificare l’equazione [9], dond'é 
stato tratto ; ma la frazione che, in quest' equazione', si trova moltiplicata 
per 2, essendo lo stesso secondo membro della [8], deve divenir 6, quando 
ad X sì sostituisce 2 ■, la [9J inoltre è la stessa [7J in cui per y è messii 
l'espressione [8|, dunque porre x = 2 nella [9] è lo stesso che fare x = 2, 
i^ = fi nella ; laonde questa [7], che è la seconda delle equazioni date 
è pur essa verificaia dagli stessi valori x = 2 , y = fi. 

83. Tfezo metodo, mercè il quale l' eliminaziom ti fa per Con- 


Digilizod by Googlc 



I>ezi(»ll u’ ÀU3BBBA. ^ K5 

Tien dapprima, mercè convenienti preparazioni, ridarre ciascuna delle due 
equazioni alki forma 

as-t-by = c, (40) 

In questo modo si vede cbe, se una delle ino^nile avesse lo stesso coef- 
ficiente nelle due equazioni, allora si farebbe sparire quest* ignota, sottraen- 
do mèmbro a membro le due equazioni, oppure addizionando ; secondo che 
i termini contenenti detta incognita avessero lo stesso segno, o segni con- 
trarii. Cosi facendo, s'otterrebbe una nuova equazione contenente solo l’ al- 
tra incognita , e se ne potrebbe perciò ricavare il valore di quest’ incogni- 
ta. Ur egli è chiaro che si possa sempre rendere uguali i coefficienti d'una 
stessa incognita nelle due equazioni, moltiplicando ambi i membri d’ un'e- 
quazione pel coefficiente che, ha l’ incognita da eliminarsi, nell' altra equa- 
zione : ecco dunque un mezzo novello per risolvere le due equazioni , o 
per mostrarne l'uso riprendiamo le due equazioni 

3y— 7x=4, 

-f- 5x = 22. 

Se vuoisi conoscer prima « , si dovrà eliminare y, e però secondo la 
norma testé indicata , si moltiplicherà tutta la prima equazione per 2 , e 
la seconda per 3 : cosi s' avrà 

6 y — I4x= 8 , 

6 y -f I 8 x = 66 ; 

e sottraendo membro da membro, la prima dalla seconda, verrà 
29x =e 58 , donde a; = 2 . 

Trovato cosi il valore di se , per aver quello di y, si potrebbe sostituire 
il detto valore di se in una qualunque delle due equazioni date^ ma ^ vo- 
gliasi invece trovare y con lo stesso procedimento di calcolo, con cui si è 
trovato X, allora, è x l' incognita che si deve eliminare, e perciò, secondo 
è prescritto nel metodo, si dovrà moltiplicar la prima delle equazioni pro- 
poste per 5 e la seconda per 7, con che s' avrà 

, 45y— 35x = 20, 

I4y-H35x= 154, 

e quindi addizionando risulterà 

29y= 174 , donde y = 6 . 

Pertanto con questo terzo metodo eziandio si trovano i medesimi valori 
0 = 2 , y = 6 , trovati co' due altri metodi precedenti. Esso, come vedesi, 
è molto semplice, ma non per questo va esente dalla pruova che deve darsi, 
cioè , che i valori a* quali esso conduce verifichino le due equazioni pro- 
poste, come egualmente per gli altri due metodi si è praticato ', e poiché 
ciò richiede delle spiegazioni che difficìl sarebbe dare sopra equazioni par- 
ticolari ', cosi rappresenterò le due equazioni date generalmente cosi 

W J A> = &. 

fiO) meindi precedsnti eziandio si pn6. volendo rigiontre in (eimini g«- 

nerali, dir qarste medesima forma a eiaseaaa della dae equazioni date. 
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Posto ciò , se queste equazioni si molliplichino ri^lUvamcote pei «lue 
numeri qualunque m edn, e s’addizionino le equazioni risultanti, s’avrà, 
una nuova equazione. 

wiA+nA' = mR+nfi', 

la quale ci faremo ora a dimostrare che può rimpiazzare una delle due 
equazioni date, la seconda per esempio, io guisa che al sitìma di equa* 
zkmi [a] possiamo surrogare il seguente 

f mA+nA'=mB+nlV. 

E per fermo, se dalla seconda di queste equazioni se ne tolga la prima 
Bioltiplicata per m, s’ avrà 

fiA* = nB', ovvero, dividendo per n, A' = B'; 

laonde come il sistema di equazioni [6] è una conseguenza del sistema di 
equazioni [a], cosi parimente il sistema [a] è una conseguenza di [A], e 
però i valori di a: ed y che convengono alf ultimo sistema, non posson man- 
care di convenir pure al primo. Or, se i moltiplicatori m ed n sieno scelti, 
.come si usa nel terzo metodo, in guisa, cioè, che l' equazione 

mA-f.nA'= inB-l-nB* ' 

non contenga più y, se da questa equazioni si ricavi il valore di x, e lo 
si sostituisca nell' equazione. 

A=B, 

per ricavarne quello di y , egli è evidente che s’ avranno, in tal modo, dei 
valori di X e di y, che converranno alle equazioni [ò] e quindi ancora alle 
equazioni proposte [a]. 

Convien ora giuslilicare il procedimento col quale si calcola la seconda 
incognita alla stessa guisa della prima. A tal' effetto (looiamo che , dopo 
aver ctedolta l' equazione 

mA -p nA' — inB + nB' 

dalia [a] , si moltiplichino novellamente queste due equazioni e rispclliva- 
menle per due altri numeri ni', n', e quindi s' addizionino: s’ avrà cosi una 
nuova equazione , che unita alla precedente formano il sistema seguente ; 


-, i m K+n/K> = m B+« B' , 

W J m'A-f-n'A' = m'B-l-n'B' -, 

del quale il sistema [a] ne sarà conseguenza. Io effetti moltiplichiamo que- 
ste ultime equazioni [c] rispettivamente per n' ed n, e quindi sottraghia- 
molc : A' e B' scompariranno, e s' otterrà : 

(mn' — nm') A = (tnn' — nm') B, ovvero A = B. 

Moltiplicando parimente la prima delle [c] per m' e la seconda per m, e 
quindi sottraendo la prima dalla seconda, s' avrà *, 

(mn' — nm') A' = (mn' — nm') B', ovvero A' = B'. 

Pertanto i due sistemi [o] e [c] sono a vicenda conseguenza I’ uno dell' al- 
tro. Or si possono scegliere i moltiplicatori m, n, m', n' in guisa che la 
prima delle [c] nou contenga clic la sola y, e la seconda non contenga che 
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solamente a ; quindi C|;li è evidente che i valori che immediatamente se ne 
traf(Ko*io pei* ^ ed y debbono convenire alle equationi proposte , ed é ap- 
punto questo ciò che si voleva dimostrare. 

81. ÓSSERVA7.IONI. Abbiamo fin qui supposto che le equazioni [c] s’olle- 
nessero per via d' addizione \ ma questo modo d’ operare comprende anche 
quello in cui si facesse, invece, uso della sottrazione. E per vero se, per 
esempio, dopo aver mollipicate le [a] rispettivamente per m ed n, si vo- 
lesse togliere la seconda dalla prima, ciò varrebbe, evidentemente, lo stesso 
che addizionarle dopo averle moltiplicate rispettivamente per me — n. 

Abbiamo eziandio, tacitamente, supposto che mn' — nm' non fosse nullo. 
Se ciò avesse luogo, le equazioni ove questa quantità si trovava come fat ■ 
tore de' due membri si ridurrebbero identicamente a 0 = 0, e non se po- 
trebbe più conchiudere A = B ed A' = B'. Segue da ciò che per potere 
rimpiazzare le [o] con le [c], conviene scegliere i numeri m, n, m', n' tal- 
mente da non essere mn'~mn' = o, ossia — = !!L • ji che vuol dire che 

i numeri m ed n non deggiono essere proporzionati ad m' ed n' Or quando 
si fa uso del metodo per rimìziove (85) si prendono per m ed n i coelli- 
cienti di y nelle equazioni proposte e per m' ed n' quelli di x -, dunque , 
se i coefficienti di x sono proj^rzionali a quelli di y, il metodo sembrerà 
cadere in difetto; ma questa difficoltà sarà più innanzi dichiarata (151). 

L’operazione in virtù della quale si rendono eguali i coefficienti dell’ in- 
cognita che vuoisi eliminare , è del tutto analoga a quella che si fa per 
ridurre due frazioni al medesimo denominatore, e perciò presenta le stesse 
semplificazioni di calcolo che quest’ ultima : cosi per un esempio se le equa- 
zioni date fossero 

41y Ma: = 165 , 

77y — 30* = M5, 

allorn i coefficienti di y scomponendosi il primo in 7 x 3 cd il secondo in 
7x11 1 li si renderanno eguali moltiplicando le proposte equazioni rispet- 
tivamente per 11 e per 5. Parimente i coefficienti di x diverranno eguali 
col moltiplicare la prima equazione per 5 e la seconda per 2. 

Spesso i due primi metodi dan luogo a denominatori , che bisogna far 
quindi sparire , ciò che non avviene poi col terzo metodo *, ed è pure da 
osservarsi che, nel caso in cui i coelHcienti fossero poco complicati, si po- 
tranno, con un po’ d' abitudine, effettuare ad nn tempo, e quasi fossero una 
sola operazione, si le moltiplicazioni, che rendono eguali i ooefficieuti del- 
r incognita da eliminarsi , che l’ addizione o pure la sottrazione che fanno 
sparire quest’ ignota. 

Qualunque sia de’ tre metodi quello che s’ adopera , egli è chiaro che , 
fatta l’ eliminazione d’ una delle incognite, l’ equazione risultante debba dar 
sempre lo stesso valore per 1' altra ignota. D' onde segue che se , facendo 
uso d’un procedimento d'eliminazione, si giunga ad un’ equazione aa: = b, 
ove a e b dinotino quantità cognite, si dev’ esser certi che ogn’ altro me- 
todo deve di necessità condurre sia alla stessa equazione, sia ad un'altra, 
che da quella non differisca se non per qualche fattore comune a' suoi due 
membri : altrimenti non s' avrebbe lo stesso valore per x (41). 


(411 S' intende già che questo fellore der’ esser eonposto di sole qaintltè note. 
Fourcy Algebra, 8 
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Mia ri$aluKÌ<me fum numero qualunque ditquationi del primo gradoy 
conlenenti un egucd nttmero a incognite. 

8K. Sieno dste le (re equazioni a tre incognite. ■ 

[0 tz:— 3i/+2* =tO , 

[4J Sx+9v— 7*=47, 

[3J 9x+8j — 3* =97 , 

€on uno qualunque de' tre metodi precedentemente esposti, si potrà elimi- 
ziare t tra la prima di queste equazioni e ciascuna delie altre. Se si fa 
l' eliwinazioae col metodo per riduzione ottiensi immediatamente 

[4] 38x — 3y = 374 , 

£5j 50x+7y = 514 : 

rod i valori dì x ed y dovendo soddisfare a queste equazioni possiamo de* 
terminarli mercè queste ^nazioni medesime^ e però eliminando y, ed an- 
che qui col metodo per riduzione, s’ottiene 356x=3560, donde x = 10. 
Mettendo questo valore nella [4] si ha 380 — 3y=574, donde y=S. E 
Analmente ponendo in [1] i trovali valori di a; e di y, ottiensi 40 — 6-{-2x 
s= 40, donde z = 3. 

Pertanto i valori delle incognite saranno x = 10, y = 2, a = 3. 

È manifesto esser questi valori i soli che possano soddisfare le eqnaz'ioni 
date-, ma è poi egli certo che col fatto le soddisfacciano? Per assicurarsene, 
basta por mente alla maniera ond' essi sono stati dedotti, per rimaner certi 
che devono soddisfare alle equazioni [1], [4J, [5]. Ha, secondo l'espMto 
nel n.*83, l'equazione [2] è una conse^enza delle [1] e [4], e l'equa- 
zione [3] è una conseguenza delle [1] e [3], dunque i valori di a:, y z, i 
quali verificano le equazioni [I], [4] e [5], non possono non verificare ezian- 
dio le [1], [2], 15]. 

86. Generalizzando il procedimento tenuto per tre equazioni , possiamo 
stabilire la regola seguente : 

Per rinolcere più equationi del primo grado ad altrettante incognite, e'eli- 
mini un incognita tra una di queste equationi , e ciascuna delle altre .* si 
avrem cosi delle nuove equationi, che racchiuderanno un' tncoyntla di meno, 
taranno in numero etptale a quello delle incognite rimaste, e saranno tutta- 
via del primo grado. Si operi su queste equazioni , come su le proposte , 
cioè si elimini una seconda incognita. Ira una di queste nuove equazioni e 
ciascuna deile altre,- e cosi continuando ti giungerà ad un'equazione del pri- 
mo grado e contenente una sola incognita. Ricavato da quest' equazione il 
valore di quest' incognita , lo ti totlituiré in una di quelle equazioni che , 
intietne a quest' incognita, ne contenga pure una seconda, la quale sarà do- 
pa di ciò determinata; e coti con un cammino contrario ti ripasserà per le 
equazioni precedenti e ti determineranno tuccetsivamenle t calori di tutte 
le incognite. 

87. lucuutrandosi fattori comuni a tutti i termini d' un' equazione , non 
bisognerà trascurare di sopprimerli, a fine di rendere più semplici le ope- 
razioni di cgicok). Cosi date, per esempio, le equazioni 

lOx — 20y+30i = 60 , 

8x + 12y— 16; = 80 , 

27x — 18y+4oz = 234. 
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e tcorgendosi che ! termini della prima ban per fattora comune iO, qoeltt 
delia seconda 4 , e quelli della terza 9 , si sopprimeranno questi CaUorì , 
e t’ avranno invece le equazioui più semplici : 

X — iy+Zx = 6 , 

+ 3y — 4s = 20 , 

3x — 2y+5s = 26. 

Eliminando ora x tra la prima di queste equazioni, e ciascuna delle altre 
due , otterremo 

7y — IO* = 8 , 

^y- 4z = 8, 

ovvero, sopprimendo il fattore 't comune ai termini della seconda, avremo 

7y — 10e = 8, 
y— 5=2; 

ed eliminando y tra queste due equazioni , si troverà 
35 = 6 , donde 5 = 2. 

Sostituendo questo valore nell' equazione y — 5 = 2 (42) si ha y — 2=2, 
e quindi y = 4. E finalmente ponendo questo valore di y e quello di z 
nell’ equazione x — 2y+35 = 6, ne otterremo x — 8+6= 6, donde x = 8. 

88. Rimanci finalmente a trattare d’un caso, che avvenendo in un prin- 
cipiante potrebbe arrecare a costui un ixrto che d’ imbarazzo : questo caso 
é quello in cui non tutte le incognite entrino nel tempo stesso in tutte le 
equazioni , come vedesi nelle equazioni seguenti 

7u— 135 = 87, 

3«+14x = 57, 
tOy — 3x = 1 1 , 

2x-il5 = 50. 

In questo caso il metodo generale reggerà tuttavia , e solo potrà esservi 
qualche eliminazione di meno a farsi. Nell' esempio arrecato è facile scor- 
gere che eliminando u tra la prima e la seconda delle equazioni date , la 
risultante conterrà solo x e 5, e però combinandola con l’ultima, che an- 
che contiene le medesime ignote , si potran facilmente determinar queste, 
perchè avremo le due equazioni 

98X+395 = 138 
2x— lt5 = 50 -, 

ed eliminando x , col moltiplicar solo la seconda equazione per 49 e sot- 
trarre il risultamento dalla prima , otierrassi 

578s = — 2312 , donde 5 = — 4. 

Sostituendo questo valore nell' equazione 2x — 115 = 50, si trae x = 3; 

(42) Questa soslilazione tf rebbrsi poloto Tare ancora nell' altra equazione 7y — iOa 
— b ; come ancora la determinazione di x , ebe «iene appresso s' avrebbe potato 
fare con una qualunque delle equazioni (1) , e ciò dal perchè si le (2) devono eoa- 
stalars, cioè essere verificate dallo stesso sistema de' valori di y e a; ebe le(t) de 
*000 coesistere per gli stessi valori di x, y, s. E qui giova notare che questa eoe- 
sistenra non può aver altrimenti luogo sa non quando il sistema di equazioni data 
derivi da una iota a medazimu quevtlona. 


Di 
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c tinalmonie ri&ateodo alle equazioni date, e sostituendo 3 ad x nella se* 
conda e tei-za , troveremo , fotte le ridiuioni u = 5 , y = 2 

Pertanto i valori cercati sono 

u = 5, Jf = 2, ® = 3, z = — 4 

89. Per esercizio del lettore proponiamo le tre equazioni seguenti 

<i)+ftxx=c, 

’cx+ax = b, 

6z+.yr=o, 

dalle quali dovrà dedurre 

b'+e' — a* a’+c'— i* a^+h'—c* 

26e ’ ^ 2ac ’ * 'iab ’ 

90. Allorché ci proponiamo di risolvere delle equazioni del primo grado 
ad altrettante incognite, segue dalla regola stabilita al n." 86 , che v' esi- 
ste, per le incognite, un sistema di valori proprii a verificare le equazioni 
date, ne ve n’ ha che uno *, ma non oonvien per altro rendere troppo ge- 
nerale cotesta conclusione, essendo essa soggetta a talune eccezioni, delie 
quali sarà discorso tra poco ( n.^ 109 — 413). 

Poniamo che il numero delle equazioni sorpassi quello delle incognite, e che 
s' abbiano, ponghiamo per esempio, cinque equazioni fra tre incognite x, y, x. 
Considerando a parte tre di queste equazioni, determineremo, salva qual- 
che eccezione, un sistema unico di valori per x, y, t; e, dopo aver trovati 
questi valori , bisognerà esaminare se essi verifichino ancora le due altre 
equazioni. Or, a meno che queste equazioni non fossero state scelte in un 
modo tutto particolare, questa verifica non deve aver luogo , e , per con- 
seguente , non vi saranno per le incognite valori che potessero convenire 
a tutte e cinque le equazioni date. 

Al contrario , supponiamo che s’ abbiano più incognite che equazioni , vi 
sieno, per esempio cinque incognite x, y, x, «, «,* e tre equazioni. Sarà 
sempre possibile il dare de’ valori ad arbìtrio a due di queste incognite , 
poniamo ad u e v, c cosi mercè le tre equazioni date, determinar i primi 
valori dati de’ valori corrispondenti per le altre tre incognite x , y , z ; a 
cangiando rispettivamente ad w eo, con altri, s'avrà parimente un seconda 
sistema di valori per x, y, r, e cosi appresso. Ma varrà meglio il non at- 
tribuire alcun valore particolare ad u e v, ed invece risolvere le tre equa- 
zioni, come se queste incognite fossero delle quantità date : cosi operando 
s' avranno per x , y , z delle formole , che conterranno u c v , e che fa- 
ranno conoscere ì valori di x, y, z corrispondenti a qualsivoglia sistema di 
valori che si vorrà dare ad m e v (43). 

(43) Qnando il nomerò delle iDCOgnite sorpetia qoello delle eqaazioni, non poien* 
d'isi più delermintre tra sistemi unico di valori per le incognite, i quali sudiliara- 
ressero alle equazioni date , ma essendoveue all opposto un numero infiaito di ru* 
testi sistemi, si come I' A, ha mostrato; allora ai dire che la riaoluzione di detta 
equazione é inrtrterminnta, con che devrsi intendere che sia indeterminata il numero 
de' sistemi di velori delle Incognite, proprii a verilirar le equazioni. 

Se poi il naroero delle incognite è inferiore a 'quello delle eqoaztoni, posson darsi 
due casi, e sono I segoeoli; 

1.° Se le quantità note sono espresse onmerietmente. alldra dopo aver prese tante 
delle equazioni date per quanto sono suiileienti a trov.ire i valori delle inrnginte . 
e metai questi valori nelle equazioni restanti , se queste si riducano da lum sie-se 
ad altrettante idealità, si può dire che queste cquazinni titnistc crino luuiprcse urlle 
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CAIH) IV. 


PROBLEMI DEL PRIMO GRADO 

Regola per mettere in equazione i problemi. 

91. L'eounclalo d’UD problema fa sempre con(»cere quali sieno le con* 
dizioni alle quali si debba verificare; cosi che prendendo per le incognite 
de’ valori a nostro arbitrio, potremo verificare se con questi valori riman- 
gan verificate le dette condizioni. Nella massima parte delle questioni , che 
al dominio dell’algebra van soggetto, rarcennata verifica consiste in que- 
sto, cioè, che dopo aver eseguite talune operazioni su i valori delle inco- 
gnite e su le quantità date , debbesi pervenire ad una o piu eguaglianze. 
Bene inteso questo principio, e rappresentando le incognite con lettere, po- 
traa formarsi delle espressioni algebriche , nelle quali si trovino indicate , 
mercè i segni stabiliti , le operazioni di calcolo a farsi , tanto su le inco- 
gnite, che su le quantità date, perchè si giunga a trovare in fine le quao> 
tità che deggiooo essere eguali ;■ e quindi riunendo col segno d’eguaglianza 
coleste espressioni, s’ avranno una o più. equazioni ohe dovranno esser ve- 
rificate quando in luogo delle incognite si pongono i veri valori di queste 
ignote. Per contro , quando tutte le condizioni del problema saranno state 
espresse mercè le equazioni, si sarà certi ebe i valori delle incognite, che 


prima , o erin eonsegoenza delle prime , ed i valori trovali per le incognita eosti- 
mlseooo no sistema unico e determinato ; ma se la dette equazioni rimaste non si 
ridneooo ad ideotitè, dietro l'indicata sostituzione, allora si dirà che è del mito im- 
possibile la risolnzione delle proposte equazioni. 

3.* Qnando pei le quantità nota, e che fanno da coelBeienti alle Ineogoite , sono 
letteralmente espresse, in modo che il loro valore puh essere ad arbitrio fissato, al- 
lora, operando come nel caso precedente, le equazioni rimaste, fattavi la sostitu- 
zione dei valori delle incognite dedotte dalle prime equazioni, come innanzi è detto, 
conterranno soltanto le quantiià note e letterali ; e poiché col dare valori arbitrarli 
a queste lettere si può giungere a renderle identiche, cosi si dice che io .questo caso 
la risoluzione delle equazioni date è piti eh» determinala, e che vi sono delle equa- 
zioni di eondiaioiti, verificate le quali, la risoluzione si rende determinata. 

Per dichiarar con un esempio il secondo di questi casi paniamo che s’ abbiano 
le equaaiuni 



fl = 

a'x+b>y=c', 

a"x+b"y=e>/, 


Ricavandosi i valori di a e di 9 da due qualunque di queste tre equazioni, e po- 
niamo dalle (1) e (3), con uno qualunque de' tre metodi di eliminazione dall’ A. spie- 
gati otterremo 

eV — be' a& — col 

'' ^~ab' — boi ^ aV — ba!' 


e messi questi valori nella (3) ne risalterà, dietro la sparizione dei deneminalori, 
« riportando tutto nel primo membro 

a"{cy — bc')-\-b"{ac'—ca') — c"(oà' — àa') = 0, 

ed è questa appunto l’ equazione di eondiiiona che deve verificarsi Ira i coefficienti 
delle proposte equazioni, perchè il sistema (t) sia unico e dcictffliaaio, e non Tcri- 
ficaodosi satà pià che determinato. 
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soddisfeninno a queste equazioai, dovranno soddisfare eziandio all’ eounzia* 
lo del problema. (44) 

Da ciò si fa chiaro rostitnire le convenzioni dell’alf^ebra un vero linguag* 
ffìo, nel quale si può tradurre rennnciato d’un problema, e rappresentar 
fedelmente le relazioni di grandezza che han tra loro le quantità note e le 
incognite. Nello stabilire queste relazioni per via di equazioni consiste ap- 
punto quel che mettere il problema in equazione , o tradurre il problema 
in linguaggio algebrico s' appella, e le riflessioni precedenti serviran di gui- 
da a poter conseguire questo scopo. 

Dette riflessioni possono ancora esser formolate nella seguente regola ge- 
nerale : dopo <f avere ecelto la quantità o le quantità che $' assumono per 
incognite, ei rappresentano queste quantità con lettere , e quindi e’ indicano, 
eoi segni algebrici , le operazioni che dovrebbonsi eseguire per verificare i va- 
lori delle incognite, qualora essi fossero noti (iS). 

A bene intendere I* utilità di cotesta regola però è d’ uopo che i prin- 
cipianti la vadano applicando a buon numero di problemi, e solo con un tale 
esercizio potranno essi acquistare un certo che di perspicacia , che loro 
varrà da precetto. 

Avviene tal fiata che una questione presenti , a primo aspetto, un numero 
d’ incognite maggiore di quello che effettivamente sien necessarie, e talvolta 
ancora queste si riducono ad una soltanto. Quest’ ultimo caso, per esempio, 
si presenta quando si riconosce, da bel principio, che trovata che sia una 
delle incognite , le altre potranno immediatamente ottenersi con semplici 
operazioni, quali sono l’addizione, la sottrazione, ec. , e ciò meglio si ve- 
drà in taluni problemi, che qui appresso ci faremo a trattare. 

Esempi di problemi ad una sola incognila. 

92. PaoBLEMA I. Trovar due numeri tali che la loro somma sia eguale a 
e la differenza sia 10. 

Si assuma per incognita il maggiore de’ due numeri cercati, e lo si rap- 
presenti con x; quindi, osservando che la differenza de’ due numeri cer- 
cali dev’ esser 10, ne segue tosto che il più piccolo di questi numeri sarà 
X — 10. Or la somma di essi deve formar 56, dunque deve porsi 

x + x — 10 = 56. 

Messo cosi il problema in equazione, deduciamo successivamente 
2x = 46, ar = 23-, 

laonde il maggior numero cercato è 23 ed il minore è 23 — 10, ovvero 13. 
Col fatto si ha 25-1-13 = 36 

Soluzione genebale. Lo stesso problema può essere enunziaio io termini 
geneiali al modo qui appresso 

Trovare due quantità delle quali ti conoscono la somma e la differenza. 

Non essendo precisate in numeri particolari la somma e la diOeienza , 
rappresenteremo la prima con a e la seconda con 6 , e continuando a rap- 
isi) Fino id nn certo ponto é veri questa eonclasione, né può dirsi tale in moda 
assolalo, come si vedrà appresso. 

(45) S' inieoda già che ooo solo le ignota si rappresentano con lettere , potendo 
fare altreitaato eoo le quantità nule, solo che queste si rappresentano con le prime 
Irtiere dell* sirabeto, e quella con le nllime; anzi talvolta le quantità note son data 
Imieediatameuie in lettere. 
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presenUr con r la ma|^iore delte due quantità cercate, la minore verrà 
espressa da x — 5 , e l’ equazione del problema sarà 


x^"X ò ~ ~ • a , 

donde successivamente si trae 

3x = a+5, 

a-Ì-6 



Quest’ espressione è quella della parte maggiore , e volendo da essa rica- 
varne la minore , converrà togliere b , e si avrà 


X — fi = 


o-t-fi ^ a+b — 25 a — h 

■"i " i i“' 


Le due parti cercate pertanto sono espresse dalle formole seguenti : 


X = ’ 


a-\-b 


ar — 5 = 1HLÌ 


le quali potendo» scrivere ancor cosi : 


a ‘ b a 

X — a + a,X — 0 — a — 


2’ 


ci forniscono la regola cbe segue : conoscendo la sommo e la iifferenxa di 
due fuoMlild, la maggiore i uguale alla metà della tomma più la metà ddla 
differenza, e la minore e uguale alla metà delta tomma meno la metà della 
differenza. 

Prendendo 56 per somma e 10 per differenza , troveremo ■ 

, 56 10 

quantità maggiore = yf ^ = 18-1-5 = 25 , 


quantità minore... = ^ — -^ = 18 — 5 = 15. 

e sono questi i valori che convengono all’enunziato particolare primamente 
trattato (16). 

93. Pboblema II. Due fontane vertano uniformemente acqua in uno eletto 
bacino, e ti conoice il tempo che ciatcuna, vertendo tola, impiega a riem- 
pirlo. Si domanda quanto tempo impiegheranno a riempire il detto bacino , 
vertendo timultaneamente entrambe.'’ 

Sia a il numero delle ore che impiega la prima fontana per riempire il 


(46) Si noti tneor qui il poiillvo vantaggio che dal trattar con simboli geserall 

10 questioni nnmeriche ci (iene. E per vero IraUalo il problema coi dati particolari 36 
e IO siam giunti ai risollamenli 23 a 13 che non vediamo in che modo dalle qaae- 
lilà date sien ‘composte ; laddove cbe iodicaodo, in generale con a e b la somma 
e la difereoze dau giungiamo a due formolo che comprendono la legge delle eom- 
posiiione della quantili incognite, qualunque poaaano eaaere le loro somma a la loro 
differenza ; né aismo perciò piò obbligali a ripetere gli alesai ragionamenti e le 
stesse operazioni, che una volta sono state fatte, ogni qualvolta la somma e la dif- 
ferenza aieoo di loti’ altri valori che quelli dati nel caso particolaro in cui i stato 

11 problema risoluto. 
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bacino , quando Bersi essa stia ; sia parimente 6 il tempo che impiega la 
seconda nelle stesse circostanze, e sia x il tempo che è necessario per riem- 
pir la vasca, quando le due fontane versano nel tempo stesso. 

Se il tempo x fosse noto , e se ne volesse far la verifiea , bisognerebbe 
cercare la quantità d' acqua che in questo tempo scaturisce dalla prima 
fontana, la quantità d' aixiiia che nello stesso tempo scaturisce dalla secon- 
da , e queste due quantità prese insieme si dovrebbero trovare eguali al 
volume della vasca. 

Posto ciò si prenda per unità di volume la capacità della vasca, e cosi 
le quantità d’ acqua versate dalle due fontane nel tempo x saran date dai 
quarti termini delle proporzioni seguenti 



e poiché queste due quantità debbono, insieme , eguagliare la capacità 1 
della vasca , cosi s' avrà l' equazione 


donde si trae successivamente 

bx+ax = ab, x = -^^, 

’ a+b 

Volendo applicar queste formole ad un caso particolare, poniamo che il 
tempo che impiega la prima fontana , versando sola , per riempir la va- 
sca, sia di 1.°^ e quello della seconda fontana sia in tal caso 

sarà a = l|, £ = 2;, e fatta questa sostituzione nella formola prece- 
dente , che dà il valore di x , avremo 

- _ Li±* i _ i±i_ ?! _ 1 
ì+i *0* 

94. Problema. Vn padre dispone nel suo testamento che sulTasse che egli 
lascia, il primogenito de’ suoi figli, abbia <f avere una somma a, più la n"* 
parte del resto; il 2.°, tolta la porzione del primo, abbia a prevalere una 
somma 2a, più la n“* parte del resto; il 5.*, tolte le due porzioni prece- 
denti, debba prendere una somma 3a, più la n*” parte di quel resta, e cosi 
appresso. Con queste condizioni l’intero asse rimane egualmente diviso Ira 
gli eredi : si domanda quanta è questa parte comune , e quanto il numero 
de' figli. 

Sse l’asse paterno fosse cognito, si potrebbe facilmente formar la por- 
zione del primo de' figli, la quale, secondo le condizioni del problema, sa- 
rebbe pur quella di ogni altro ; e dividendo in seguito f intero asse per 
questa porzione , il quoziente sarebbe il numero de' figli. Dietro questa 
considerazione, prenderemo per ignoto, I’ asse paterno. * 

Inoltre supposto già noto il valore di quest' incognita e volendo farne la 
verillca , convcn’cbbe formar le porzioni di ciascuno de' figli , secondo la 
legge espressa nell’ ennnzìato, allora, giunti all’ ultima porzione, si dovrebbe 
trovare esaurito l' asse, e tutte le porzioni dovrebbero risultare uguali-, ma, 
appunto per quest’ ultima condizione , è manifesto che la sola condizione 
d' eguaglianza tra la prima porzione e la seconda, algebricamente espressa. 
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f; sofllolonle a determinare il valore deirinon(;nita, e rosi determinato que- 
slo valore , resta solo a vcrifìcare se le altre condizioni restano soddisfatte. 

La soluzione di questo problema , considerato in tutta la sua generalità, 
potendo parer ditlicollosa , la tratteremo primamente , facendo uso di nu- 
meri particolari; e poiTemo, per esempio che il primo de’ figli debba pre- 
valere tuir asse paterno una somma di 1000 franchi più il giùnto di ciò 
che retta ; il 2/, tolta la porzione del primo abbia da prendere 2000 fran- 
chi^ più il guinto di quel che resta, e cosi appresso. 

Dinoti X r asse paterno, e toltine 1000 franchi, il resto sarà x — 1000; 

si che la porzione del primo figlio sarà 

• • « 

X— 1000 iOOp-f-r . . 

lOOOH 1 :; , ovvero — ^ — .... 1.*" porzione 

t> 0 


Tolta questa prima porzione dall' intero asse x , rimane un altro numero 
di franchi , espresso da 

iOOO-i-x bx — 4000 

ovvero 

. b ’ 5 

da dividersi tra il rimanente degli credi. E poiché il secondo debbe pren- 
dere 2(XK) fr. su questo resto , più il quinto di ciò che rimane toltine i 
2000 fr. , e questo resto è diuobto da 


— 2000, ovvero 


rosi la porzione del secondo sarà espressa da . 

4r— 14000 . 36000-1.4X ... 

2000^ — ossia — 2.« porzione. 

2o 2o 


Senza più inoltrarsi nella ricerca delle espressioni algebriche delle rima- 
nenti porzioni , possiamo fin da ora formar l' equazione , che determina 
r incognita , essendocché , secondo l’ enunziato tutte le porzioni debbono 
essere uguali , e perciò anche la prima eguale alla seconda. Pertanto avre- 
mo r equazione 

r, 1 4000-J-.r 56000-f-4x 

L»J — 2 ^, 

donde si trae 

X = 16000 , 

e ponendo questo valore nell’espressione della prima parte, ti ottiene per 
valore di questa prima porzione 

4000-1.16000 
IL 4000 , 


Laonde l’asse é di 16000 fr., e il numero de* figli é il quoziente di que- 
st’ asse per 4000 , cioè è 4. 

Qui si presenta un’ osservazione importante a farsi , ed è quella che il 
valore di x è stato dedotto dall'equazione (I), la quale esprime solo che 
la prima e la seconda parte sono eguali, e però rimane ad assicurarti se 
fourcy Algebra. 9 
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con lo stesso valore di x risultino ancora eguali a 4000 fr. ciascuna delle 
altre due porzioni. Or , togliendo dall' intero asse le due prime porzioni, 
che formano insieme 8000 fr., rimangono altri 8000 fr., dai quali toltine 
5000 e a questi aggiunto il quinto del resto, devesi avere per la porzio- 
ne del terzo de' figli anche 4000 fr. ; il che si ha col fatto , perchè 


3000+ - 


8000 — 3000 


; 3000+1000 = 4000 


ToHi in fine da 8000 fr. questa terza porzione , restano 4000 fr. senza 
alcun resto, e però la porzione del quarto figlio sarà, come ciascuna delle 
altre tre , eraale a 4000. 

Facciamoci ora ad esporre la soluzione generale del problema*, e conti- 
nuando tuttavia a dinotare con x l' asse paterno , avremo per 


!.■• porzione = a+ 
la quale tolta dall' intero asse dà per resto 


X — o 


X- 

X — a 


-a . (n — 1) fx— fl), 
, ossia i • 


quindi si avrà per la 


2.» porzione 2a+ 


(n — t) (x — o) — Sali 


n* 


Laonde , eguagliando la prima alla seconda porzione , si formerà l' equa- 
zione : 

X — a . (w — 1) (a* — g) — 2an 


o+- 


= 2a + 


n* 


la quale , (alti sparire i denominatori diviene : 

an*+nx — an= 2an’+nx — x — an+a — 2nn , 


e quindi s' avrà per valore deli’ asse paterno 

X = on’ — 2au+a, ossia x = n(n — 1)*. 

Trovato cosi il valore di x s'avrà tosto quello della porzione del primo 
figlio , la quale sarà pur quella di tutti gli altri , e si otterrà sostituendo 
nell'espressione della 1.*» porzione il precedente valore di x, con che 
s'ottiene 

porzione di ciascun figlio =a+ — ^ 


an*— 2fm+(j — a 

— 0 + 

n 

= a+an — 2a = a(n-— I). 
Dividendo da ullimo T asse totale per questa porzione , avremo il 


numero de' figli = n — 1. 


Aucor qui si presenta la stessa osservazione fatta sul caso particolare 
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precedeolemente trallato ^ cioè che il trovato valore di x rende eguali , 
è vero la prima e la seconda parte *, ma non possiam dire che esso renda 
eguali ancora tutte le porzioni , come è condizione del problema. 

Volendo pertanto assicurarsi di ciò , sì tolga dall' intero asse o(n — !)■ 
b porzione del primo figlio , c s’ avrà per resto 


o(n — !)• — o(n — 1) = a(n — 1) (n — 1 — 1) = o(i» — 1) (n — 2) -, 

e quindi la porzione del secondo sarà 

fl(w.— t) (n — 2) — 2g n(w — t) (n — 2)-|-2g(H — t ) 

o(n-t)(n-2+2) , 

= =o(n — 1), 


2 «+ 


cioè sarà eguale a quelb dd primo , come dovca risultare. 

Togliendo ora dall' intero asse le due prime porzioni , si ha per resto 

fl(n — !)• — 2n(n— l) = a(n — 4)(«— i — 2)= o(n — 1)(«— -3)i 
e quindi la porzione del terzo sarà 

a(n — 1)(n— 3)— 3o a(n— t) (n - 5)+5rt(« — 1) 

3a+ = ^ 

«(„_l)(n_3+3) 

= <tC" — ^)> 

cioè essa è ugnale a cbscuna delle due precedenti , e perciò , togliendo 
dall’ asse paterno coteste tre porzioni , il resto sarà 

o(n — t)’ — 3o(» — 1) = o(n — 1) (n — l — 3) = a(n — 1) (n — i). 

Continuando il calcolo col medesimo procedimento dinanzi tenuto , age- 
volmente si scorge che anche ciascuna delli! porzioni riinaneiiii risulterà 
eguale ad a(n— i); e quindi è chiaro ancora che dopo aver cohiposle 
n — 1 porzioni si dovrà trovare esaurito l'asse*, imperciocché la somma 
di tutte queste porzioni sarà a(« — 1) (n — 1) ovvero o ( n — 1 )* elio 
è appunto l’asse paterno. 

Potrà blnno incontrar diflicollà nell’ intendere che il calcolo ulteriore deb- 
ba sempre condurre al medesimo valore per porzione di ciascuno de’ figli 
restanti-, ma calcolando eflcllivamente qualulie altra porzione, non si tarderà 
a scoprire la legge , secondo la quale le riduzioni si eseguono. 

Ciò non pertanto , ecco un ragionamento valevole a dissipare qualunque 
dubbio. Ammetl amo che il calcolo eseguilo sino ad una certa porzione ab- 
bia dato sempre lo stesso valore per le porzioni precedenti , dalla prima 
sino a queste, e cercliiamo d'indagare se le porzioni che vengono appresso 
rÌ!,ullino pur esse dal medesimo valore di quelle che precedono. Dinoti k 
i I numero delle porzioni gi.à calcolale, e ciascuna delle quali ha per valore 
o(n — t e togliendo dall' intero asse la somma di tutte queste purziuiii, 
uttìcnsi per resto 

<i(tj — 1)' — ku{n — 1) = o(n — t) (u — 1 — ft). 
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e quiuJi il valore dulia porzione segueute sarà 


(» + !>.+ 

_ e(n - <) (n - < - *)+<>+<) (« - 0 
_a(n-\)(n-'l-k+k+ì) 


cioè sarà quello stesso di ciascuna delle porzioni precedenti. 

Ur & è un numero intero qualunque, quindi se si fa Assi, si conchin- 
derà che la seconda porzione è uguale alla prima ; se si fa à = 2 si con- 
chiuderà che la terza porzione è uguale a ciascuna delle due precedenti , 
e cosi appresso. Laonde tutte le porzioni sono eguali (47). 


Eumpii di problemi a più ineognite. 

93. Pboblbma. IV. Vn iiùraprenditore ha fagaio iQìi franchi per 11f gior- 
nate di lavoro di muratore e 10 giornate dt lavoro di manovale; in un’al- 
tra circoMlanza ha pagato 84 /r. , ma le giornale del muratore eran 10 e 
quelle del manovale 17, In entrami i casi il prezzo delie giornate è etalo 
lo stesso ; si domanda quello della giornata del muratore e quello delle gior- 
nate del manovale. ' 

Dinotando con x il prezzo della giornata del muratore e con g quello 
della giornata del manovale, il muratore, nella prima circostanza ha gua- 
dagnato 17a; franchi, ed il manovale lOy fr.-, nella seconda circostanza, per 
contrario, il muratore ha guadagnato lOa; fr. e il manovale 17y, laonde, 
in virtù dell’ enunziato , avremo le due equazioni simultanee : 

17ar+ 10tf=105, 

40a: + 17y= 84, 

per risolvere le quali si potrà fare uso d’ uno qualunque de’ tre metodi di 
eliminazioni innanzi dichiarati. 

1.* Col metodo per comparazione si avrà successivamente: 

105 — ilx 84 — lOa: 


103— 17a; 84 — lOx 

10 ~ Ì7 ’ 


1785 — 289x = 840 - lOOx, 
1 OOx — 289x = 8 10 — 1 783, 
— 189x = — 945 , 



47) Bastavi incora enervare che l’espressione a(n — 1) dinotante la porzione 
nell ordine à + 1 non contiene k, ovvero , come suol dirsi i indipendsnie da * • 
perciò rimao sempre la stessa sia Assi, à=2, 4 = 3, ec. 
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e ponendo questo valore di x nella prima espressione di y , s’ avrà 


lOS — 85 



Pertanto il prezzo della giornata del muratore era di 5 fr., e quello de^ 
la giornata, del manovale di 2 fr. 

2.“ Col metodo per totiiluxiom , prendendo il valore di y dalla prima 
equazione e sostituendolo nella seconda , ottiensi 


t05 — 17a: 

» = — iF-> 

100x+ t'JSS — 289x = 840 , 
— 489a; = — 945, 

945 

®~489~ 


e quindi s' avrà pure qui , come col metodo precedente 

105 — 85 

.y=— 


3.* Adoperando finalmente il metodo per riduzione , e volendo elimina- 
re y , si moltiplicherà la prima delle equazioni proposte per 47 e la se- 
conda per 40 e si sottrarrà la seconda dalla prima : cosi s’ avrà 

289x — 400* = 4785 — 840 , 

489* = 943 , 



Volendo inoltre eliminare *, si moltiplicherà la prima delle equazioni date 
per 40 , e la seconda per 47 , e quindi sottraendo s' otterrà 


289y — 400y = 4428 — 4030 
189y = 578 , 



Avrebbesi potuto altrimenti trovar questo valore di y, col soslHnire, cioè, 
il valore * = 5 in una delle equazioni del problema, nella prima, per esem- 
pio, il che avrebbe dato 83 lOy = 405, donde y = 2, come qui innanzu 
96. Pbozlema V. t/na persona postiede un capitale che mutua ad un* 
certa ragione interesse. Un' altra persona postiede 40000 fr. di più che 
la prima, e mutuando il tuo capitale ad una ragione maggiore d un’ unità 
dt quella della prima, introita una rendita che supera di 800 fr. quella 
della prima persona. Una terza persona postiede 43000 fr. di più che la 
puma , mutua il suo cantale ad una ragione , che supera di due unità 
quella alla quale mutua il primo possidente, e ne Irne una rendita che su- 
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pera di 1500 fr. quella di queeV ultimo Si domanda conoteere il capitale di 
ciascun possedente e la ragione d interesse che gli corrisponde. 

Dinoti X il capitale del primo possidente cd y la ragione d‘ interesse , 
che gli corrisponde. Allora il capitale del secondo verrà dinotato da x+lOOUO 
e la ragione d’ interesse corrispondente da y + 1 -, e quello del terzo da 
X 4- 15000 , con una ragione d’ interesse espressa da y + 3. 

Posto ciò le rendite rispettive si troveranno con le tre proporzioni seguenti 


100:*:;y 


too’ 


100 : x+ioooo : : i : 

100 : x+i5ooo::y+2: 


Or la seconda persona, per condizione del problema, ritira 800 fr. di più 
che la prima , c la terza 1500 fr. di più , dunque avremo le due equa- 
zioni seguenti : 

(x+10000)(y+l) _xy 

100 ~ ^ ’ 

(x+15000K»+2) xt, . 

m + 

Facendo sparire i denominatori , efleltuando le moltiplicazioni , sopprì- 
mendo il termine io xy, comune ai due membri di ciascun’ equazione , e 
passando tutti i termini ignoti nel primo , ed i noti nel secondo membro, 
s' otterrà 

x+10000y= 70000, 

2x-i-15000y= 120000. 


Per eliminare x sarà snflìciente moltiplicare la prima equazione per 2 e 
quindi sottrarne la seconda , il che dà 

5000y = 20000 , donde y = 1. 

In seguito per avere il valore di x si ponga, nella prima delle due equa- 
zioni precedenti , questo valore di y , e s’ avrà 

x-i-40000 = 70000 , donde * = 30000. 

Perlanlo il capitale del primo possidente è di 30000 fr. , e la ragione 
(V interesse è del 4 per 100*, quello del secondo possidente è di 40000 fr. 
e la ragione d' interesse è del 5 per 100 *, in fine il capitale del terzo pos- 
sidente è di 45000 fr. , e la ragione d’ interesse è del 6 per 100, 

97. Piioiii,i»iA VI. Si son comprati, separatametUe, i carichi di tre vettu- 
re ; il primo conteneva 30 misure di segala , 20 d orso , e dO di grano, e 
valeva 230 fr. ; il secondo conteneva 43 misure di segala, 6 d orso e 42 di 
grano, e valeva 438 fr. ; ti terso finalmente conteneva 40 misure di segala, 
3 d orso e 4 di grano, ed è costato 73 fr. Si domanda il presso rispettivo 
di coteste tre biade. 

diuut'uio con X il prezzo delia segala, eoo y qucUo dell'orzo, e coox 
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quello del grano ^ secondo le condizioni del problema avremo le Ire equazioni 

30jr+20y-J-10s = 250 , 

15x+ 6^+125=158, 

10*+ by+ ■4**= 75, 

Le prime due di queste equazioni possono essere ridotte a Torma piìi 
semplice, dividendo la prima per 10 e la seconda per 3: cosi avremo in- 
vece il seguente sistema 

3*+2y+ a = 23, 

5*-j-2y+4z= 40, 

10*-Ì-oy+4* = 75 

Eliminando ora, col metodo di riduzione, la a tra la prima dì queste equa- 
zioni e le altre due , otterremo 

7*+6y = 46, 

2*+3y = 17; 

cd eliminando parimente y tra queste due equazioni , s' avrà 
. 3x= 12, donde x = 4 . 

Ponendo ora questo valore nella seconda delle precedenti due equazioni , 
verrà 

8+3y = 17, donde y = 3. 

E Gnalmente ponendo questi valori di a; e di p nella equazione 3x+2y+x=25, 
olliensi 

12+6+1 = 25, donde ’ 1 = 5. 


Pertanto il prezzo della segala è di 4 Tr. , quello dell’orzo di 3 Tr. e 
quello del grano è dì 5 fr. per misura. 

08. Pboblema vii. Un ujptiale, che comanda Ire compagnie, F una di 
Scizteri, F altra di Srevt, e la terza di Sassoni, vuol dare un assalto con 
una porzione delle sue truppe, ed ha l’ incarico di dividere 901 scudi tra i 
soldati delle tre compagnie. Questi convengono che ciascun soldato che va al- 
F assalto Mia ad avere uno scudo, e i rimanenti scudi Miano a dividersi 
egualmente tra il rimanente dei soldcUi. Con questa condizione si trova che 
se F assalto lo danno' gli Svizzeri, ciascun soldato delle rimanenti due com- 
pagnie ha da avere mezzo scudo { se F assalto lo danno gU Sveni, il resto 
de' soldati riceverà un terzo di scudo; e finalmente se F assalto vien dato dai 
Sassoni, ciascun soldato delle altre due compagnie avrà soltanto un quarto 
di scudo. Si domanda saper gli uomini di ciascuna compagnia. 

Sia X il numero degli Svizzeri , y quello degli Svevi , e i quello dei 
Sassoni . 


Or andando gli Svìzzeri all' assalto, e ciascun d’essi prendendo uno scu- 
do, si dovran togliere dall’ intera somma 901 * scudi, ed il resto 901 — « 
dev’essere distribuito egualmente tra i rimanenti soldati , che sono y+i, 

e però a ciascuno di questi toccano scudi. Se l’assalto lo danno 

. y+* 

gli Svevi , ciascuno de’ rimanenti soldati avrà ~~ ^ scudi, e finalmente 

z+i 

se io danno i Sassoni a ciascuno de’ rimanenti soldati aspetta ' scu- 

*+y 
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di. Pertanto secondo le condizioni del problema , arremo le tre equazioni 

901 — a; i 901 — y 1 901 — * t 

y+a ~ * ’ «+* ~ ^ ’ «+y ~ ^ * 

le quali , 'falli sparire i denominatori divengono 

2x+ y+ a = 1802, 
j:+5y+ a = 2705, 
a+ = 5601. 

Eliminando s si trova 

x — iy = — 901 , 

* IX ^ *vy — 5601, 

ed eliminando , tra queste , y sì ottiene 

17x = 1505, donde x = 2Cj. .. 

Ponendo questo valore nella prima delle due precedenti equazioni, diviene 
265 — 2y = — 901 , donde y=585. 

E finalmente ponendo questi valori di a; e di y neih prima delle tre equa- 
zioni del problema , s' ottiene 

650-1-583+x = 1802 , donde x = 689. 

Pertanto gli Svizzeri erano 265 , gli Svevi 683 ed i Sassoni 689. 

EfiuifzrJTt di probkmi, 

99. Poniamo qui appresso un elenco di enunziati di problemi da servire 
per esercizio, avvertendo in pari tempo cbe per quelli , che vanno dall'ot- 
tavo al decimonot^, richieggono ima sola incognita. 

Problema Vili. Un padrone promette al suo servo, nel prenderlo al suo 
servizio , dargli 200 franchi all' anno, più un abito. Il suo servo dopo dieci 
mesi rien congedato, e riceve in compenso delle sue fatiche, e secondo il pat- 
io, ItX) franchi e l' abito. Si domanda il prezzo delt abito. Risposta; 10 fr. 

Problema IX. Diofante, t autore del più antico libro iT algebra che ci sia 
pervenuto , passò nella giovinezza il sesto del tempo di siAv vita, e un dodi- 
cesimo nell' adolescenza ; indi prese moglie, e visse in matrimonio pel settimo 
di lutti i suoi anni, più S, dopo il qual tempo ebbe un figlio, ol quale so- 
pravvisse per 4 anni, e che giunte sino ad un' età metà di quella del padre. 
Si domanda quanC anni aveva Diofante allordié mori ? Risposta ; 81 anni. 

Problema X. Un padre ha 49 annt e tuo figlio ne ha H. Dopo quan- 
i' anni t età del padre sarà tripla di quella del figlio? Rispositi: do|w8anni. 

Problema XI. Un padre lascia quattro figli e8600fr., e dispone nel suo 
testamento , che la por none del, primo nato esser debba Tioppia di quella del 
secondo , meno 400 fr, ; quella del secondo sia tripla di quelht del terzo , 
meno 200 fr. ; e finalmente quel^ del terso sia quadrupla di quella del quar- 
to , meno 300 fr. Si domandèi sapere la jmrzwne di ciascuno^ Risposta : 
il 1." figlio ha 1900 fr. ; il 2.* ne ha 2500 -, il 5.* ne ha 900, e il l.% 300. 

Problema XII. Un padre dispone con suo testamento che il suo asse sia 
diviso fra suoi tre figliuoli, nel modo qui appresso, il primo mito deve ave- 
re la metà dell'intero asse f diminuita di SOOO fr, ; il eecondo deve avere 
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la tersa parte delt aste , diminuita di 2100 fr. ; il terso finalmente deve 
arere il quarto delC aste , nuno ViOO fr. Quìal’ era quest’ asse , « quali le 
porzioni di ciascuno dei itisposta: J’aiW era di 86400 fr.j i4 {.‘figiio 
doveva avere 40200 fr. -, il 2.» 20400 -, il 5.* IIWOO. 

I'rodlbm.a Xlll. Ad un corriere ^ che faceva li leghe ogni 2 ore, dopo 9 
ore da che era partito da Parigi , fu si edito appresso un altro corriere , 
che faceca H leghe ogni 3 ore. Si domanda a che distanza da Parigi ha il 
secondo raggiunto il primo corriere ? Risposta : a 70 leghe e 

Problema XIV, Un orinolo segna mezzogiorno , e t due indici , perciò , 
coincidono. Si domanda a che ora altra avverrà la prossima coincidenza. 
Risposta : ad 1' S' 

Problema XV. Un numero è composto di tre cifre; la somma di tutte e 
tre é 13; la cifra delle unifd è tripla di quella delle centinaja;ed aggiun.. 
gendo393a questo numero , s’ ottiene per somma lo stesso numero rovescia- 
to. Si domanda quaf i desso questo numero ? Risposta : 256. 

Problema XVI. Una persona , che ha delle monete in ambe le mani, ne 
prende una dalla destra e P aggiunge a quelle della sinistra, con che si tro- 
va un egual numero di monete nelle due mani. S- ne aresse, invece, preso 
una dalla sinistra per aggiungerla a quella della destra ; m questa ii nu- 
mero delle monete sarebbe divenuto doppio di quelle contenute nella sinistra. 
Quante mortele aveva quella persona tn ciascuna mano da principio Riapo- 
sta ; 8 nella sinistra e tO nella dritta. 

Problema XV’ll. [Ina volpe viene inuguita da un levriere a 60 salti di 
distanza; la volpe fa 9 salti mentre il levriere ne fa 6, ma 3 salti del le- 
vriere valgono per 1 di quei della volpe. Si domanda quanti salti deve fare 
il levriere per raggiungere la volpe ? Risposta ; 72 salti. 

Problema XVIII. Si hanno 32 chilogrammi A acqua di mare, la quale 
contiene i6 ettogrammi di sale; si vuol sai/ere quanl' acqua dolce debbesi alla 
salata aggiungere , perché 32 chilogrammi della nuova miscela contengano 
soli 2 ettogrammi di sale? Risposta: 221 nhilogrummi. 

Problema XIX. Da una vasca piena d acqua , può questa uscire da due 
differenti luci. S' apre una di queste luci e si fa uscire un quarto dell' ac- 
qua nella vasca contenuta ; indi s' apre la seconda luce e si fa sgorgar F ac- 
qua per entrambe. La vasca così si vuota impiegandovi J <f ora di più del 
tempo eh' è stato necessario alia prima luce per versare il quarto dell’ in- 
fero volume d acqua. Se fin da principio le due luci avessero versato simuh 
tancamrnle, la vasca si sarebbe vuotata un quarto d’ ora f>rima. Si dotiuinda 
supere il tempo che sarebbe necessario alla prima luce per vuotare , da se 
soia, l’intera vasca. Risposta: 4 ore. 

Pro ilema XX. t/n mulo ed un asino portano de’ carichi d un certo nu- 
mero di quintali. V asino dice al mulo ; non manca al mio carico che un 
quintale del tuo, perchè esso diventi doppio del tuo carico. Il mulo rispon- 
de .■ e se al mio carico aggiungi un quintale del Ino , il mio diventerà tri- 
plo del tuo. Si demanda il numero di quintali di ciascun carico. Risposta: 
il mulo porla 2 quintali e 4, e l'asino 2 quintali e j 

Problema XXI. Due persone debbono , insieme , pagar 870 franchi , ma 
nesmtna delle due possiede tutta intera questa srmtna. La prima dire alla 
seconda: aggiungi alla mia i ^ della tua somma e pagherò io li 870 fran- 
chi} e f altra risponde sodJisferò io solo il debito intero se alla mia ag- 
giungi i '4 della tua somma. Quanti franchi aveva ciascuno ? Risposta ; il 
primo debitore possiede 6(J0 Ir., e 45.5 Ir. il serondo. 

Problema XXII. Un signore incontra per eia de’ poveri, t vuol dare 2.7 
Fourry Algebra. 10 
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fftUenmi a ciatcun»i ma $' avvede che per far ciò gli mancano 10 cenleri- 
mi. A,Uora si propone di dare 20 centesimi a ciascuno ^ e cosi facendo gU 
acansano 23 centesimi. Quanta moneta aveva egli il signore^ e quanti erano 
i poveri F Risposta : Il signore aveva i fr. 25 c. , ed i poveri eran 7. 

Problema XXIII. Vno zio dispone nel suo testamento che ciascuno de' suoi 
nepoti abbia ad avere 12000 fr. , e ciascuna delle sue nipoti ne abbia ad 
avere 9000, sulC intero asse di 120000 fr. eh' ei lascia. Con questa dispo- 
sizione l' asse rimane del tutto esaurito. Se , per contrario ciascuna nipote 
avesse avuto 12000 fr., e ckucun nipote 9000, sarebberu avanzati 9000 fr. 
Si domanda sapere il numero de' nipoti e quello delle nipoti. Risposta: 7 ì 
maschi e 4 le femmine. 

Problema XXIV. Ire fratelli han comprata una vigna per 2000 fr. Il 
terso di essi dice che avrebbe egli fatta da se questa compra se il secondo 
gli avesse dato la metà del suo denaro; il secondo dice egualmente che avreb- 
b' egli fatta la compra, qualora il primo gli avesse dato il terzo del suo de- 
naro; ed in fine il primo dice, che gli manca il quarto del denaro del ter- 
zo per poter fare aa se solo la detta compra. Quanti franchi aveva dascu- 
ttoF Risposta: il 1.” avea 1680 fr., 1440 fr. aveva il secondo e 1280 ne 
aveva il terzo. 

Problema XXV. Un individuo, che ha preso l’ incarico di trasportar dei 
vasi di porcellana , ha patteggiato di pagare per ciascun vaso eh' ei roiàpe 
altrettanto per quanto riceve per ogni vaso che trasporta sano. 

Da prima gli si danno a trasportare 2 vasi piccoli, 4 mezzani e 9 gran- 
di ; ei rompe i mezzani , e trasporta gli altri ed ha 28 fr. 

In seguito gli si consegnano 1 vasi piccoli, 3 mezzani e 3 grandi ; rompe 
questa seconda cotta i grandi e riconsegna sani • rimanenti e riceve 3 fr. 

Finatmente in una terza volta gli si danno 9 vasi piccoli , 10 mezzani 
e 1! grandi ; rompe tutti questi ultimi , e riceve soli 4 fr. 

Si domanda il prezzo del trasporto cTun vaso di ciascusut grandezza. 

Risposta : il prezzo è di 2 fr. pe* piccoli , di 3 fr. pe’ mezzani , e di 4 
fr. pe' grandi. 

CAPO V. 

interpetbazionb ed oso delle qdantita’ negative ne' problemi. - BOLLA im- 
possibilita' E LA INDETERMINAZIONE NEL PRIMO GRADO. — DISCOSSIONE DI PRO- 
, m 0 

^ BLEMI. — 90 I SIMBOLI ® o"' — OSSERVAZIONI BOLLE EQUAZIONI CONTE- 
NENTI l' INCOGNITA ne' DENOMINATORI. 

hUerpetrazione ed uso delle quantità negative ne' problemi. 

100. Per non arrecare imbarazzo ai principianti, abbiamo nelle questioni 
precedentemente trattate, messe da banda talune particolarità degne d'os- 
servazione, e che possono occorrere nelle equazioni c ne’ problemi del pri- 
mo grado. Proponendoci ora di trattarne nel presente capo, diremo da pri- 
ma dell' intcrpetraziuiie e dell'uso delle quantità negative ne’ problemi in 
generale ; e perebè cotesla teoria fosse ben compresa, è mestieri avvalerci 
d' esempi! particolari. 

101. Problima. Un particolare ha impilato un operaio per 13 giorni 
nella state e per 11 nell' inverno , e per ciascuna di queste giornate di la- 
voro nell ini n no pagava 2 franchi di meno che per ciascuna di quelle nella 
state. Kcllu prima occasione ha sofferto l' operaio una diminuzione dtj 22 
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franchi per guasti cagionati , « neth seconda occasione , per contrario ha 
meritalo una grati Reazione di 28 franchi per soverchia cura; intanto in en- 
trambe le circostanze ha ricevuto la medestma somma. Si domanda il prezzo 
d’ una giornata cT està. 

Sia X questo prezzo, e cosi la somma die ha dovuta ricevere l’operaio 
nella prima circostanza viene espressa da ISx — 23. E poiché la giornata 
d’ inverno vale 2 franchi di meno di quella dell' està , cosi ha dovuto ri- 
cevere 17 (x — 2)-f28 franchi nella seconda circostanza. Dunque, in virtù 
dell’ enunziato avremo l'equazione 

[t] ' 17(x-2)-i-28 = 13z — 22, 

dalla quale successivamente si trae 

17x — 54-1-28 = 13x — 22 , 

17x-- 15x = 34 — 28 — 22 , 

4x = — 16 , 

X = — 4 , 

Laonde, volendo rispondere alla questione , converrà dire che il guadagno 
dell’operaio in una giornata d’està è di — 4 fr.. il che non olire alcun 
senso assolato , ed è d’ uopo conchiudere che l’ enunziato racchiuda delle 
condizioni impossibili. 

Per dichiarare cotesta conseguenza , osserviamo da prima che i cangia- 
menti operati sull’ equazione [1], per arrivare al risultamento x=. — 4, 
sono legittimi , nè alterano per conseguenza l’incognita-, ma quest' ultima 
equazione è verificata da x = — 4, dunque ancor la [1] debbe rimaner 
verificata dal medesimo valore. 

Osserviamo , in secondo luogo, che se v’ esiste un valore di x, il quale 
convenga alta questione, esso deve necessariamente verificar l’equazione [1]; 
e poiché questa verifica non può aver luogo se non mercé un valor nega- 
tivo , devesi con ragione conchiudere esser la questione impossibile. Or 
appunto perchè il valor negativo x = — 4 deve verificar l’equazione [1], 
che è l’espressione immediata delle condizioni del problema, ciò ìndica iii 
qual modo si può modificar l' enunziato in un altro che non racchiuda più 
alcun che d’ impossibile , e che, dopo questa rettifica , ammetterà per so- 
luzione il valore di x già trovato , ma preso positivamente. 

A dichiarar questo fatto pongasi nell' equazione [1] — a; in luogo di x 
cd essa diviene 

[2] 17( — ar — 2)-l-28 = — 13x — 22: 

or sia che sì ponga — 4 nella prima [1] o 4 in questa [2], egli è chiaro 
che devesi giungere al medesimo risultamento , c poiché la prima è veri- 
ficata dal valore xz= — 4, la seconda dev’ esserlo perx=4-, laonde ogni 
questione il cui enunziato sarà espresso dall’equazione [2] avrà per solu- 
zione X =:h. Ma poiché non ve n’ ha alcuna che possa condurre a non 
mettere nel secondo membro che de’ termini negativi, cosi cambieremo tutti 
i segni della [2] e scriveremo invece 

[3] 17 (x-f-2) — 28 = 13a:-J-22 -, 

in questo modo , perchè la questione proposta possa ammettere la solu- 
:;ione x = 4 , sì vede che basta modificarne l’ enunziato cosi : il prezzo 
della giornata di lavoro d’mremo sorpassa di 2 fr. quella del lavoro d’està; 
che la somma guadagnata ne' i3 giorni df està aebbe essere aumentata di 22 
fr., invece d’ esser diminuita-, e che , al ìontrario , la somma guadagnala 
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min giorm d inverno dtbbe $offrirt una diminuzione di SSh.ìwieccd' un 

aumento. In qtie&to modo , il nuovo cnunzialo sarà il se^^uente. 

Un proprietario ha impiegato un operaio per IS giorni nella state , e 
per 41 nell’ inverno, in ciascuno di questi secondi giorni guadagnava f ope- 
raio 3 franchi di i>iù che tn ciascuno de’ primi. Nella prima circostanza 
ha , pel suo zelo , meritata l' operaio una gratificazione di 22 fr, .) e nella 
Kcónda circostanza , per contrario , ha dovuto scontar 28 fr. , per guasti 
da esso ‘lui cagionali. In ciascuna delle due circostanze ha ricevuto la stessa 
somma : si domanda il prezzo d’ una giornata di lavoro d' està. 

Cosi modificalo Veimnzialo del problema, è ora palese che esso dà luo- 
RO all' eipiazioup [5], la quale amnielte la medesima soluzione « = 4del- 
J'iKpiazioiie [4], e perciò questo valore risolve la questione nel scuso pre- 
ciso del novello euunziato. Ciò che importa osservai^! si è che le quantità 
«late nell’ euunziato priitiitivo son rimaste le stesse, quanto al valore, nel 
nuovo enunziato , ma talune, di esse che erano additivo col primo enun- 
zialo son divenute soUraitive nel secondo , e per contrario. 

102. in generale , se 1’ enunziato del problema esige che l’ incognita x 
^i.^ positiva, e l'equazione dà al contrario un valor negativo x= — a, 
«levesi conchiudere che il problema è impossibile. l*er rettificar l'euunzia- 
to, si sostituisce, nell’ equazione , — x ad x, il che fa cambiar disegno u 
taluni termini -, indi , senza alteimr le quaiitìlà date, si modifica il signi- 
ficato sotto il quale sono stale considerale, in guisa che i cambiamenti di 
segno dell’ equazione corrispondano csaltamente a questo cangiamento di 
zenso. Allora si sarà certi , senza risolvere alcuna nuova equazione , che 
il valor positivo w = a converrà all' ultimo enunziato \ a meno però che 
]irin racchiuda ancora qualche condizione che non si possa esprimere ncl- 
J’ equazione : come sarebbe, per esempio, quella che esigesse che f inco- 
gnita avesse ad essere un numero intero. S’ intende , del resto, che que- 
sta rettifica può farsi in iiiAnili modi differenti, ma convien sempre nel nuo- 
vo enunziato , tenersi , il più che si può , dappresso all' enunziato primi- 
tivo (tó). 

(SS) Questo solo problema sarebbe bastevole • mostrare non esser cosi generala 
ì» proposiiione eoooiitla dall' A sulla fine del parsgr. 91. Abbiamo in effetti ve* 
dolo che il valore x — — 4 tratto dall equazione |l) soddisfa quest’ equazione, ma 
non però il problema , eioò in altri termini non può dirsi che questo valore sia 
quello che deveai dare per riaposit delie questione. Il valore che si ricava da una 
equazione ha sempre la proprietà di soddisfar quest’ equazione , perchè i passaggi 
ebe si fanno sussecnliramente per giungere al rianltameoto finale, che dà il valore 
dell' ini'ognita, non alterano per nulla questo ralore; ma convieo guardarsi dal dire 
che per ciò solo che l’equazione è la traduzione algebrict dell’ enunziato del prò- 
Xlrm.a e quella è soddisfatta dal trovato valor dell’ incognita , debba ancor questa 
soddisfare el problema ; ciò è lecito dirlo solo in generale. E per vero vi sodo tal- 
volta nell’ enunziato alesau del problema talune condizioni, come tra le altre quella 
or meotovata dall' A. , ebe non ci è fatto poterle «spririicre per via di equazioni , 
si che riaolrendo quell’ uuici equazione del problema, che è stato possibile ullencre, 
indij'endcniemente da queste coodizioni , non possiamo asserire d' un tratto soddi- 
sfare il problema quello stesso valore che soddisfa l’equazione, perché polrelihe 
stare che questo valore non verificasse nel tempo stesso quelle altro condizioni ine- 
sprimibili , e che il’ altronde posiono esser necessarie alla ealuziane del prubltma, 
Abbiam detto possono esser necessarie, perchè può bene avvenire talvolta che quelle 
condizioni rislrcttive aleno iontill, e l’esemplo che qui appresso esporremo, iraen- 
dolo dai pregevoli elementi d’ Algebra del rliia. prof u' A ndrea, meglio farà in- 
tendere quanto in astratto abbiamo as-erilo. ^'ia pertanto proposto il seguente: 

I'ROBi.E¥A. Vn oste slabitieee con un cacciatore il lei/uente patto ; darà egli tt 
grani al cacciatore per ogni colpo in cui quelli farà cacciagione, e riceverà 3 grani 
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103. Problema. Pue corrieri partono nello elesto ietante , da due punti 
A e B , posti sulla stessa retta ABX , e camminano per la stessa direzione^ 
verso un punto C, posto al di là di B, rìs/ietlo ad A. Le distanze de’ punti 
A e B al punto C son note , essendo AC = 110 chUometri, e BC = 50 chi- 
lometri. Si sa eziandio che la velocità del corriere , che parte da \ , é di 
do chilometri alf ora , e quella del corriere , che parte da h, è di Ó chi- 
lometri. Si domanda a qual punto delta strada i due corrieri s' «ncontre* 
ranno i’ 


1 1 


1 

1 1 

A B 

i i 

1 1 
1 

IV X 


Poniamo rhe l’ incontro avvenga in R , e sia la distanza CR = x. 1 
ranimini percórsi dai due corrieri saranno AR = 110 — x, BR = 60 — x. 
E poiché il primo fa 10 chilometri all’ ora , il tempo che ci impiega per 

percorrere il tratto AR sarà espresso da —^ 5—1 parimente il tempo che 

per ogni colpo infruttuoso. Dopo 20 colpi il eaeeiatore rieeoe 71 grani. Si domanda 
il numero de'eolpi felici. 

Dinotando con 9 il namcro di questi colpi , quelli in cui il cacciatore non avrà 
fatto cacciagione saranno 20 — x; i primi varranno Sx grani, ed i secondi 3 [20 — x) 
grani, e secondo 1’ eonniiato del problema deve aversi 

(a) Sx— 3 ( 20— x) = 74, 

c da quest’ equazione si ricava 

X = m V4 . 

Onesto valore soddisfà l’ equazione (a), che è la traduzione dell’ ennnziato del pro- 
blema, ma non soddisfà, evidentemente, il problema, perocché non può darsi un 
numero frazionario di colpi Or appunto perché questo numero esser doveva intero, 
e che questa condizione neeeiiaria non si é potuta esprimere algebricamente per 
unirla alla (a), risolvendo questa indipendentemente da qn«lla, non potevamo dare 
per risposta del problema il valore stesso dell’ incognita x — 16 V4 « senza veder 
prima se la condizione inesprimibile era nel tempo stesso verificaia. 

Sia ora dato I altro 

Probi SUA. l/n mercante ha compralo SO canne di tela per un certo prezzo. Kel 
rivenderla, copra una parte di elea ha guadagnato S carlini a canna, e sulla rima- 
nente porzione ha perduto 3 carlini a canna. Il tuo guadagno tolole è stato di 74 
carimi. Si cerca il numero delle canne di ciascuna porzione di tela. 

Dinotando con x il numero delle canne sulle quali ha guadagnato, sarà 20— x 
qnello delle canne sulle quali ha perduto , e secondo I' ennoziato avremo la stessa 
e identica equazione del problema precedente , cioè 

8x — 3 (20 — x) = 74, 

donde si ricava x = lGVz- Ora qui la condiziono inesprimibile algebricamenie non 
era nceeitarva. potendo bene aversi nn numero frazionario di canne, e qohidi pos- 
siam dire che il valore che risolve l'equazione risolve eziandio il problema, il che 
non polevasi dire egualmente del problema precedente che si rendeva impojiiéila con 
quei dati, e questa impossibilità, come ora abbiam veduto, era soltanto relaiiva. 

In una parola, risoluta T equazione del problema , prima di dar in risposta del 
problema, conviene accertarsi se il valore tratto dall'equazione soddisfaccia pure tolte 
quelle altre condizioni che non ci é dato tradurre in linguaggio ordinario. Qualors 
CIO non avvenga converrà eoncbiuderne o rhe il problema sia impossibile, come nel 
nostro esempio, 0 che debba esserne modificato l'enunziato, come nell'esempio ar- 
*^k*^***i,K' fiuantc volte però l'assurdo non derivi da qualche supposizione 

che anbiam dovuto fare per poter mettere il problema io equazione, come si vedrà 
dal ptoblema che va per esporre I' A. 
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impiega il secondo corriere per percorrere il tratto BR sarà espresso da 

ma questi due tempi deblmno essere eguali, perchè partono nello 

stesso istante e in uno stesso istante s'incontrano, dunque avremo l’equa- 
zione 

ttO — a;_ f)0 — X 
^ ^ ~~IÒ 6 ’ 

Moltiplicando i due membri per 50 , a fine di fare sparire i denomina- 
tori , e quindi continuando i calcoli si ha 

350 — 5x = 230 — Sa; , 

5x — 3x = 2ò0 — 350 , 

2x= — 80 , 

X = — 40. 

Ecco ancora qui un valore negativo, ma non si potrebbe però dire es- 
ser lu questione impossibile. È palese, infatti, che il corriere , il quale in 
priiicipìu del viaggio sta dietro , camminando con una velocità maggiore 
di quella del corriere che è innanzi, deve in fine raggiunger questo. Inol- 
tre, nello stabilir l' equazione [4] abbiam sup|Kisto che l'incentro dovesse 
aver luogo in un punto H al di qua di C , e questa supposizione era del 
tutto gratuita*, si che l’assurdità accusata dal risultameiito negativo deb- 
besi attribuire alla nostra supposizione, c non airenuoziato del problema. 

E per vero facendo una supposizione contraria, cioè ponendo che il punto 
di riunione de' due corrieri avvenga in un punlo B' al di là di C , e per- 
ciò mettendo CR=:x, troveremo che l’equazione del problema sarà 
ItO-l-x 50-j-x 

Nè qui bisogna eseguire nuovi calcoli per ottenere il valore dell’ ignota , 
bastando solo osservare che quest’equazione è la stessa [4] quando per x 
si ponga — X-, e poiché questa [4] è verificata dal valore — 40, cosi 
la precedente equazione sarà verificata da x = 40. In colai modo il risul- 
tamento della risoluzione dell’equazione, c’insegna che rincontro de’ cor- 
rieri avviene col fallo ad una distanza di 40 chilogrammi, ma al di là di C. 

Consegue da ciò che l’equazione |^1] darà, in tutti i casi, la soluzione 
del problema , purché il valor negativo di x s’ intenda come da doversi 
portare a dritta del ponto C , ossia , in altri termini , in un senso oppo- 
sto a quello da prima stabilito. 

104. Il problema ora esposto mostra ad evidenza , che un valor nega- 
tivo dell’incognita proviene, tal fiata, da una falsa supposizione che si è 
fatta per giungere all’ equazione del problema. Nel tempo stesso convien 
con ogni accuratezza osservare che non solo il segno — , che si trova pre- 
cedere il valor dell’ incognita , iodica in qual modo l’ errore rettificar si 
debba, ma pure che il valore di quest’incognita, fatta astrazione dal se- 
gno , dà la vera soluzione del problema. 

O^EBVAZioNB. Questo stesso problema avrebbesi potuto eziandio risolve- 
re , prendendo per incognita la disianza HR , e quindi , Jier conoscere la 
distanza del punto C al punto d’incontro, si sarebbe tolto RR da RC. Al- 
lora si vede, che se il resto è negativo, ciò dipende dal perchè rincon- 
tro ha luogo in un punto R' situato al di là di C , c ad una distanza CR' 
eguale a questo resto [Hisilivanientc preso. 
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105. Problema. Due corrieri son partili, nel medetimo istante, da due 
diverte ciltd e percorrono la stessa linea. La distasixa fra le due città é 
nota , come pure sono note le velocità de' due eorrtert. Si domanda cono- 
scere il punto della strada, in cut t’incontreranno. 

[ i 

In questi termini generali enunziato il problema , ci presenta due casi 
distinti , cioè quello in cui i due corrieri corrono nello stesso senso , o 
pure l' altro in cui i corrieri vanno all' incontro 1’ pno dell' altro. 

Caso primo. Poniamo il primo caso e sieno A e'B i due punti di par- 
tenza ed R il punto di riunione. Uiootianio con 
d la distanza AB de’ punti di partenza , 
tn la velocità del corriere partito da A , 
n la velocità del corriere partito da B, 

X la distanza incognita AR , percorsa dal primo corriere sino al- 
r istante in cui raggiunge l' altro. ' ' 

Poste tali denominazioni , il cammino percorso dal secondo corriere , 
cioè AR — AB sarà espresso da x — d; e dividendo x per m ed x — d 
perfl s’avraiino i tempi rispettivi che i corrieri impiegano per percorrere 
queste distanze, e poiché questi tempi esser denno eguali, avremo l’equa- 
zione 



donde successivamente si trae 

nx=mx-~md , 
tnx — nx = md, 

md 

x= . 

m — n 

Caso secondo. Poniamo in secondo luogo, che i corrieri vadano incontro 
r uno dell' altro , e che il punto R del loro incontro sia tra A e B. 


Conservando le medesime denominazioni del primo caso, l'eguaglianza tra 
i tempi impiegati dai due corrieri, 1' uno per percorrere il tratto AR l' al- 
tro per percorrere il tratto BR , oarà 1’ equazione 



la quale altro non è che la stessa [5] quando vi si rimpiazzi n con — n -, 

perocché allora il secondo membro diviene ■ che è lo stesso che 

Consegue da ciò che la sola [5] è bastevole a risolvere ambo i casi del 
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probloma , purché sì convenga di riguardare la velocità del corriere par- 
lilo dal punto B con un segno mutato, quando si mula la direzione del 
corriere cui questa velocità corrisponde (49). 

400. I.a questione ora trattata c’insegna che Toso delle quantità nega- 
tive può servire a racchiudere in una soia equazione , e per const'guente 
ili una sola formola diversi casi d' una medesima questione , ciascun dei 
quali sembrerebbe a prima giunta, esigere una soluzione distinta. Ed è 
appunto per siflatla ragione che le quantità negative sono di frequentis- 
sìnio uso in tutti i rami della matematica. Egli è impossibile di caratte- 
rizzare con precisione le questioni nelle quali la soluzione d' un sol caso 
|Kiss:i estendersi a paretvhi altri casi ancora col semplice cangiamento dei 
segni ; ciò non pertanto è da intendersi tin da questo momento, che una 
somigliante cslensione ha lui^o sopratnito nelle questioni generali , ove 
rxinvien considerare parecchi casi , che diITcriscono solo pel senso dì ta- 
lune quantità , le quali sono additive per taluni di questi casi e soltrat- 
tive per altri. Cosi una medesima lettera sarà riguardata come rappre- 
sentante una quantità positiva o negativa , secondo che dinoterà- un gua- 
dagno 0 una perdila, una velocità in un senso o una velocità in senso con- 
trario , una distanza contala a dritta d'un punto o pure a sinistra, ec. 

407. Le osservazioni alle quali han dato luogo le tre questioni ora innanzi 
poste a disamina , s' applicano a qualunque altra specie dì questioni , sia 
qualunque il numero delle incognilc e il grado dell' equazione , e possono 
essere Tormolale come segue : 

4.° Il valor negativo d’ un’ incognita può talvolta indicare una condizio- 
ne impossibile nell' enunziato del problema. Allora è sufTicienle dare , in 
cotesto enunziato , a talune quantità un significato contrario, per far ces- 
sare ogni impossibilità , ed il valore negativo , trovato con la prima solu- 
zione , preso positivamente darà U soluzione delta queslione cosi rettifi- 
ficaU (102) (50). 

(4B1 La velocità essendo Io spazio percorso nell’ nnità di tempo , non poA , con 
oRni hoone regione , essere eitrimenti coosideriti se non come noe collezione di 
oniià di epezio 0 iodipendentemeoie de qoalonqoe seROo ; e poiché esse s' ottiene 
diridendo lo spezio percorso pel tempo impiegalo a percorrerlo, cosi qoend' esse r|. 
sultssse negativa , coorien supporre che una di queste queoiità sia negativa. Or 
nel nostro ceso il tempo impiegalo dei due corrieri é positivo, dunque dev’ esser 
negativo lo epezio. Ciò è precisamente d'accordo con le due eqaazioni (Sne (6) ; 
e per vero lo epezio BR, descritto dal secoodo corriere nel primo caso, è in senso 
opposto con quello che descrive nel secondo ; e perciò in questo secondo caso de- 
vesi prender col segno molato. Coti cambiando nella (B) il segno di 2 — d, che di- 
note appuDto lo spazio BR, si ricade sulle (6). 

(SO) A cotesta proposizione conviene eggiongere ancora, qualora ciò tia eompa- 
abile con le olire condizioni inesprimibili algebricamente. { Ved. noli 48 ). E per 
vero poniamo rho si tratta del seguente 

PioiLBUA. Vn operajo ha lavorato ver un certo numero di giorni a S cariint al 
giorno, e per alcuni di quelli giorni Aa tenuto seco lui la moglie ohe gli ha pro- 
dotto una iptia di 2 carlini al giorno : intanto ha ricevuta 4i carlini alla fine del 
lavoro. In un' altra eireoetansa ha lavorato per 6 giorni di meno della prima, a S 
carlini al giorno , ha tenuto la moglie per 4 giorni di meno , anche della prima 
eireoetansa, e gli ha prodotto la medeeima epeia di ! carlini al giorno : finito que- 
sto secondo lavoro l'operaia non ha ritiralo somma alcuna, avendo la spasa egua- 
glialo il guadagno. Si domanda il nummi de’piomi di lavoro dell' operajo, e quello 
de' giorni ne' quali ha tenuto seco lui la moglie. 

Rappresentino x il numero de’ giorni .di lavoro dell' operaio nella seconda cir- 
cosiinzt, ed y qaeili ne’quili tu uonto con lai la moglie. Allora nella ptinia cir 
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9.* Il valor negativo dell' incognita può indicare eziandio , non un’ as> 
surdilù, sì bene una supposizione erronea -, e , in tal caso, dà esso sem- 
pre la soluzione del problema , purché si prenda la quantità che rappre- 
senta in un senso contrario a quello che gli è stato da principio asse- 
gnato (104). 

3.* Da ultimo , considerando certe quantità come positive o negative , 
secondo che venga riguardata sotto uno o sotto un altro aspetto , contra- 
rio al primo , si possono riunire in una sola equazione o in una formola 
sola ì diversi casi d’ una medesima questione (106). 

408. Dopo tali osservazioni , il lettore tratterà da se la questione se- 
guente ; 

Problema. Un oste fa con un cacciatore il teguente patto: per ogni gior- 
no in cui il cacciatore porterà un petzo di cacciagione, rieeverà quelli dal- 
Voite una somma a-, contrario questi riceverà da quello una somma b 
per ogni giorno che il cacciatore non recherà pesto alcuno di cacciagione. 
Dopo un numero n di giorni può stare oche t oste non abbia a pagare som- 
ma alcuna al cacciatore, né questi a quello, o che U primo debba pagare e 
al secondo, o questi a quello una somma c. Trovare una formala, che fac- 
cia conoscere in tutti e tre i casi il numero de' giorni ne quali il caccia- 
tore ha fatto cacciagione. Risposta x = — 


eosunts bi Uvorsto per x+6 giorni, ed he tmto con Ini It moglie per 9 4- 4 giorni 
e qaiodi secondo le condiiiool del problema debboosi avere le due equazioni 

Slx + V)— 2(p.f4) = lS, Ss — 4y = 0, 

ovvero , ridneeodo la prima , 

3» — 2y = 2, — 2y=0 

le quali risolale danno 



Ora qui il segno meno che precede i valori delle incognite è incompatibile con 
la condizione che il numero de’ giorni, nel caso atlnale, esser deve sssololamenta 
positivo ; il problema proposto pertanto è affatto impossibile. B pnA altrimenti ren- 
dersi manifesta nna tale impossibilità , chiamando « ed 9 nomeri da' giorni delia 
prima circostanza , e allora le equazioni dei problema saranno 

3* — 2y = 42 , 5(x _ 6) — 2(y — 4) = 0 , 

ovvero 

3x — 2y = 12, 5x — 2y = 22 

cbe risolate danno 



e beo si vede che questi valori sono incompatibili , perchè P operajo avendo lavo- 
rato per 6 giorni di meno nella seconda circostanza , il numero x deve di neces- 
sità esser maggiore di 6 ; e per nna consimile ragione il numero 9 ha da essero 
maggiore di 4. Or queste eoodlzioni , inesprimibili algebricamente, non son veri- 
fleate , dunque il problema è impossibile. 

È questa nna novella prnova di quanto si disse nella nota (48) , cioè che non 
sempre i valori ricavati per le incognite dalle equazioni del problema, e che sod- 
disfanno per conseguenza a queste equazioni, soddisfanno medesimamente al pro- 
blema. 

fourcy Algebra. 41 
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Casi (f mpossibilità e cT indetermimxione ndk equazioni , 
e ne' problemi dei grado. 

109. Problema. Trovare un numero, il cui terzo aumentato di TS, i i 
cinque dodicesimi diminuiti di 3.f facciano insienze tanto, quanto i tre quarti 
dello stesso numero accresciuti di 49. 

Chiamando x il numero cercato , l’ equazione del problema sarà 
X bx ' 3x 

[ 1 ] 5 + 75 + 12 - 35=4 + 49 

Trasponendo convenientemente i termini e facendo sparire i denominatori, 
si ha 

X 5t 3x 
Z +12 ~ 4 "= ^ ’ 

4x+5x — 9x=108, 

0 — 108. 


Questo risultamcnto è un assurdo nnanifesto , e però non v’ ha valore al- 
cuno di X che possa verificar l’equazione [1] c per conseguente non ve 
n’ ha neppure alcuno che soddisfaccia alla questione. È perciò che in que- 
sta, come in consimili circostanze s’allìgge la denominazione dì assurda o 
d ’ impossibile all’ equazione e alla questione. 

Cotesta impossibilità può rendersi patente, senza neppure risolvere T e- 
quazione (I), ma solo riduccndo i termini simili del suo primo membro, 
perchè si ha cosi; 

3x 3x 

y+40 = 4-+49, 


e si scorge die non v' ha valore alcuno di x , che possa rendere uguali I 
due membri di quest' equazione. 

Cosi fatta impossibilità è ben diversa da quella che aveva luogo nel n.* 101 ^ 
perocché se allora il problema era impossibile non lo era perchè non esi- 
steva quantità alcuna che potesse prestarsi alla verifica de’ calcoli richiesti 
dall' enunziato, ma perchè il valore di x esser doveva negativo, e l'enun- 
ziato escludeva qualunque valore di questa speda. Meli’ attuale problema 
r impossibilità è assoluta, vale a dire che non v’ha quantità, di qualun- 
que natura essai siasi, la quale potesse dar l’ equaglianza stabilita nell’e- 
nunziato. 

110. Problema. Trovare un numero tale che aggiungendogli la metà della 
somma di esso numero e di 10 , t due terzi della somma dello stesso nu- 
mero e di 20, e i cinque sesti della differenza tra il medesimo numero e 31, 
si abbia una somma eguale al doppio dell’eccesso del numero cercato sopra 

Dinotando con x il numero cercalo, l'equazione del problema è la seguente: 


g-rlO , 2(x+20) 5(j— 5i)_ 


= 2(x-5). 


Facendo sparire i denominatori, riducendo e trasportando, s'ottiene suc- 
cessivamente 

5,r-f 30+4r 80 + Sx — 170 = 12x — 60 , ' 

3j -t-lx+Ji» — 12r = 170 — 50 — 80 — 60 , 

0 = 0 . 
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Questo risulbmento essendo una perfetta tdentità c’ insegna che il va- 
lore dell’ incognita x è aflatlo indeterminato; ossia, in altri termini, che 
può prendersi per x qualunque si voglia numero. E per fermo risalendo 
all'equazione [2] e riducendone il primo membro, lo si trova espresso cosi; 


ovvero 


3a+50-f4x+80-|-5a! — 170 , 
6 


12x— 60 
6 ’ 


0 più semplicemente Sa; — 10 , 


e questo risnltamento essendo precisamente eguale al secondo membro 
9(x — 5), ne segue che l’equazione [2] è in sostanza una vera uguaglian- 
za , che ha luogo qualunque sia x. in questo come in altri casi analoghi 
si dice esser si 1’ equazione che la quistione indeterminata. 

111. I’boblema. Dimandato un cacciatore quanti pezzi di cacciagione ave- 
va fatto , questi rispose .* se ai due terzi del numero dei pezzi che ora ho 
fatto ne aggiungi S, avrai la metà di tutti quelli che ho ammazzati in que- 
st' anno; ma se dal triplo di questa metà ne togli .% avrai appunto il nu- 
mero di quelli che uccisi nel passato anno. Quanti ^zsi di cacciagione ha 
fatto il cacciatore in ciascun amo? 

Chiamando x il numero de’ pezzi uccisi in quest’anno ed y quelli degli 
uccisi nel passato anno , s’ avranno, secondo 1’ enunziato, le due eiiuazioni 


X 

ì 


y . K 5x 

— 3+®i y — 2 


> 


c ponendo nella prima il valore di y preso dalla seconda otlicusi 



3*— 3®= 30— 10, 

0 = 20 -, 


or quest’eguaglianza è assurda, dunque non v’ha valori di x e di y pio- 
prii a soddisfare alle equazioni del problema, e quindi questo contiene delle 
condizioni impossibili ad aver luogo. 11 che si vede ancora dalle stesse equa- 
zioni del problema , quando in esse si facciano sparire i denominatori c si 
trasportino i termini ignoti nel primo membro, perchè cosi facendo si ha 

ó* — 2y = 30 , 5® — 2y = 10 , 
c r assurdità è patente. 

Si faccia bene attenzione a questo cioè che ciascuna delle due equazioni 
è possibile , quando isolatamente si prenda , e ammette infinite soluzioni. 
L’ impossibilità dunque sta nel non poter ammettere le due equazioni al- 
cuna soluzione di comune , ovvero , in altri termini , nel no 0 poter sussi- 
stere contemporaneamente le due condizioni nell' enunziato espresse-, ed è 
appunto per siHatta ragione che le condizioni, e con esse le equazioni che 
le rappresentano , sono contradittorie o incompatibili, 

112. Poniamo die, restando la stessa la prima cond’iz’ione del problema, 
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eì modifichi la seconda col rimpiazzare 15 nei luogo del 5. Altera le due 
equaziooi del problema saranoo 

X V 3x 

^ 1 !/ = "3 > 

c ponendo nella prima il valore di y preso dalla seconda si ha 

St JO 

2 = 2 — 5+5 , ossia 0 = 0. 

Secondo questo risultamento devesi conchiudere che si può attribuire 
ad X qual si voglia valore , e questo , unitamente a quello che in corri- 
spondenza dà una delle due equazioni, devono soddisfar l' altra. Ciò si ren- 
de evidente ancora sulle stesse equazioni, quando si facciano sparire i de- 
nominatori e si faccia la trasposizione de' termini *, perocché, così operan- 
do , esse si riducono entrami^ all' unica equazione 5x — = 50, il che 

prova che le due condizioni nell' enunziato espresse, non sono in sostanza 
diverse. In tal caso pertanto le due equazioni , e con esse la stessa que- 
etìone si dicono indeterminate, avvegnacebè si possa renderle verificate in 
infiniti modi ( Ved. n. 110 ). 

113. Nel n.« 90 abbiamo posto come regola generale che delle equazioni 
del primo grado , ad egual numero d' incognite , determinano un sistema 
de' valori per queste ignote, e soltanto uno -, ma nel tempo medesimo fa- 
cemmo avvertiti esser celesta regola sottoposta a qualche eccezione. Or gli 
esempli precedenti hanno col fatto mostrato che nelle equazioni poteva es- 
servi impottU>ilità 0 indeterminazione, comunque fossero tante le incognite 
quante le equazioni. Andremo inoltre a dimostrare che tutti i casi ecce- 
zionali, si riducon sempre ad una imposeibililà o ad una indeterminazione. 

Stando agli stessi procedimenti di calcolo che s'adoperano nella elimina- 
zione delle incognite , ne viene , a tutta evidenza, che non si posson dare 
che i tre casi seguenti : 

1. °Si può giungere ad un’equazione unica del primo grado ad una sola 
incognita, ed allora , si determina mercè quest' equazione, un valore unico 
per l' incognita rimasta, e da questo , risalendo sino alle equazioni primi- 
tive, si va roano a mano determinando per ciascuna incognita anche un va- 
lore unico. 

2. ° Può stare che , nel corso delle operazioni, si giunga ad un' equazio- 
ne, ove i termini ignoti si distruggono vicendevolmente, nè vi restino nei 
due membri che sole quantità date, e tali da non poter rendere eguali que- 
sti membri. In tal caso l'assurdità è palese, e devescne concliiudère che 
sieno qual si vogliano i valori attribuiti alle incognite ( che supponiamo es- 
scrvene parecchie ). Non si potrà giammai soddisfare alle equazioni primi- 
tive , nè, per conseguente, alla questione. 

5.* Nessuno di questi due casi avendo luogo , debbonsi trovare una o 
più equazioni nelle quali le incognite scompariscono, e i due membri sono 
eguali alia medesima quantità : in questo caso si fa chiaro che si può dare 
u (juesle incognite quei valori che si vogliono, e in seguito, mercè questi 
valori, si potran calcolare le altre ignote ■, si che v’ ha una positiva inde- 
terminazione nelle equazioni primitive e per ciò ancora nel problema, del 
quale esse equazioni ne rappresentano l' enunziato. 

114. Allorché trattasi di due equazioni a due incognite, e si perviene 
ad un’ eguaglianza assurda , siccome è chiaro che ciascun’ equazione , sc- 
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poraUimmle presa , è possibile, si ha a coiicliindere , come al n.* Ili , 
esser le due equazioni cootradittorie o inconipalibili ; e se si giunga ad 
un’ ^uaglianza niuniresta, se ne conchiude che una delle equazioni è sem- 
pre verificaia , quando l’ altra lo sia, il che è lo stesso che dire esser la 
prima una conseguenza della seconda. 

Ma quando s' abbiano più equazioni ( sempre però di numero eguale a 
quello delle ignote ) l’ impossibilità e l'indeterminazione possono esser fer- 
retto di cagioni più svariate. Quando, in grazia d'esempio, si abbiano tre 
equazioni a tre incognite, vi sarà impossibilità se una di esse equazioni sia 
incompatibile con ciascuna dulie due rimanenti, o anche col loro insieme, 
e non con ciascuna presa a parte. E vi sarà egualmente indeterminazione 
quando una di esse è conseguenza di un’ altra delle rimanenti due , o se 
due equazioni sien conseguenza della terza, o finalmente ancora se una sia 
conseguenza delle altre due, seuza esserlo di ciascuna a parte considerata, 

Generalmente , quando si voglia conoscere se un' equazione sia incompa- 
tibile con l’ insieme di più altre equazioni , o pure se essa sta una conse- 
guenza di queste, si considereranno in queste equazioni delle incognite in 
numero eguale a queste equazioni (51) se ne ricaveranno i valori di que- 
ste incognite in funzione delle altre incognite , poi si restituiranno questi 
valori nella prima equazione. Se allora si cade in un'eguaglianza assurda, 
la prima equazione sarà incompatibile col sistema delle altre equazioni -, e 
per contrario ne sarà una conseguenza , se si cade in una eguaglianza 
identica. 

li 5. Ecco due esempi che posson servire d’esercizio al lettore 


( x+ 3y — 6s — 6u = 7, 
1 2x-|- y — iz — 2u=13, 
1 ix— y — 5z + 5« = 50, 
( 5xH- lOy — 22z — 20u = 59. 


C x-i- 3i/ — 6* — 6u = 8, 
3 2x+ li'y — lOz — 9u = 12, 
3 2r-i- Ay — 8*— 9u=ll’, 
( 5x-f- 12y — 24* — 24u = 54. 


Il primo esempio mena ad un’ assurdità , e si riconoscerà col fatto che 
la 4.* equazione è incompatibile con l' insieme delle prime due (52). 

Il secondo esempio mena ad un'identità, ed è facile scorgere che la 4 .■ 
equazione è una conseguenza delle altre tre prese insieme, mentre non lo 
è di ciascuna separatamente presa, nè meno della riunione di due qualun- 
que di esse. Per soddisfare a questa equazione si trova u=* — 2, x = 2, 
y = 2* — 2, e l'incognita * resta arbitraria. 

116. Porremo termine a quest'articolo osservando che i casi d’impossi- 
bilità de’ quali è stato discorso, sono i soli che si posson presentare nelle 
«quazioni, ma ne’problemi posson bene esservene degli altri. Per esempio, 
iwlrà stare che, jicr l'cnunziuto del problema, un'incognita dev’essere un 


(Bl) Ci pare che In questi dieiluri vi eia incorso errore di stimpi > e che deb- 
basi dira invece cosi : si metta da parte una deile equazioni date, e aupposti non 
delle incognite, come nota con le rimanenti equazioni ai determinino i valori di al- 
trettante incognite, io runzione dell’incognita supposta nota; indi si soaiitniicano 
questi valori nell' equazione messa a parte. 

(SS) Qnesio insieme dav’esser preso moltiplicando la prima per 3 e addizionando 
l’equazione risnilanta con la seconda. Inoltre nell' applicare il precetto dell’ A. si 
considererà come nota una delle quattro iocogoite, e supponiamo la «. e ai metterà 
da parte la quarta equazione , per esempio. Allora dalle tre prime equazioni si pn. 
trinoo dedurre i valori delle tre iiicoguitc x , y, x espressi io fuoziuui di u, i quali 
p«i si sostuoiraoDo nella quaru. 
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numero intero c si trovi invece una frazione , o pure che essa debba e»* 
sere minore d’un certo numero e intanto ne risulti maggiore, ec. 

In generale, l’ enunzìato d’ un problema può imporre ad un' incognita o 
a più incognite delle condizioni, che sono impossibili ad esprimersi per via 
di equazioni -, in tali casi, dopo d'aver trovati i valori delle incognite, ri* 
mane a veriécare se esse soddisfacciano ancora a tutte quelle condizioni 
tacite. Ciò appunto è avvenuto nel problema Ut, pag. 64; ove talune con- 
dizioni non sono state introdotte nell’ equazione , e abbiam dovuto in fine 
assicurarci se esse rimanevano verificate dalla soluzione da quest’equazione 
ottenuta (53). 

DeUa dùcuisùme de' problemi. 

447. Quando, nel risolvere un problema , si fa uso di lettere per rap- 
presentar quantità date , allora l’ incx^nita ( supponendo che il problema 
non ne ammetta che una soltanto) sarò essa pure espressa danna formola 
indicante le operazioni su i dati. Allora si può supporre che questi dati 
ricevano tutti i valori possibili , e andar esaminando se per qualcuno di 
tali valori si presenti qualche caso tutto particolare: in questo esame ap- 
punto consiste quel che dicesi discutere il problema; e l’esempio qui ap- 
presso indicherà in che modo comportarsi in siffatte discussioni. 

418. PnoBLEMA. Due mobUi H ed M' si muovono uniformemente su la retta 
indefinila XY , con velocità date a e b, ed entrambi nella direzione XY. Si 
sa inoltre che il mobile M è giunto al punto A un numero h di ore prima 
che il mobile M' sia giunto tn un altro punto B, che dista da A per una 
quantità conosciuta d. Si domanda sapere in qual punto della retta XY av- 
venga l'incontro dei due mobili. 


M M' 



Pongasi rincontro avvenire in un punto R dal lato BY, e si dinoti con x 
la distanza incognita Bit. Allora la distanza AH verrà espressa da d+x , 
c i tempi impiegati dai mobili M ed M', rispettivamente, per percorrere 

le distanze AR e BR saranno 1^, Or, secondo F enunziato , il mo- 

a o ’ 

bile M è giunto in A un numero h di ore prima che M' fosse giunto in B, 
quindi il secondo tempo deve sorpassare il primo della quantità A, e per 
conseguente F equazione del problema sarà 

donde si trae sussecutivamente 


[ 2 ] 

Discussione. 


bd+bx — ax = abh , 
ax—bx=b{d — oh) , 

^_ Kd-ah) 
a — b 

L’ incontro de’ due mobili può avvenire dopo o prima del 


fS3} Tutto ciò meglio s* intende, ricordtndosi quanto è detto nello note (48) • (SO). 
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punto e la soluzione ora ottenuta è secondo la prima ipotesi ; ma so 
inlerpetnamo i risultamenli in contormità delle osservazioni Tormolate nel 
n.° 107 , ci assicureremo bentosto che la detta soluzione ha tutta la ge- 
neralità desiderabile. ; 

I .* 1 due termini della frazione che rappresenta il valore di x, saranno 
entrambi positivi se si ha nel tempo stesso 

a>6, d> ah\ 

in tal caso il valore di x sarà positivo e t’ incontro avrà luogo , come si 
è supposto, dal lato BY. Cotesta conclusione è d’accordo con quella che 
immediatamente si trae dalla stessa questione \ perocché , osservando che 
oà è il cammino percorso dal mobile M nel tempo à, che passa tra l' istan- 
te dell’ arrivo di M in A e quello di M' in B, ne risulta che il supporre, 

in pari tempo, a > 6, e d > oA vale lo stesso che il mobile M corra più 

veloce di M', e che non sia ancora giunto in B quando vi giunge M'-, dun- 
que dovrà esso raggiungere M' dal lato BY. Quando si ha, nel tempo stesso 

o < 5 , d < oA 

il valore di x 6 pure positivo , e per questo i due mobili s’ incontrano 

eziandìo dal lalo BY. In elTetti, egli è chiaro che in questo caso il moto 

di M è più celere di quello di M', e che esso mobile ha sorpassato già il 
punto B , quando H' vi giunge -, laonde l’ incontro ha dovuto aver luogo 
dal lato BY. 

2.* Quando si ha , nel tempo stesso. 


o<6 e d>uA, oppure o>6 e d<oA, 

il valore dì x è negativo, il che indica che l' inconiro dei due mobìli ha 
luogo dal lato opposto a quello in cui era stato segnato, cioè dal lato U.K. 
e ad una distanza espressa dal valore di x, fatta astrazione dal s^no. 
(107, 2.*). 

Risalendo alla questione, riesce facile rassicurarsi, come testé innanzi, 
che , nel caso attuale , all' istante in cui M' giugne in B , quello dei due 
mobili che possiede la velocità maggiore trovasi innanzi all' altro -, si che 
nessun incontro può succedere dal lato BY, come, al contrario, é palese 
che questo incontro, viste tali condizioni, ha dovuto aver luogo dal lato BX. 

Volendo rendersi ragione dell’ interpetrazìone al valor negativo di x, si 
può discorrere cosi : primamente , essendosi supposto che i due mobili si 
debbono incontrare dal lato BY, il valor negativo, ottenuto dalla soluzio- 
ne indica essere impossibile cotesta supposizione. Escluso pertanto l’ in- 
contro dal lato BY rimane quello dal lato BX -, ma allora quest’ incontro 
può avvenire sia prima del punto A , sia pure nell' intervallo tra A e B. ^ 

Se è avvenuto secondo la prima ipotesi, e sìa R' questo punto d' incon- 
tro, allora fatto BR' = x, i tempi impiegati dai due mobili M ed M' per ve- 
nire rispettivamente da R' ad A e da R' a B saranno espressi da - — ed 
e quindi il tempo decorsa , tra 1' arrivo di M in A e quello di H' in B , 
sarà espresso dalla differenza^ — — » e per l'enunziato del problema 
s’avrà l’equazione 
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Che se poi incontro é avvenuto secondo l’ altra ipotesi , cioè nell’ in- 
tervallo AB c poniamo in R", allora ponendo sempre BR"= r, i tempi im- 
piegati dai due mobili M, M' per andare rispettivamente da A e R'' e da 

R"a B saranno e il tempo decorso tra l’arrivo del mobile Mal 


punto A e quello di M' al punto B sarà espresso da — — ^+-, 

a 6^ 

zione del problema sarà 


w 


d — x X 


e l'equa- 


Osscrviamo ora che essendo le equazioni [S] e [4] perfettamente le stes- 
se, l'ultima dovrà determinare il punto d’incontro quale che siane la po- 
sizione nella regione BX. Ancora, l'equazione [t] si cambia nella [4] sol 
che vi si cambi a: in — tr; donde si conchiude che ogni valor positivo sod- 
disfacente alla seconda soddisferà pure alia prima , purché si prenda col 
segno — . l’erbnto l'equazione [1] basta da se sola per determinare in 
tutti i casi i punti d’ incontro de’ due mobili , badando solo di portare a 
sinistra del punto B i valori di x i quali risultano negativi. 

5.” Poniamo che sia 6 = n, senza esser nel tempo stesso d = aà; con 
questa ipotesi il valore di x diviene 

^_ a(d-ah) 

0 ’ 

0 anche più semplicemente 

m 


avendo posto a(d — ah) = m. 

Per interpetrare il significato di silTatta espressione, supponiamo che in 
luogo di prenderò per divisore di m, si prenda successivamente 1, 
i quozienti saranno m, tOm, tOOm,..., e andranno cosi crescendo che 
non vi sarà quantità , per grande che voglia immaginarsi , la quale non 
potesse esser sorpassata prendendo un divisore suiricientcmente piccolo. Que- 
sto fatto s’esprime col dire che il quoziente d’nna quantità divisa per zero 
è infinito; e l’infinito si rappresenta col simbolo». 

L’espressione — pertanto, considerata in se stessa, serve a mostrare che 

non v’è distanza , per grande che si fosse, la quale potesse rappresentar 
quella alla quale i due mobili s' incontrano , il che, in altri termini vale 
lo stesso che dire che i due mobili non s’incontrano (54). E per fermo, 
dalf esser d diverso di ah ne consegue che il mobile M non si trova in B 
nel tempo stesso che vi si trova M' -, e dall’ essere 6 = a ne viene che i 
due mobili vanno con pari velocitò, e però debbono serbar sempre la me- 
desima distanza tra loro, nè possano quindi incontrarsi giammai. 


(54) Si ponga brno attenzione a questa maniera simbolica, onde I* algebra si serve 
per dinotare nn fatto , che non poò aver Inogo né nello spazio né nel tempo. B 
quando si voglia al simbolo dell’ infimto aBligger un’idea d’esistenza non bisogna 
altrimenti considerarlo , se non come nn limile verso coi tenda ad accostarsi , ma 
senza mai raggiungerlo . una quantità che va conlinaamcnte Cresceodo ; come per 
contrario il zero é il limile delle quantità decrescenti. 
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4.* Poniamo che s' abbia ad un tempo b = a e d ssak. L' espresaiooe 
del valore di x in tal caso sarà 



e rinlerpetrazionc di questo nuovo simbolo riesce facile a farsi: perordiè, 
siccome in ogni divisione, il quoziente moltiplicato pei divisore deve ripro- 
durre il divìdendo, è d' uopo che net nostro caso il quoziente sia tale che 
moltiplicato per zero dia zero \ or qualunque numero si prenda per quo- 
ziente soddisfa sempre a questa condizione, laonde l'espressione ^ rappre- 
senta una grandezza indeterminata. 

Da ciò deve trarsene che i due mobìli vadan sempre uniti. E di fatto, 
secondo le ipotesi 6 = a , d=ah , i mobìli corrono con una stessa velo- 
cità e passano uniti pel punto si che essi han dovuto esser sempre uniti 
priora del punto B , come devono esserlo ancora , passato questo punto. 

Altre particolarità potrebbero osservarsi ancora , ma sarebbe lo stesso 
che andar troppo al minuto. Termineremo pertanto cotesla discussione os- 
servando che ì prìncipii stabiliti al n.” 106 permettono d’ estender la for- 
molo [2] ai problemi, i cui enunziati da quello che ha dato luogo a que- 
sta formola , dìiferiscono solo pel signiflcalo di qualche quantità. Cosi , 
potrà supporsi che il mobile W vada nel senso YX , ed allora bisognerà 
cambiare b in — b nella detta formola', e se invece cambia dì direzione il 
mobile M converrà mutare a in — a ', che se entrambi i mobili cambiano 
direzione , dovrà allora mutarsi b in — b ed a in — a. Da ultimo se l’ ar- 
rivo del mobile M al punto A in luogo di preceder quello di M' in B, av- 
vìen dopo questo , si muterà h in — h. 

Coleste conseguenze sono molto proprie a mostrar tutta T importanza delle 
quantità negative -, e per ciò consigliamo il lettore a cercar da se mede- 
simo di metterle in evidenza, seguendo la via tenuta nel n.* 105. 


Su i timboli ^ — Ositrviuimi $tdle equaxioni che contengon frazioni 

con l'itwognita nel denominatore. 

119. 1 sìmboli ^ e ~ che si $on presentati nella discussione precedente 

(5.* e 4.°) meritano tutta l’attenzione possìbile, ed è perciò die passia- 
mo 'qui a studiarli più a dentro. 

Quando nelle equazioni sonovi delle quantità date rappresentate da let- 
tere , ricavando da queste equazioni le forinole rappresentanti i valori delle 
incognite , e facendo in dette formole delle ipotesi speciali su quelle let- 
tere, debbonsi ottener per l’ incognite de' valori particolati corrìspondent'i 
a siffatte ipotesi. Or può bene avvenire che coteste ipotesi facciano cadere 
le equazioni in un caso à'impOisUnlitào d' indelerminaxìone, ed in tal caso 

è agevole rassicurarsi che una delle formole almeno divenga o— . 

Poniamo che le ipotesi, delle quali qui innanzi è detto, in luogo di farle 
nelle formole, si facciano nelle stesse equazioni date, e si eseguano quindi 
quelle medesime operazioni dì calcolo con le quali alle formole generali si 
giugneva. Se le equazioni cadono in un caso d' impossibilità, sarà d' uopo 
che cercando il valore d’ un' incognita, l’eliminazione conduca ad un equa- 
Fourcy Algebra. 12 
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zione assnrtia , nelbi quale quest' inoof^nltu più non si trovi , c che i due 
membri abbian sempre una certa dilTercnza. Poniamo ebe quest’equazione, 
pria di (lualunque ipotesi , sia 

Px = Q, 

dove P e Q rappresentano espressioni letterali composte di quantità date. 
Da quest’ equazione si D^ae per x il valor generale. 



Or nell' ipotesi che dan luom aU’impossibililà, devex scomparir dall’cqua- 
zìone Pa; = Q, e i due membri devono racchiudere quantilà diseguali-, dun- 
que dev'essere P = 0, senza che sia Q nullo; e però dinutando con m ciò 

che diviene Q, il valor generale di x deve dure = 

Supponiamo, in secondo luogo, che le ipotesi sulle quantilà date, deb- 
bono condurre ad un risultamento indeterminato. Allora I' eliminazione do- 
vrà dar luogo ad un’ equazione identica , sì che se l' equazione, prima di 
qualunque ipotesi , era Pa; = Q, dopo P ipotesi , P e Q devono essere ca- 

trambi nulli, e però il valore generale di x si ridurrà ad 2 = 5 • 

Se più incognite vi fossero , le cui espressioni si presentassero sotto la 
forma qt < ó > precede mostra soltanto che dev' esservene almeno 

una che divenga ^ nel caso d' impossibilità , c nel caso d' indetermina- 
zione. 

420. Nel numero 448 (3") si è veduto che l’espressione ^ deve consi- 
derarsi come rappresentante l’ inGnito : or mostreremo che questo valore 
può essere talvolta positivo, talvolta negativo, e io qualclie caso può es- 
sere indilferenlemenle positivo o negativo. 

4. ° Abbiasi la formola a; = , ove m ed n sono due numeri inva- 

« — *)• ’ 

riabili che si suppongono essere positivi e diversi da zero, e x si suppone 
essere una quantità variabile , suscettiva cioè di poter ammettere qualun- 
que valore possibile. Posto ciò, facendo z = n, risulta a; = ^-, e poiché, 
il denominatore (n — z)', come quadrato è sempre positivo, così devesi qui 
l’espressione ^ riguardarla come rappresentante l' inGnito positivo, e si do- 

vrà scrivere = + 

2.' Con analogo ragionamento, si prova che, avendosi la formola - 

e facendosi s = « , si dovrà avere x — — 00 . 

5. ° Sia la formula x = , la quale , col fare z = « diviene * = 

e il segno è ambiguo ; perocché se si pone da principio che sia z < n , e 
quindi si faccia crescer z , la formola surriferita darà valori positivi , Qn- 
ché rimano ; inferiore ad n ; per contrario ixmendo da principio che sia 
z > n , e poi si faccia decrescere il valor numerico di z sino a renderlo 
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eguale a quello di n , la delta forinola darà de’ valori niimeriei crescenti, 
nia che saranno alativi. Dal che segue che il valore infinito mrrisponden* 
do a X = n può essere egualmente considerato sia come appartenente ad 
una serie di quantità positive crescenti , sia pure come appartenente ad 
una serie di quantità negative decrescenti : laonde V ipotesi x= n devesi 
considerar come quella che fa prendere alla formola due valori infiniti , 
positivo l'uno e negativo l’altro •, tutto ciò s’ indica simbolicamente seri* 
vendo x = + x (5;)). 

121. Quando una tormola frazionaria ha il suo denominatore che può di- 
venire infinito, senza che il numeratore lo divenga esso pure, è palese che 
a questo limite il valore numerico della frazione dev’essere minore di qua- 
lunque quantità, piccola che si fosse; il che, in altri termini, vuol dire 
che questa frazione diviene uguale a zero: cosi dinutando con m il nume- 
ratore, si avrà ”=0(56). 


(88) L’ inBnilo posltiro estendo il limile de' vtitri soeeesstTÌ e creseenti che poh 

I irendere aot qatmitS che resta sempre posilira, e l' ioBntto negeiiro essendo quel- 
o de' Tslori aegitivi deereseeoli che acqaiftt ona qiiaalità, ne segne che lolle le 
varittiooi d’iint qotiililà gsoertlmente cansidertla , sodo sempre compresi Ira 
— » e -f X . 

A questo proMsito giova osservare eba nel passare che fa ons quantità (dallo 
siilo positivo tl uegtlivo, o al eonirario, deve di oecessilà passare per zero o per 
l’ioiioilo. 

In effetti sia m un numero dato , ed « , una quantità variibile , e s' abbia la 
formula 

x=o> — m 

Poniamo che si fsceia variare a a eoraincitrs dt un valere che sia maggiore iti 
tn e quindi si faceie decrescere- Pioehè x(>m la diBèrenia J! — m,e quindi x sjrà 
po$iUva ; quando diviene z = m, s s' annoila, e cootinutndo a decreseere x si di 
sello di m, la delle differenze e con esse z diviene napalieo. Quindi z va dal po- 
sitivo al negativo pouando ptr zero. Che se al eootririn si diano da prima ad x 
valori minori di m, e poi si raecia crescere quella variabile al di là di m vi sarà 
passaggio di z dallo auto negativo si positivo, paaseode aacert per zero. 

Sia in accoudo luoge la formola 


n 



e primamente, essendo n un nomerò positivo , il segno di questa frazione e perciò 
quello di a sarà quello stesso del denominatore. Or facendo variare x questo de 
nomiualure andrà dal posUiro al uegilivo, o all* opposto, passando per aero , dun- 
que s’avrà 

per * < m , X > 0 , 

per a:=m,x=^ = x, 

per x>m,x<0-, 

oppure 

per X > m , X < 0 , 

per x = m,x=^ = «, 

per a; < m , X > 0, 


PerUnio x vt dal positivo al negativo, • all’opposto, ponoado ppr t’ìnfaite. 
(60) Per mettere in pih chiara luce quanto qui è detto dall’ A- si consideri la 

la frazione ” e ai soppoogi essere m un numero positivo e x uni qoiofità varia- 
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133. Nel decrescere che fa una quantità per arrivare a zero, senza cam 
biar di segno, si può conservare la traccia del segno, ritenendolo innanzi 
al limite zero , e si ha, cosi . 


+0 


= + oe , 


tu 

+« — + 


m 

m 

—00 


= — 0 . 


133. Rimangono ancora parecchie altre osservazioni a farsi snl simbo- 
lo-^, e sono le seguenti. Il ragionamento del n.* 118 (4“) prova cl»e con- 
sideralo in se stesso questo simbolo, rappresenta esso una quantità aflatto 
indeterminata ; ma l’ indeterminazione è suscettiva ancora di altre forme, 
lo effetti , secondo le regole del calcolo , si ha 

1 


PX Q- g, 


Q P 
• T = ^- 


Or , quando P e Q divengon zero , le quantità y ed ^ divengono infini- 
te j dunque le espressioni 


0X« 


OD 



\ 

bile. Fteeodo saeeeMiTincnte s = l, s = 10, s = 100, a = tOOO, cc. U frsiion* 
prenda i valori eorriap^deoii 

m _m m 

iÒ’ 1()t) ’ 1Ò0Ó"'* 

i qoali vin decrescendo, e sono unto più piccoli, per qatnto più grande è il de- 
nominstore I sappooendo dnoqae che ti giunga al limile s = od, la frasione esse 
stessa atsamerù il valore più piccolo ebe si posse assegnere , cioi il limite sera , 
• Hrù 

m 

- = 0 . 

00 

Paragonando questa formola con l’ altra, innanzi ottenata, ^ si scorge che Vana 

deriva dall’altra, qoaodo tu I simboli 0 ed oo si opera come qotntiiù che hin- 
Do un valor finito. E perebù ciò possa immettersi è necesssrio dsre si segni 0 
ed 00 DO etratiere d’esistenze , altrimeoii non può giammai intendersi la molti- 
plicszione o le divisione per zero o per l’ infinito ; questo ctrsttere d’ esisieoza ei 
ba appunto , qoaodo questi due simitoii si consideraoo come limiti dicendo che il 
zero è nna quintilà iB/butameiUc piecola , e l’ Infiaito noe quantità tn/ìmìanien(e 

jrande. Con ciò si dimostra più rigorosamente la formola d’ indeterminazione ^ ; 
in effetti ai hi”=ae,maao = g, dnnqne ^ = Je moltiplicando ambi I mem- 
bri per 0, risolta tn = ^. Or m è una quantità qualunque, dunque l'espressione^ 
rappreseola col fallo una quantità di valure indelermioalo. 
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debbono rice?ere la medesima interpelrazioae di vale a dire che essi so* 
no simboli d’ indetermiaaziooe (57). 

124. Vi sono inoltre de* casi oe‘ quali l’espressione -^vien considerala sot- 


0 

o' 


to altro aspetto , e , per mostrarlo , poniamo che s' abbia la Tormola 

[*] 


^_3(r-4) 

*-a(r-2)- 


Ponendo a = 2 , ottiensi x = ^ , cosi che , stando alle cose precedenti , 

il valore di x dovrebbe, in tal caso, essere indeterminato. Ma se, pria di 
porre x = 2, si sopprima il fattore s — 2 comune ai due termini della no- 
zione rappresentante x, s’avrà invece 


[ 2 ] 


a 


e r ipotesi a = 2, dà x = 6, che è il vero valore corrispondente a que- 
sta ipotesi. 

A. meglio persuadersi di ciò, invece di supporre immediatamente a = 2, 
s’ immagini il valore di a — 2 andar gradatamente impiccolendo, e cosi la 
formola p] darà per x differenti valori, tutti determinati ed eguali a quelli 
che dà là formola [2) ■, laonde cotesti valori possono essere considerati co- 
me tendenti verso il valore 6, ed è per questo che il valore x=6 sì ri- 
guarda come quello che risponde a l'ipotesi a = S. Or la forma indetermi- 
nata che assume in questo caso la formola [1], ci obbliga a ricorrere al- 
b [2] per conoscere il vero valore di x corrisfwndente all’ipotesi partico- 
lare x = 2. Da ciò discende la regola. 

Se per tin’tpofest particolare, un’ eepretiione fraxkmaria diviene^, non 
potrà dirsi che essa sia in realtà indeterminata i ma bisognerà cercare qual 
sia il fattore comune ai due termini della frasione , il quale s' annulla in 
virtù dell ipotesi, sopprimere questo fattore, e nella frasione ridotta far la 
medesima ipotesi primitiva, la quale darà il cero valore della frasione nel 
caso che si considera. 

Applicando colesb regola alle tre frazioni 

5»*_5 *•— 2*-J-l 3a* — 3 

2 i_ 2 ’ 3s» — 5 ’ a*— 2*+l’ 


le quali per a = l assumono b forma indeterminata.^, le porremo sotto le 
forme 

3(*+l)(*_l) (*-l)> 3(*-|.l)(a-l) 

2(z-l) ’ -5(z-|-l)(a-l)’ (a-l)‘ * 

e quindi sopprimendovi il fattore s — 1 comune ai due termini di ciascu- 
na , e facendo dopo l’ ipotesi di a = 1 , esse diverranno rispettivamente 
3, 0,±» (58). 


(57) In queste operazioni fatte dall’ A. bisogna tener presenta quanto nella nota 
iowinii è delle. 

(58) Si rifletta bene alla differenza che passa tra una frazione che idasò stessa della 
, 0 , . 
moia e quella che tale diviene per un ipotesi particolare. Mei pruno caso i suoi 
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^25. Potendo una frazione divenir nulhi sia perelH'; s’ annulli il suo ni»- 
meratore, sia pure perchè ditenga infinilo il suo denominatore, ne segue 
che se un’ equazione à de’ denominatori conleuenli T ìno^ib x , e b si 
ponga sotto la forma frazionaria 



converrò , per risolverla complebmente , cercar non solo qnei valori di x 
che rendono M = 0, ma ancor quelli che rendono N = * . Nel tempo stesso 
conviene assicurarsi se questi valori non sicn tali da condurre ad una delie 

due forme ^ perchè, potrebbe sbre che in U1 caso il primo mem- 
bro dell' equazione non sia più nullo ( ved. nob 58 ) , e perciò non ri- 


doe lermiDi debbono essere identlesnente noli! , qoale rbe siasi il valore ebe as- 
«egnar si vogiia alle leuere cbe li eompoogooo; e di qacsia naiara è la fraiiose 

o — a 

6^* 

che è da se slessa Indetermloaia 

Nel secondo caso poi , i termini della frazione debbono essere delle fonzioni di 
una qaanlilt variibile x, la quale per on valor particolare a deve annulare questi 
lermiai cooiemporineamente, e qniodi la forma di questa frazione dev' essere 

M(.r — a)” 

N(x — «)" 




essendo M cd N due fnnzioni di x che non s'snnnilano per z = a. 

Or se m ^ n, si possono dividere entrambi i termini di questa (razione per (« — a)* 
•d essa si riduce ad 

M(«— 

N 

la quale per x = a a’ annulla del lotto. 

Se m = 1 » , il fattore lu pareuteai scompare interamente dalie (1 ) , che prende 
allora la forma 

M 

N* 

ia quale tssnmerb nn viior Boito per x = a, essendo che M ed N non s’ sonnllaDO 
per questo valore di x = a. 

Finalmente se m<ln, allore dividendo ambi i termini della (li per il numers- 
(ore, che é di grado inferiore del denominatore, quella frazione prenderà la forma 

M 

N(a: — o)"— ■’ 

cbe diviene inBnitt nell’ipotesi x = o. 

Pertauto quando una frazione ba i sool termini funzioni d' una variabile , e per 
nn valor particolare di questa, prende la frazione li forma essa non òallriniea- 

ti indeterminata , ma invece il ano valore è nullo , finito , o •sfinito , c (i troverà, 
■cgueodo la regola data dzll’A. 
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man;;a essa verin<ala. Così nell' esemi>iu del oum.* 78, l'equazione data 
Tu messa sotto la l'orma 


e poiché il valore * = — 5 annullò il solo numeratore, se ne potè con- 
chiudcrc soddisfar questo valore all' equazione. 

Ma cercando i valori che rendono iiidnito il denominatore si trova che 


ciò può aver luogo c per a; = -fr « e per « = — ao -, or entrambi questi 
valori rendono inGnito ani»ra il numeratore , dunque si giunge così ad 
una indeterminazione apparente -, a far disparire la quale, si pone la fra- 
zione sotto forma tale da non divenire i nliiiito il suo numeratore , il che 
ottiensi divìdendone per x entrambi i termini , e si ha cosi 



(59). 


Osservando inoltre che l'ipotesi x=-(-xi ed a; = — oo annullano eniram- 
3 I 

bc le frazioni — , — , ne consegue che per tali ipotesi la frazione prece- 
se se 

i 1 

dente riducesi ad , o ad — — , cioè a zero , e quindi consegne che 

anche i valori «=-(-00 cda: = — 00 convengono alla proposta equazione., 
Il più sovente, quando da un'equazione se ne fanno sparire de’ denomi- 
natori contenenti l’ incognita , non si tien conto alcuno de' valori infiniti , 
perchè essi nel l’atto non convengono quasi mai ai problemi, che mercè le 
eijuazioni si risolvono^ ma questa ommessione è sempre a nostro volere, 
e le spiegazioni da noi date mostrano a Sufficienza come essa dev' essere 
riparata (tìO). 


(S9) È qa««lo un ripirgo di cdeolo spesso messo la oso per trovare il valore di 
noe frazioDe, eorrispondeote tl velore + co della variabile, Cosi per esempio se al 
voglia il valore di 

ax 

V«’+x* ’ 

che è Infloito, nel caso di a; = ae , si divideraano eatrambi i termini di questa fra- 
ziona per a, con che essa diviene 


a a a 



e l’ipotesi = K, annollindo la frizione^) , dà soltanto 0. Questo è dunque il 

valore della trazione data, rispondente all’ipotesi a; = c 0 , 

(60) Il valore iriSniio al pari del zero , non eltrimenli che qaalaoqae valore Sal- 
to, debbano esser bene interpeirati, e mai ommeasi. perchè sono essi delle risposte 
convenevoli alle questione. Se co» le parole drll' A. pare» qua tliet ( I valori inS- 
niti ) ns eonvienntnt pretqut jamait aux probUtnit. si debba intendere che la scon- 
venienza stia nel non potersi giammai assegnare l’ inSnito, e sta bene; ma, non ei- 
sendn cosi , e considerando invece i valori ioSnili come maniere d’ esprimersi drl- 
I’ Algebra per indicar qualche fatto, rbc aUrimenti non saprebbe mantfestare, non pos- 
sono gianunai andare oniinessi i detti valori. 
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CAPO VI. 

BISOLOZIONE d' ON NDHBBO QOALGItQIIB DI EQUAZIONI DEL PBIMO GRADO , 
CONTENENTI ALTBKTTANTB INCOCHITE. 

Formale generali. — Regole per la loro compoiixione. 

436. Diverso che sieno delle equazioni del primo grado, potranno sem- 
pre essere rk'oUe a formole generali, le quali ci permettono d'ottener per 
le incognite delle formale., nelle quali van compresi tutti i casi particolari 
che presentar si possono. Cercar queste formole è Io scopo che qui ci pro- 
poniamo, e vi si potrebbe giugnere con i metodi spiegati al capo lU *, ma 
ci serviremo, a preferenza, di quello conosciuto col titolo di metodo delle 
indeterminate , dovuto originariamente a Bezout. Le considerazioni sulle 
quali si fonda cotesto metodo sono degne d' ogni attenzione , perchè tro- 
vano la loro applicazione nelle ricerche più elevate dell’analisi. 

Consideriamo, da prima, due equazioni a due incognite a eA y; queste 
equazioni , mercè opportune riduzioni , potranno sempre essere ridotte a 
la forma 

[t] ai + by=:k, 

afx+b‘y = k', 

ove le lettere a , , Jt , a', ù', A' rappresentano delle quantità note , die 

possono essere sì positive che negative. Col mettere nella seconda equazione 
le lettere accentuate si ha di mira l' indicare che a', ù', k' sono quantità 
analoghe ad a , 6 , à , e cosi più facilmente si richiama il significato di 
tulle queste lettere. 

Poslo ciò, dinotiamo con m una quantità che pel momento è affatto in- 
determinata , ossia che il suo valore può esser qualunque , in guisa che 
potremo assegnartelo a nostro arbitrio-, e moltiplichiamo la prima delle [1] 
per m , e dal prodotto sottraghiamo la seconda , ed avremo 

[2] (offl — a')x+(òm — b') y = àm — à'-. 

Or potendo disporre di m, facciamo che assuma tal valore da render nullo 
il coelTìciente di quell'incognita che vuoisi eliminare j e supponendo che que- 
sta sia la y faremo 

, hm — 6^=0, donde m = -j, 

.allora dall’ equazione sparisce jf , e , rimmettendovi per m cotesto suo va- 
lore , avremo 

kV 

21 ir 

__b W—hk' 

* ab' ab' — ba'* 

T“® 

Che se al contrario si voglia eliminare x si porrà 
om — a' = 0 , donde m = — . 
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e così sparirà x dalla [3] , e rimettendo, in quest* equazione, — in luo> ' 
go di m , a’ otterrà 

ka' 

J ka‘—ak> 

^ ba' ba' — ab'' • 

5 » ‘ 

a 


Da queste due formole si vede che i denominatori sono eguali ma di 
segno contrario \ ma si possono facilmente rendere entrambi dello stesso 
segno, cambiando i segni ad entrambi i termini della frazione, rappresen- 
tante y , e s’ avrà cosi : 


PJ 


ak' — ka> 
oà'—6a'’ ^~~tJ>' — ba" 


Orda queste seconde formole si vede che l’um può dall'altra esser de- 
dotta ; perocché egli è manifesto che quegli stessi calcoli che fan trovare x 
fan trovare egualmente y , purché si cangi da per tutto a in 6 e 6 in a , 
rimanendo gli accenti inalterati', si che, eseguendo questi cangiamenti nel 
valore di x si deve trovar quello di y. Una simigliante osservazione vaio 
ancora ai casi che passiamo ad esporre. 

Volendo intanto far la verifica de' precedenti valori, basta sostituirli nello 
due equazioni : così , eseguendo questa sostituzione nella prima, s’ ottiene 

a(kb'—bk')+h{ak ' — ka') 

ay — ba' ’ 

(oV — ba/)k+{ab — ba)k' 

ay — ba/ ’ 

*=*. 


137. Consideriamo ora tre equazioni generali fra tre incognite. Esse pos- 
sono rappresentarsi cosi : ^ 

ax +by +CX = k y 

[4] a/x -i-^y +e'x = fc', 

a''x-i-ò"y4-c"jr= k". 

Sieno m ed n due quantità indeterminate ; si moltiplichi la prima di que- 
ste equazioni per m, la seconda per n e si faccia la somma dei due pro- 
dotti , dalla quale sottratta la terza equazione , si otterrà 

[5] (am-i-a'n — a")®-|-(6m4-6'n — 6")y-}-(cm-J-c'n — e")x = im+à'n— ik"t 

Or essendo m ed n due quantità indeterminate , ed essendo, per la co- 
storo determinazione, necessarie e sufficienti due equazioni, queste le for- 
meremo eguagliando a zero i coefficienti di due delle tre incognite che en- 
trano nella [5] , la quale perciò rimarrà con una sola ignota, della quale 
ne determinerà il valore. Cosi poniamo che si voglian fare scomparire y c a; 
si porrà , a quest' effetto , 


[0] &m+6'« — 6"=0 , cm-t-c'rt — c".=:0 

Fourey Àlgebra. 1^ ’ 
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nella [S ] , la quale dopo di ciò darà 


ni 


km+k'n — k" 
am+a'n — a" ’ 


e per ottenere i valori di tn ed n dalle [6] basterà paragonare queste equa- 
zioni con le due generali [1] trattate nel numero precedente, e si v^rà 
die le lettere 


« , y , o , b , à 1 o', 6', à' delle [t] vengon rimpiazzate 
dalle m, n, ò , 6', 6", c, c*, c" delle [6j 

cosi che per aver m ed n, è bastevole eseguire questi cambiamenti nelle 
formole [5J del numero precedente, e s'avrà 

- cV — Ve»‘ be''— eh" 

e quindi ponendo questi valori di m e di n nella Tonnola [7] , si ottiene 


_ k(c'h"— b'&')+h'(be"— cb") — k"(bc‘— eh') 

* a^e'b"—b'e")+a'{be"—cV') — m"{bc' —cb')’ 

Volendo trovare y si porrà 

om-|-an'=a", cm+c'n=se" 
nella [5] la quale , dopo di ciò darà 

_km+k'n — k" 

^“òm-bà'n — 6" ’ 

e ricavandosi i valori dì m ed n dalle due precedenti equazioni , come si 
é fatto nel caso di x, si troverà 


e'o"— oV' ae"—ea" 

acf — eaf ’ " oc' — co* ’ 


e sostituiti questi valori nella forinola precedente , avremo 

_ k{c'a"— a'c")+V{ac"—ca"^ — k"{ae> — coQ 
^ ~ 6(c'o"— a'c")+9(ae"— co") — à”(ac' — co')* 

Finalmente per ottener x si farà nella [5^ 

am+o'n = o", bm+b>n;=V 

donde si trae 

b'tt"—a'b" ab"—ba" 

o6' — to'”’ ab'—ba'^ 

e quindi , seguendo Io stesso andamento qui innanzi tenuto , ne verrà 
k{b'a"— a’b")+k'^ab"—ba") — k"(ab‘— ba') 

* ” c(6'o" — a'b")+c'{ab"— ba") — e"[ab'— 6«0* 

Eseguendo le moltiplieazioDi indicate ne’ valori di », y, X) e cambiando 
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I segni nel nnineratore e nel denominatore delia pria» e deir uliima , si 
potranno i detti valori scrivere come qui appresso 

_ kb'c"— kc'b"+ck'b"—bk'c"+he'k"—eb'k" 

* “ a'c"—ac'b^ca‘b“— ba’c"+be'a" — cb'a" » 

_ ak ’e"— ae’k"+ca'k"— ka'e'>+kc'a"— ck'af 

^ ab'c" — ac'b"+ca'b" — ba'c'^+bc'a'* — ch’a" ’ 

_ ab'k”— ak'b"+ka'b>'—ba'k"+bk‘a"— kb‘a" 

* aò'c" — ae'b»+caV —ba'e>‘+be'a" — cVoT 

Per veriflcare questi valori, sarà più conveniente considerarli quali era- 
no prima di elTeltuar le moitiplicaiioni, e facendo cotesta sostituzione nella 
prima delle date equazioni [4], ponentb mente a cambiare i segni ne! va- 
lore dì y, aflin d' avere un solo denominatore per le tre ina^nite, si tro- 
verà : 

[ofc'b"— Ve") — biVc/'— a'V)-]k 

+ \a(be" —cV')-^b(ae'' --ea'')+e(ab" —ba" )]k' 

— [a(6c' — c6' ) — 6(ac' — ea' )+c(ab' — ba' 

i(c'6" — 6'c'Ó + a’(be"— cò") — o"(6c'— cb» ) = *• 

Al solo guardar quest' eguaglianza ^ scorge che I moltiplicatori di A' e A" 
b’ annullano, e quello di A è lo stesso denominatore , si che l’ eguaglianza 
si riduce ak = k,e rimane cosi eseguita la verìfica. Allo stesso modopo- 
trebbesi verificare le altre due equazioni [A], Nè è da credersi che cole- 
ste verifiche non sìeno, nel caso presente, senza importanza -, perocché per 
giungere ai valori generali di x, y, z, si è dovuto far uso de’ valori di 
m ed n i quali racchiudono denominatori, e per conseguente potrebbesì ben 
supporre che, divenendo nulli questi denominatori, i detti valori di jc, y, x 
non avessero a cadere in difetto. Or la verìfica toglie qualunque dubbio. 

128. Consideriamo ancora le seguenti quattro equazioni a quattro inco- 
gnite 

ax+ hy-f- ei+ du = k , 
a'x+ 6'y-f c**-!- d'u = V. 
a"x+ V>y+ e"x+d"u = k'\ 
a"'x+V"y+c‘"x+d'"u=k"’. 

Moltiplicando la prima per un’ indeterminata m , la seconda per un' al- 
tra n e la terza per un’ altra p , indi dalla somma di queste tre equazio- 
ni, cosi moltiplicate , togliendo la quarta, s’avrà un’equazione dalla quale 
si potranno fare sparire tre incognite , eguagliandone a zero i tre coeffi- 
cienti ; con ciò si avranno tre equazioni che serviranno a determinare le 
m, n, p, e mercè i valori di queste quantità s’avrù quello dell’ incognita 
rimasta. 

129. Nessuna difficoltà sì saprebbe incontrare nell’ esecuzione di cotesti 
calcoli , che possono , d’ altronde , estendersi a qualsiesi numero di equa- 
zioni consimili alle trattate. Osservando però con ogni attenzione la coro- 
posizione delle formole trovate precedentemente per due e per tre equa- 
zioni, si gingnerà a scovrire delle regole o leggi, che dir sì vogliano, mer- 
cè le quali si possono , senza alcun calcolo , ottenere le formole , clic ad 
un dato numero di equazioni si convengono. 
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Regola 1.* Con le dae lettere a e 6 si formino i due {Miotti oò , 6a ) 
e si scrivano separati dal segno— -cosi 

o6 — òo , » 

e se le equazioni da risolvere fossero soltanto due , si porrebbe , in que* 
si’ espressione, un accento sulla seconda lettera di ciascun prodotto e il ri- 
sultamento nò' — ha! sarebbe il denominator comune de’ valori di x ediy^ 

Se poi le equazioni sieno tre , s’ aggiungerà , come fattore, in ciascuna 
de’ prodotti o6 , àa la terza lettera c , alla quale si farà occupare ognuno 
de’ tre posti nel nuovo prodotto , tenendo presente d’ alternare 1 segni in 
ogni passaggio di posto , cosi ah darà : ahe — aeh+cah , e — ha darà 
— hae+bca — eòa, si che riunendo queste due espressioni s’avrà 1’ unied 

aJbc — ac6+caà — hae+hea—cha, 

dalla quale , ponendo un apice sul secondo e due sul terzo fattore di cia- 
scun prodotto, si trae il denominator comune delle tre incognite x, y, x. 

Se le equazioni sieno quattro , si prenderà la lettera d che fa da coef- 
ficiente alla quarta incognita, e s’aggiugnerà come fattore a ciascuno de’ pro- 
dotti ahc , ach , ec. e si farà a questo nuovo fattore d occupare successi- 
vamente tutti e quattro i posti nel nuovo prodotto , badando di cambiare 
il segno ogni qual volta si fa il passaggio della lettera da un posto all’al- 
tro precedente ; finalmente ponendo , in ciascuno de’ novelli prodotti , un 
apice sulla seconda, due sulla terza e tre sulla quarta s’ avrà un polinomio 
di ventiquattro termini, il quale è il denominator comune delle quattro in- 
cognite. 

In modo alTatto analogo si procede nella composizione del denominator 
comune in quelle altre equazioni che contengono più di quattro incognite. 

Regola 2.°. Sìa qualunque il numero delle equazioni, i numeratori delle 
incognite si traggono dagli stessi loro rispettivi denominatori , sol che ù 
rimpiazzi quella lettera , che rappresenta il coefficiente di quell’ incognita, 
col termine noto à, diesi trova nel secondo membro; cosi cangiando a in à 
nel denominatore di x se ne avrà il numeratore , e mutando 6 in à nel 
denominatore di y se n’ avià il numeratore , e cosi appresso. 

Le due regole ora esposte si verificano sulle formule trovate per due o 
per tre equazioni, ed è necessaria una dimostrazione per render manifesto 
come esse si estendano ancora ai casi d’un maggior numero di equazioni. 
A questo fine passeremo qui appresso ad esporre, con piccoli cangiamenti, 
la dimostrazione data dal Lapijlce nelle Memorie delP Accademia delle Scien- 
se , anno 1771. 

Dimostrazione delle regole precedenti. 


130. Poniamo 
ignote , le quali 
mo con 


[ 1 ] 


che s’abbiano n equazioni del primo grado con altrettante 
equazioni , secondo la segnatura adottata , rappresentere- 


0 ^ 4 - 

a'x+ b'y+ c's+ d'«4- 
o"x-Ì- b"y+ c"z+ d"u+ 
a"'x+b"'y+c"'z+d"'u+ 



1 punti messi dopo un termine tengon luogo dei termini clic deggieno 


Digilized by Google 



LEZIONI d’algebra. 101 

seguire *, come pure i ponti segnati dopo la quarta equazione accennano die 
altre equazioni devono venir segnate appresso. 

Posto ciò dinotando con R la quantità che si forma, seguendo la prima 
regola del n.° precedente , applicala al caso attuale , ci faremo ad espor- 
re , in ordine a questa funzione, parecchie osservazioni sulle quali s’ada- 
gia la dimostrazione. 

1. * Pel modo stesso onde la funzione R vien composta, egli è manifesto 
che l’ insieme de’ suoi termini, fatta astrazione 'dai segni e dagli apici, rac- 
chiude le diverse dispotizùmi che si può formare con le n lettere a, b, c, d..., 
che fan da coeflicienli alle incognite «, y, z, u...., cioè i prodotti di- 
versi ( solo nella forma ) che si ottengono quando , scritto il primo pro- 
dotto ai esse n lettere, messe l’una dopo l’altra, si fa poi a ciascuna di 
queste lettere occupare tutti i )x>sti possibili nel prodotto 

2. ° È chiaro eziandio che in ciascun termine di R v’ha una lettera sen- 
z* apice, un’ altra con un solo apice, una terza con due, c cosi appresso. 

3. * 1 termini affetti del segno-{-son quelli ne’quali, paragonando ciascuna 
lettera con ciascuna di quelle dalle quali è seguita, si trovano un numero 
pari d’ tneerstoni alfabetiche; e i termini affetti dal segno — son quelli nei 
quali coleste inversioni sono in numero impari. Così, in grazia d’esempio, 
se un termine contiene quattro lettere disposte secondo l’ ordine dach , si 
vede che esso racchiude tre inversioni rispetto a d ed una rispetto a c , 
e però essendo, in tutto , quattro coleste inversioni, il detto termine de- 
v’ esser preceduto dal s^o -p. 

La verità di quest'osservazione è palese, quando non s’hanno che sole 
due incognite ; perocché , facendo astrazione dagli apici , la funzione R , 
per questo caso , è il binomio o& — ba. Or se al prodotto ab s’ aggiunga 
la lettera c , alla quale si faccia quindi occupare a mano a mano , i dif- 
ferenti posti s'avrà primamente nòe, senza inversione alcuna, quindi ver- 
rà acb con una inversione, e finalmente coò con due inversioni, laonde il 
primo'termìne deve prendere il segno + , il secondo il — , e il terzo an- 
cora il -f-. In ordine poi a — 6a, il primo termine che esso darà, con l’ag- 
giunta del c , avrà la stessa inversione di^òa ; il secondo ne avrà una di 
più, e finalmente il terzo due di piànsi che il primo dev’ esser preceduto 
dal medesimo segno — , il secondo dal , e il terzo dal — Aggìugnendo 
parimente la lettera d in ciascuno de’ sei termini, che ottengonsi come ora 
è detto , poiché ognuno di questi termini è composto delle lettere a, 6, c, 
le quali nell' ordine alfabetico precedono d, cosi il numero delle inversioni 
che si trovano in ciascun temine non verrà turbato con aggiugnergli in 
ultimo posto la detta lettera d, e per conseguente i segni restano gli stessi. 
Ma, avanzando d d’ un posto verso la sinistra, s’ avrà un’inversione di più, 
e quindi il s^o del termine verrà a mutarsi; e avanzandola ancora d’un 
altro posto, viensi ad operare una novella inversione e quindi ne segue un 
cambiamento di segno, e cosi appresso. , 

4. ° Nella funzione R, due termini, i quali, ad eccezione del segno, dif- 
feriscono tra loro pel semplice cangiamento avvenuto tra due lettere, deb- 
bono aver s(^i contrarii. Poniamo , di fatto, che cotesti termini sien tra 
loro differenti per lo scambio di a ine, come i due qui appresso fld'l»"c"', 
cd’b"a"': volendo dedurre dal primo il secondo può immaginarsi che la let- 
tera a passi successivamente dopo ciascuna delle altre lettere che la seguo- 
no , per giugnere ad occupare il posto dopo c , e allora questa lettera c, 
a stia volta, risale successivamente sino al posto di a; con ciò lo scambio 
tra le due lettore a e c trovasi mandato ad effetto. Or j ciascun succcs- 


.. -j( 
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slvo sportamento porta seco un’ inversione, e per conseguente un cambia' 
mento di segno; dall'altro canto, la lettera che discende dete percorrere 
un posto di piò di quella che sale , dunque , in fine, i due termini esser 
deggiono di segni contrarii. 

5." Se , nella funzione R , si aggiunge o pure si sopprime uno stesso 
numero di apici a tutte le lettere che ammettono un egual numero di qne* 
sti apici , la funzione R diverrà identicamente nulla. Per fissar le idee , 
poniamo che si rimpiazzino \la per tutto le a', 6', c'. . con a"\ e'"... 

e si consideri pnrticolarmente il termine contenente a' e c'". Siccome tutte 
le disposizioni che far si possono con le n lettere a , ò , c . . si trovano 
in R , deve trovarsi , nella stessa funzione , un termine che non sia dif- 
ferente da quello che si considera , se non per lo scambio di a' in c' e 
di e"‘ in a'", laonde nel rimpiazzare in R le lettere ó', b\ c' . . con le 
altre a'", 6'", e '" . . . quei due termini divengono eguali , e poiché , in 
virtù dell’ osservazione precedente , han pure segni contrarii , cosi si di- 
straggono. Questo medesimo ragionamento applicandosi egualmente a cia- 
scun termine di R, vien per conseguenza che questa funzione essa stessa 
b' annulla (61). 

(81) Lt foniione B è delU classe di quelle che dti geometri fvnxiimi olternaU 
i^tppelIsDo ; è aitarnata una fansione quando, scambiando noa in un’altra doe della 
qnantiU rbe la compongono, il ano valore rimane lo ataaao e cambia aolo di aegno, 
coal che con ona coutinnazione di cotesti scambi! la funzione diviene alt«DaUvm 
Beote positiva e segativa , sono funziooi alternate le seguenti 

X — y ; xir- (x — y){x — z) (y — z) ; 
a,b,e, — — b,a,e^+b„c,a^ — c.b.o,; 

er, 

Onesl* uUtros formola è appunto II denominatore comune, ossia la funiiose B, della 
espressioni di x , y , z nelle equtzioni ^ 

= *. 1 . 

o.*-|-6.y-f-c,z = , 

a.x-\-b,y+e,x = *. , 

e si vede tmmedistsmente ebe seimbiando le doe lettere i e e, per esempio, si ba 
lo stesso polinomio, eoo It sola differenza che quei termini che primi erano posi- 
tivi, ai presentano negativi a par contrario, si che questo nuovo polinomio aari lo 
stesso polinomio dato preso col segno cootrario , come dev' essere per nitura dalla 
funzioni alieruale. 

Il sig. Cauehy per indicare la determinante dei coefficienti d’un numero n d’equzt- 
zioni del primo grado con attrettiaie incognite , ed espresse cosi : 

1.1] ttrX-|-ftiy-|-c,z-i-....-|-h,l = A, , 

-Ì-h,i = A, , 

si serve della signatura 

£ («X-VofriC,. . . «hi, — ,) 

indicando eoo la eartlterlstlea S ona somma di prodotti , che ottengonsi al modo 

dichiarato dall' A., e propriamante, dopo aver formato il primo prodotto o„b,e,..A, , 

e avergli dato il segno -h, ai acambieri una lettera io un'altra, o, anche se si vuo- 
le, un indice in un altro; e si prenda il nuovo prodotto col,segno-(-o col segno—, 
secondo che il numero degli acambii é pari o impari. Poniamo , per cMmpiv , che 
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Posto tutto ciò , ritorniamo alle equazioni [1]. Poiché tutte le lettere 
a, e. . .si trovano in ciascun termine di R , e ciascuna con un diverso 
iHKRero d’ spici , cosi potrà la R esser messa sotto una qualunque delle 
torme segoenti : 

R =Ao+W+A"a"+ . . . , 

R = BÒ+B'6'+R''6"+.. . , 

R = Cc+C'c'+C"c"+..., 


s’ibbltQo la tra lattare a, &, e; il primo prodotto sari-f a.btCa; indi scambiaodo 
anccesslTamaote doe indici tra loro per volu, a’arrà 

l»o„6,c,-, i* — a,à.e.= — 6.a.c.', S" ò.a.Co = 

i" — c.«>, *= — e/.à, -, 5“ -, 6“ — 6.e.o, = — c.6.o, 

e perciò 

[2] 2 (±o.ò;c.) = — o„« A+CA&. — *-«*«.+ V.O. — 

come sopra. 

. Pooando mante llla composizione di qnesta formcla. esse stibilisce nnt relttione 
fri la deiarraininte di tra Iettare a qaalit di queste medesime lattare prese e due 
• dne. Abbiamo in affetti che la determinante di doe sola lettere a e b, par esem* 
pio è 

2 (-tra.,*.) = a.^1 — 

Or se si consideri aneora noa terza lettera e • e ai voglia formare la determintn* 
te (9) delle tra Iettare 0,6(0. beaterà , come dall' A. è atato prorata , agginn- 
gare e , a citscano de' due predoui aJ6, , 6,a,. a darle l’ indice S, il che eqaivaln 
a aerivera 

(ajb, — = c, 2 (±o„ò.) 5 

Indi a! dovrà fsr passire la lattefaed'nn poato alla aiolstra, o in altri termini bi> 
sognerà fare nn aolo scambio d’iodici, il cbe porta, eom'à alato dello più sopra, na 
cambiamento di aegoe , e ooai alui dne termini dalla faaiione (9) saranno 

— o.Ciò,+ò.c.a, = — c,(a„ò, — bji,) = _ c, 2 (rtA*,) 

Finalmente passaodo . io questi due termini , e nai primo posto , ovvero scam- 
bisodo I due indici 0 ed t, con cbe si etmbia novellamente il segno del prodotto, 
avremo i rimanenti altri dne letmioi della fonziooe (9) , cioè 

c.o'A. — C.Ò.0, = c^a,b, — 0,0.) = c. 2 (±o>.). 

Pertanto 

2 = Cg 2 (-Ht.fi,) — c, 2 (±®uò,)+c.2(rHi.ò,) 

Ed osservando ancora che gli aitimi quattro termini poaaann essere aneora aetiui 
cosi : 

— (a,c. — c,o.) = — b, 2 (±o«c.) 

+ «. = o. ^ (±*oC.), 

si avrà pare 

2 (zh«g* a) = c, 2 (±«oM “ ^ (±«061) 

+ a.s(±AoC,) 

Seguendo Io ateaao ragionamento , fondato snlla stessa composizione delle deter- 
minanti , ai glnoge a aiabilit la formola pih generale 

[5] 2: ,9*- A- 1) = fc»- . £ ,) 

ffm— I £ ihn— 0+A— 1 ^ ■) 

, • , • , 2 (_i_ÒQC|,,,Ag gj, 

De’doe segni messi innanzi all’nllimo termine si riterrà 0 il solo supcriore 0 il 
solo inferiore, stcondo che il numero dtllo'leilera è imperi 0 pari. 
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dinotando A, A', A" quantità che non contengono la lettera a; B, B', B", . . • 
quantità indipendente da 6; C , C', C" quantità indipendente da c, e cosi 
appresso. Da ciò discende che, formando secondo le regole prescritte i va- 
lori di X , y , X , debbesi avere 

Aà+A'à'+A''à''-|-... Bi-|-B'*'+B"i"-|-... . 

* K ’ R ’ 


e rimane solo a provare che questi valori soddisfacciano alle [1]. Sosti- 
tuiamoli per ciò nella prima , e s’ avrà 


P] 


Afl+B6-|-Cc-1-,.. j ^ A^a+B^à-f-C^e-f-.,. 


h 

A"a+B"6+C"e+.;. 

K 


R 

**+ ec = *, 


Osserviamo ora che il prodotto Aa contiene tutti i termini di R, ne* quali 
trovasi il fattore a , B6 contiene tutti quelli ove trovasi il fattore 6 , Ce 
contiene tutti quelli ove trovasi il fattore c, ec.; si chè R=Aa+B6+Cc4-...; 
e ripetendo lo sle^ ragionamento, si conchiude che la funzione R può 
scriversi ne’varii modi seguenti 


P] 


R Afl "l-BÒ “|-Ce 
R:?:A'o' -l-B'6' +CV +.... 
R = A"o"+B"6»+C"c»+..., 
ec. 


Posto ciò, egli è chiaro che, nell’ equazione [21 , il primo numeratore 
è uguale ad R, e gli altri sono la stessa quantità À, quando vi si scambi 
rispettivamente o , 6 , c,... con o', 6', c', o con o", 6", e"... Laonde, in 
virtù della quinta osservazione , cotesti numeratori sono identicamente nul- 
li, e per conseguente la [2j si riduce all’ identità à = à. Rimane pertanto 
provato che i valori di a; , y , x soddisfanno alla prima delle [1] , e con 
un ragionamento analogo si dimostra che essi soddisfanno ezian^o alle ri- 
manenti [62J. 


(63) Giova notare il caso lo eoi la proposte eqnaxioiii manchino del terodne no- 
to , e ( solo per rendere piò facile il ragionamento ) snpporremo che al trattasse 
delle quattro eqntiioni segnenti 

a^+b,y+c^+d,u = 0 , 
a.a:+6,y+c.x+d.tt = 0 , 
o»a:+6,y+c.x+<i,u = 0 , 
a^+b^+e,z+d,u = 0 . 

Messe le prime tre qneste eqnaiioni sotto la forma segoenta 
e considerando i tre rapporti tf< iacogoile potremo da queste 
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Discutiione delle formoU dedotte dalla risoluzione delle equazioni 
generali del primo grado. 

131. La verifica di cui è stato parola qui innatiEì, non si sa più inten- 
dere , quando il denominatore comune delle incognite si riduce a zero , 
e per questo passiamo ad esaminare in modo speciale questo ed altri casi 
particolari ancora. 

Riprendiamo pertanto le due equazioni 


tw-l- = * , 
»'x+b'y = k'. 


dalle quali si trae 


kb'-bk' 


ak>-ka> 
ab' — ba' 


Primo caso particokare. Poniamo che il denominator comune sia nullo | 

eqaiiioni rieirire I valori di qaeite ineognite , i qaill iceondo i principii spiegati 
dall’ A • e secondo la segnatnra ammessa , saranno rappresentati da 

X — S (±d,fe,c.) — £(±<*td e,) — S(;+a,b,d,) _ 

tt ’ M £(±a,6.Cj) ’ u £(±ai6^c,) * 

ma 

— S, (^±d,b ,Cj) = £ {±b,d^,) = — £ (±:6,c,d,) , 

£ (UidaCj) — ■ £(UiCMdj^ ) 

laonde se si faccia 

«=* £ (±a.6,c,), 

a' ani nel tempo stesso , 

a: = — £ = 2 (a.Cjd,) , * = — £ (±a,6,d,) , 

cosi restano eliminste le quattro ignote x , y , s , u ; ma poiché dell’ nliima delle 
eqnaiioni proposte non si è leonto conto airono in qnesta operanone, é d' oopo che 
i precedenti valori sosUtoili nell' indieau oltima equazione la rendono identica , il 
che darà no’ equazione di condizione. Patu intanto questa sostiuiziooa ne risulta 

d, £ (-ha.ÙA) — c. £ (it3.6A)+6. £ (±o.cA) — a. £ {■±b,c.d,) = 0 

Or secondo la formnla (S) della nota precedente , il primo membro di qnest'eqnat 
tione equivale a ^ CLuo^ ed.), dunque 

• 2 = 0 V 

e però si può conchindere In generale • che se si abbiano n equazioni del primo 
grado, con n ignote, e prive del (ermioe noto, si potran sempre eliminare tra que- 
ste equazioni tutte le ignote , e vi resterà un’ equazione di condizione , che è la 
determinante de* coefflcieoti di eoteste ignote eguagliate a ^zero. 

Non é inutile rosserrare ancora che i numeratori delle incognite formandosi dal 
denominatore , ossia dalla deUrminaote , col sostituire in quesu al coefficieole del- 
r incognita il termine noto; cosi quando le equazioni proposte msncao tutte di que- 
sto termine, anche i numeratori dell' incognite saranno nulli: cosi nel caso delle (1> 


essendo 


Fourcg Algebra. 


0 0 0 0 
« — Tfv»— K’* — -Rt”— R 

R = £ {±:a.,b,c,d,). 
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senza die ciascuno de' numeratori lo sia nei medesimo tempo*, allora s’avrà 


ab' — 6o' = 0 X 


kb'—bk' 

0 


, y= 


ak'—ka' 
__ . 


I valori di X cd y son dunque infiniti , il che vuol dire che , per soddi- 
sfaic alle eciuazioui date, debbono questi valori sorpassare qualunque quan* 
tilà data. 

ab' 

Or dall’ eguaglianza ab' — 6o' = 0 traendosi «' = -j r ne consegue che 
r equazione [2] può esser messa ancora sotto la forma 


— x+b'y = à', donde b'{ax+by) = bk' •, 


ma il primo membro di quest’ ultima equazione è quello stesso della [1] 
moltiplicato per 6' dunque ancor.i la relazione medesima do vrebbe sussiste- 
re tra i secondi membri, allincbè i valori di x ed t/ possano verificare le 
equazioni [t] e [2]*, dovrebbesi cioè avere bk' = kb’, ovvero kb' — 6à'=0, 
icuii che il numeratore di x s’ onnullerebbc esso pure , il che è contrario 
all’ ipotesi. 

In cotal guisa rendesi manifesta l' impossibilità di trovare de’ valori dì x 
ed y proprii a soddisfare alle equazioni date ; ed ancor meglio rimane 
essa uiratterizzala dai valori infiniti, i quali, oltre al manifestare si fatta 
iinpossibililà, fan vedere inoltro che essi derivano dall’ essere troppo grandi 
i valori delle incognite per poterli assegnare. E per vero, si può da prima 
supporre die ab' — ba' sia una quantità piccolissima, e allora i valori di x 
ed y saranno grandissimi, ma soddisfacenti sempre però alle date equazio^- 
ni-, quindi se al momento in cui ab' — ba' diviene zero non può più diret- 
tamente effelluai’si la verifica, ciò è solo perchè i valori di x ed y sorpas* 
sano qualunque grandezza assegnabile (*) 

Secondo caso particolare. Ammettiamo che il denominatore sia nullo in- 
sieme ad uno de’ numeratori , e sia per esempio , ad un tempo 

ab' — 6o' = 0, kb' — bk' = 0-, 

in questo caso anche l’ altro numeratore sarà nullo *, perocché queste due 
eguaglianze ci porgono 



e per conseguente 




Se si fosse da principio supposto nullo invece questo numeratore ak' — àa', 
si sarebbe allo stesso modo provato , che ancor 1’ altro *6' — bk'=0 


(*i Considerati rispetto alla qoestione, le eoi eondiaioni son dalle equazioni espresse, 
i valori infiniti sono talvolta una vera soluzione di questa qoestione. L’ applicazione 
dell’ Algebra alla geometria ne fornisce delle numerose pruove : tra gli altri esem- 
pli indicherò quello in rui un angolo é ineognito, e si trova un valore infinito per 
quello della aua tangente; allora è thiaro che l'angolo sarà retto. 
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Da ciò sc$;ae die , nella ipotesi attuale , devesi avere 

0 0 
*=-ò« »=ò- 

Cotesti simboli indicano , da loro stessi , delle quantità indeterminate , e 
risalendo alle equazioni date, si può provare che col fatto debbeci essere 
indeterminazione in questo caso. Sostituiamo inlatti nella [2} i valori di 
a' 0 k' trovali più sopra , ed essa diviene 

_ a;+6'y= y , ovvero ^ {ax+by) = ^ « j 


donde sì (a palese che te delta equazione si può formare moltiplicando 

per l'ambi i termini della [1], si che tutti i valori che soddisfano ad una 

delle equazioni date debbono in pari tempo soddisfare ancora all’ altra. Or 
dando un valore qualunque ad x, nella [1} per esempio, si potrà sempre 
ricavar da quest'equazione il corrispondente valore per y, e ciascuno del- 
l’ infiniti sistemi che così si ottengono dovendo verificare ancora la [3], si 
può con ogni dritto conchiudere che v' ha col fatto una infinità di soluzio- 
ni , ed è quindi ragionevole che le formole abbiano a dare valori indelcr- 
minati per le incognite. 

Convien per altro guardarsi dal prendere un valore qualunque per x od 
un altro anche qualunque per y, ma invece questi devono essere subordi- 
nati in modo che assegnato un qualunque valore ad x per esempio, in una 
delle equazioni , il còrri^ndente di y dev’ esser quello che da questa e- 
quazione si trae. 

Il caso presente comprende ancor quello in cui s’abbia in pari tempo 
1 = 0, jfc' = 0 , ab' — 6a* = 0 j perocché i valori di x ed y si presentano 

sotto te forma c risalendo alle equazioni proposte , le troviamo , per la 

sparizione de’ termini noti, ridotte alle seguenti 


che danno 


ax+6j^=0, a'x+b'y = 0y 


y= — 


a 



X 


A 

Or secondo l’ ipotesi ab' — 6a' = 0 si ha - = > dunque i due valori che 

da qui si traggono per y son sempre uguali, qualunque siasi x, c per con- 
seguente v’ ha col fatto indeterminazione. 

Convien pertanto osservare che comunque indeterminati i valori di x ed 
y , non e pure tale il loru rapporto, che dalle due ultime equazioui trova- 
si essere. 

y a o' 

X “ T F* 


Inoltre, senza te condizione ^ , i valori di y non sarebbero risultati 

9 O 

eguali, se non facendo x=0, e quindi ancora i/ = 0 , ed in tal caso an- 
che il rapporto di y ad x sarebbe riinustq ìudeturmiuato. 
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In tutto il dotto De' due casi messi a disamina , si è ùitto oso de' valori 
a = ~, k'=^\ e si è tacitamente supposto non esser zero il coelDciente 

a 6 

b. Lasciamo al lettore la disamina dei casi in cui il contrario abbia luogo. 

152. Nella discussione precedente abbiamo considerato certe formo s'uigo- 
lari che prendono i valori generali di a; ed y, e non abbiam mancato a ren- 
dere, sulle stesse equazioni date, evidenti i risultamenti , mercè un’esatta 
interpetrazionc delle dette forme. Una somigliante disamina può mere isti- 
tuita sulle forinole relative a più di due equazioni; ma quando si vuol cer- 
care di mettere in evidenza l’ accordo ne’ risultamenti delle formole e quelli 
immediatamente dedotti dalle stesse equazioni date, si va incontro a diffi- 
coltò dì calcolo , intorno a' quali crediamo esser poco giovevole l’ intratte- 
nerci. Solo porremo qui appresso delle osservazioni, l’ obbietto delle quali 
è quello di premunire contro qualche falsa conclusione alla quale si potreb- 
be esser condotti, dietro un giudizio precipitato. 

Si è dovuto osservare, nel numero precedente, che le incognite a; ed y 
divenivano al tempo stesso entrambe infinite o entrambe indeterminate; e se, 
per analogia, si volesse questa conclusioDe estendere al caso di più di due 
equazioni , il giudizio sarebbe erroneo. Poniaibo esempio che si tratti di tr« 
equazioni 

^y+ ex = k , 
o'j-i- b'y+ c'x= k\ 
a"x+b"y+e>*x=k». 

11 comun denominatore di x , y , x , è 

R = aVe" — ae'b'*+ca'b“ — 6oV'-i-ècV*— cò'o", 
che può scrìversi ne’ tre varii modi seguenti : 

R = a{b'c" — c'k")-|.o*(c6" — 6c«)-f-a"(òc' — c6') , 

R = b(c'a" — a*c"\-\-b\ac" — ca")-ì-b"(ca' — oc ') , 

R = c{a'b" — 6'o")+c'(6a" — ofc")-|-c"(a6' — tu»). 

Poniamo 

b'c»' = c'6" , eh' = bc", 

e da queste eguaglianze traesi ancora òc' = c6'; laonde R s'annulla, e eoo 
esso ancora il numeratore di a?, il quale si forma da R, scambiando a, a', 
a" in k, k', k". Or, perchè il numeratore di y si forma parimente rimpiaz- 
zando, in R, le 6, 6', b" con le A, A', A", non si può pur dire che questo 
numeratore sia anrh’ esso zero , a meno che alle date condizioni qualche 
altra non se n’ aggiunga. Dicasi altrettanto pel numeratore di z. Pertanto 

Il valore di x può prender la forma ed essere infiniti i valori di y e di x. 

Relativamente a questa forma indeterminata devesi ancor far osservare 
un errore da evitarsi; perchè (124) potrebbe stare die l’ indeterminazione 
fosse soltanto apparente. Per meglio giudicarne , si terrà da prima conto 
della sola relazione. 

b'c" = c'b" ovvero «" = 1.^, 

e ponendo questo valore di c" nell’ espressione generale di x , si ricono- 
scerà che il fattore be' — cb' è comune al numeratore e al denominatore; 
ma per ipotesi questo fattore è nullo , è dunque la presenza di questo tat- 


Digitized by Coogle 


{.BUONI D* AtfiBBBA. <09 

toro quella che dà lucr ali’ indeterminuzioue, o, sopprìmcndrSlo , s’uvià 
il vero valore di a; , il quale cessa d’ essere indetermiauto , a meno ctie 
qualche altra ipotesi non s'aggiunga alle già messe ( 63 ). 

CAPO VII. 

ANAI.ISI INDETEBMINATA DEI. PBIHO GRADO. 

Risoluxion$ dell’ equazione ax+by = c «n numeri interi^ 

433 . Avendosi a risolvere un’equazione del primo grado a due ignote, 
non si potrà mai determinare un sistema unico di valori per le due inco- 
gnite X ed y , ma invece il numero delle soluzioni che ammette l’ equa- 
zione è infinito; perocché dando un valore ad arbìtrio all’ incognita x, per 
esempio, si ha dall' equazione data il corrispondente valore per y; per que- 

(63) Abbiamo vedalo nella noia preeedeMe che, maDcaodo i termini noti dalla v 
eqnaiioni , sappoate io Damerò tante per qoaote aooo le ineogoUe , poteraai eaa- 
gnire l'elimioaaioDo a vi timaoeva DD’eqnaiione di coodixiaoa. PoDìamo per fissar, 
la idee che la equazioni proposte sieno soltanto tre 

a.a;-f-6„y.fc,* = 0, 

[1] «,x-|- 5 ,y-|-c.»=s 0 , 

a ai avrà , come in - fine di detta nota ai 4 mostrato , 

0 0 0 
*— RI 31 — -Ri R. 

ava 

Or ee R non è nullo, aarè «=0, y = 0. s = 0, e in tal caso le eqnaaionl pro- 
poste , potrebbero non iadieare nolls , e diciamo potrebbero , perchè il preeedento 
sistema di valori ai = 0, y =0, s — 0 può bene rappresentar talvolta l’esistenza 
di qualche cosa che si va cercando, e ciò meglio si vede nelle applicazioni dell’al- 
gebra alla geometria. Ma quando fosse ancora R = 0, allora i valori di x, y, t 

si presentano sotto la forma Or risolvendo le prime due delle tt] rispetto si rap- 
porti-^ I j t ei trae, come nella nota precedente , 

—cb, y_ c„<i, — a.c, 

a 0.6, — 6.0,’ z 0,6, — 6,o, 

e aosiitoiti questi valori nella terza s’ottiene R = 0, al che essendo, per ipotesi 
verificata quest’ equazione , vnol dire t vad. nota (43) ) che le equazioni (0 in que- 
sto esso determinano compleumente i rapporti ~ ^ i prendendone due qualun- 

que di esse. Anzi poiché dalle [S] ai ha pure 

X 6,c, — c 6, 

y~c.o. — 0/:,’ 

si pnò dire che anche questo terzo rapporta è determinato. Ed in generale quando 
si abbiano n equaiiooi del primo grado ad n ignote, e mancanti tutte del termine 
noto, i valori delle incognite restano indeterminati, e sono all’ opposto determinati 
i loro rapporti. 
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sla ragione le due incognite prendono d’ordinario, in qnesto caso, il no- 
me di indeterminate. L' indeterminazione nel numero di sistemi di valori , 
propri! a soddistare alle equazioni date, non sarà più cosi illimitata quan- 
do alla natura di questi valori s' ingiungono delle condizioni particolari , 
come sarebbe quella , per esempio , che i detti valori esser debbano so- 
lamente interi e positivi. Queste condizioni , che non possono esprimersi 
analiticamente , rendono talvolta la proposta equazione , incapace di solu- 
zione ; e come debba tenersi conto di delle condizioni sarà F obbielto di 
ciò clic segue. 

134, Ed in primo luogo intenderemo l’equazione data posta sotto la forma 

ax+by = e , 

ove a, b, e indicano numeri interi qualunque , positivi o negativi, e pos- 
sono intendersi non aver alcun divisore comune tra loro, perchè, qualora 
lo ammettessero, si potrà dividere l’equazione proposta per questo divisor 
comune , senza alterar per nulla i risultamenti. 

Posto ciò , possiamo fin da ora osservare un caso in cui è impossibile 
d! soddisfare all' equazione con valori interi di a; ed ^ questo caso è quello 
che si presenta quando fatta la soppressione del faltor comune, se avesse 
luogo , i coeUìcienli a e b avessero ancora un fatlor comune tra loro , e 
non a c ', perocché quali che si fossero, in cotesto caso, i valori interi che 
in luogo di X e di ysi pongon nell’equazione, s'avrà sempre il primo mem- 
bro divisibile per quel fattore comune ad a e 6 , mentre non lo sarà pa- 
rimente il secondo , e però l’ eguaglianza si rende impossibile. Visto ciò , 
supporremo sempre , in quel che segue , essere o c fi due numeri primi 
tra loro^ nè si metterà da principio la condizione che x ed y abbiano ad 
essere interi e positivi , ma solamente interi. 

153. La questione pertanto è cosi ridotta alla seguente: data l’ equazione 

[1,1 ax+by z=c, 

ove a, fi, c sono numeri interi qualunque, e i due primi non ammettono 
alcun divisor comune, sì domandano tutti i sistemi di valori interi per x 
ed y, proprii a soddisfare all’equazione. Faremo il ragionamento come se 
a e fi fossero positivi, ma sarà agevole il ravvisare che lo stesso ragiona- 
mento s’applica parimente agli altri casi ancora. 

Si risolve colesta questione senza veruna difficoltà, quando il coefficiente 
d’ una delle incognite , e poniamo la y , sia la stessa unità *, perocché, in 
tal caso , si ha immediatamente y = c — ax, e si scorge che prendendo 
per X un numero intero qualunque, il corrispondente valore di y sarà esso 
pure un numero intero. 

, Ma ponendo il caso che a e 6 sicno diversi da 1 , e che sìa fi < a , si 
caverà y dalla [1] e s’avrà 

c — ax 


Dividendo a per fi , e dinotando con g il quoziente c con r il resto sarà 
a = bg+r , e quindi 

e — (bg+r)x c — rx 

y = ^ =-gx+ 

Or volendo le soluzioni in numeri interi , si osserverà che per uu qualsiesi 
valore intero di x , la parte — gc , sarà pur essa un intero ; laonde per- 
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chè eziandio y sìa un numero intero sarà d’ uopo cercare i valori dì x prò- 

C TX 

prii a rendere un numero intero l’ espressione — j — . Poniamo dunque 
che sìa ( una nuova indeterminata , e 
e — rx 

[2] — - — =t, ovvero rj:-f6t=c. 

0 

In questo modo la questione è ridotta a risolvere questa novella equazione 
con valori interi di x e ( , e non si passerebbe più oltre , se il resto r 
fosse eguale ad t. Ma se r > 1 , si risolverà quest' ultima equazione ri- 
spetto ad X, il che darà 

e — bt 


e chiamando q' il quoziente della divisione dì 6 per r ed r' il resto, avremo 
c — .. c — r't 


X — 




c poiché ( dev’ essere un numero intero , come ancora x, si vede che de- 
vesi prender < talmente da rendere eguale ad un intero T espressione — ■ ì 
Si dinoti dunque con (' una nuova indeterminata e pongasi 
c — r't 

[3] — - — = t , ovvero r'<-fr(' = c 


e la questione trovasi ridotta alla risoluzione di questa nuova equazione in 
numeri interi, ciò che subito si otterrebbe senza ulteriori ricerche, se fosse 
r' = 1 -, ma se r' > 1 , si caverà f da quest’ ultima equazione e s' avrà 


/ 

e chiamando q" il quoziente di r per r' ed r" il resto, sarà benanche 
. c — {r'q"-{.r"y c — r"t 

»— r' 9 * + ~P~'^ 

e , seguendo , lo stesso procedimento di calcolo come sopra , si porrà 

C fili/ 

W — —, — = <”, ovvero r"t'+r't" = c , 

essendo t" una nuova indeterminata, e così la questione trovasi ridotta alla 
soluzione di quest' ultima equazione in numeri interi. 

Senza più é ora manifesto come debbasi procedere nel rimanere del cal- 
colo, che si pnitrarrà finché non si giunga ad un’ equazione, nella quale una 
delle indeterminate si trovi avere per coefficiente 4. Ciò non può mai man- 
care , poiché i coefficienti r, r', r". . . , che entrano nelle equazioni [5] , 
[^]» SO"® ' successivi che s'ottengono quando si va cercando il 
massimo divisor comune de’ due numeri a c 6, e questi per ipotesi son pri- 
mi tra loro. 
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Per fissar le Idee, supponiamo r" = 1, e cosi la [4] dà 
• [fQ f——r'l'>+e. 

Tenendo dietro ai ragionamenti pe* quali si è passato, si scorge che 1, 
dovevano essere numeri interi ; or si vede che dando a qualunque va- 
lore intero, sarà pure (' un intero, ed è chiaro che risalendo da un* equa- 
zione alla precedente sino a quella che contiene le indeterminale x ei y, 
s’ nvran pure numeri interi per queste indeterminate , e cosi l' equazione 
proposta ammette un’ infinità di soluzioni (*). 

Si può evitare il calcolo delle indeterminate intermedie, perchè egli è fa- 
cile comporre delle formole generali , le quali esprimono immediatamente 
le indeterminate x, y in frazione di t". In efletti secondo le equazioni [2], 
[5], [4], [ò] i valori di x, y, 1, t' possono esprimersi cosi : 

V — — qx + 1 , 
x— — q’t +t\ 

l'= — Ht"+e ; 

donde si vede che per avere le indicate formole generali, basterà porre nel- 
r cfKpressione di ( quella di indi le espressioni di ( c di in funzione 
di t", sostituirle in quella di x, e finalmente quelle di x e 1, anche in fun- 
zione di t", sostituirle in quella di y, 

li successo del metodo precedente è fondato su la progressiva diminuzione 
che la divisione induce ne’ coefficienti delle indeterminate; ma nulla impe- 
disce di divider pure il termine costante che si trova nelle equazioni suc- 
cessive. In questo modo, il calcolo si farà soprg numeri più piccoli, ed è 
questo un vantaggio, del quale convien sempre profittare. 

136. Sia ad esempio l' equazione 


3x — 8y = 43. 

Essendo , in questo caso , il coefficiente di x maggiore di quello di y , si 
dovrà risolvere rispetto ad x , per essere d' accordo col metodo geueralè : 
cosi facendo avremo 

8y+43 

«- 5 i 

dividendo 8 per 3 si ha per quoziente 2 e per resto 2 , e dividendo 45 
(ler 3 , il quoziente sarà 14 ed il resto 1 ; avremo dunque 

2»+l 

x= 2y+li+-^=3y+Ì4+t, 


(*) S« a e 4 non fossero primi tri loro, qnesio metodo di soluzione esso stesso 
porrebbe in evidenze l'inpossibilili d’tvere, in ttl esso, vslori interi per e ed «. E 
per fermo, non essendo a e ò primi tre loro, ellore nelle serie de’ resti r, H, r''... 
se ne dovrA trovere ano il qusìe divide esettsmenle il precedente , e che ssrA sp- 
ponto il messiiBo divisor comune di a e A ; pooiemo che od tei resto sia quello 
reppresenteto de r*' e eie r'= fcr"; l'equeziooe [4] ellora derà 


l' = 


c—r'l" 





donde si eonchiude non esservi elcnu velore intero di t", il qnsle rendi intero un* 
core quello di i', a meno che r" non divido pure e- Il coso ebe qui abbiemoesa* 
minalo À quello stesso ebo ebbieni ftUo osservere nel n.” 134. 
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m 


ponendo 

2y+l = 3f. 

l)a questa seconda equazione si trae 

3t _ 1 ( _ 1 

' y— 2 M 

essendo 

e poiché il coeflìciente di ( è 1, cosi non si passerà più oltre, e s’avrà 

t = ìi'+i, 

con valori interi di (' e dì t. Marcò questo valore di t si trova 

y = t+r'=2/'+t+j' = 5('+t , 

X = 2y+14+t = 2C3i'+t)+U+2t'+t = 8<'+17 

Pertanto le formole che esprimono a; ed in funzione di t' sono 
y = 3r'+t , a: = 8l'+17 , 

e dando a t' i valori 1' = 0 , 1 , 2 , 3 . . . , si troverà 

y = 1 , 4 , 7 , 10 , ec. 
a:=: 17 , 25 , 33 , 41 , ec. 

Si posson dare a 1' ambe i valori negativi — 1, — 2, — 3, ec. 

13^ Nell’ esempio ora arrecato si scorge che i valori di y e di x for- 
mano ciascuno una progressione aritmetica, la prima avente per dilTerenza 
o ragione 3 , che è il coefficiente di x nell’equazione data, e la seconda 
avente una ragione 8 , che è il coefficiente di y, preso col segno mutato. 
'Si può facilmente rendersi sicuri della generalità di cotesta proiwsi/.ione , 
eseguendo le sostituzioni successive, delle quali si è discorso sulla fine del 
num. 133 j ma è da preferirsi la seguente dimostrazione. 

Secondo l' analisi del citato numero , si è certi che l’ equazione 


[ 1 ] 


oz-f-by =?: c 


deve ammettere un’ infinità di soluzioni intere, sien qualunque i segni ed 

1 valori de’ numeri a e 6, perchè solo sieno primi tra loro. Puniamo dun- 
que che una dì queste soluzioni sia quella che è l'appresentata dal sistema 

2 = A, y = B, ed allora dovrà aversi identicamente 

aA-i-bH = c, . * 

e togliendo quest’ equaglianza dalla [1] s’ avrà 

a(r — A)-p6(y — B) = 0 , 


donde si trae 


fl(A — x) 

y=«+-Sr— . 


Or ì valori di x , che debbono essere interi , devono ancora esser tali d.i 
rendere interi anche quei di y; è dunque necessario che il prodotto a(A — x) 
sia divisibile per b ', ma 6 non può dividere a , per esser questi due nu- 
Fourey Àlgebra. 13 
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meri j>rirai tra loro, dunque \ — as dev' esser divisibile per b (•). Sì |X)rrà 
dunque 

A — ® s= , 

diiudandn < ima nuova indeterminata , e quindi s' avrà 
x = k — 6l, ir = B+at, 

e dieiro ifuestc formolo si fa palese la legge de’ valori c4ie s' ottengono per 
<r od y , quando si danno siiccussivamonle a 1 tutti i valori interi. Così 
(irciHkmlo (=.0, 4,2, 3.,., ne'viene 

, «=A,A — fc,A — 2b,A — 35..., 

If := B, B-j-n, 2u , B -4- 3u . • • , 

In gonomle «1 nrsrere t d' un’ unità, s’ accresce y di a, ed x s’ anmen- 
tn di — 6 IVi tanto le toluzioni iniere deW equazione ax+by =r c «uno * /cr- 
ttiini torrizjxìndenii di due progressioni aritnteHche. NeUa progressione rela- 
tira a ciascuna delle indeterminate \ ed y, la ragione è uguale al coefficiente 
dell’ altra sndetermintata ; badando però di premere V uno di questi eeeffi- 
«ienli col medesimo segno che ha nell’ equazione, e t altro col segno mutato. 

il poi indirTereiite del tulio quali; de' ('oefllcienU sin quello di x, sia quel- 
lo di I/, clic si delit*u prendere eoi segno «ambiato-, pepocchè Belle forroole 
<4ie es|irìiiiono x od y, si posson cambiare i segni de' termini +bt e — at, 
aUesoeehè P indeterminata t può ricevere tutti t valori possibili, positivi o 
negativi, solo clic fossero interi. 

438. l.a proposi/ione or dimostrata ci porge il mcr.ao d’ ottonere imme- 
diatamente tulle le soluzioni intere if un'equazione della fonnaux-l-òy = c, 
quando oc sia conosciuta una. Così data T equazione 

7x — 5f = 9, 

si riconosce, dopo alquanti tentativi (64), che essa è verificata da * = 2 
ed y = t^ uliui'u, osservando die i cocfiìMcnli di xe di y sonu-t-7 c — 3, 
si ixitrauno stabilir le formule 

» = 2+5l, y=l-|-71; 

e facendo 1 = 0, 1, 2, 3, ..,el = — 4, — 2, — 3,. ..si avranno le 
soluzioni dell' equazione proposta. 

430. Sa|ipoueiido che oelP equazione gcncRile manchi il termine noto, e 
che sia perciò 

■ox+èy = 0 , 

f*) Ss un miin«ro divide 3 proddito di due fattori, ed è primo con uno di etti, 
deve neeestariamente divider l' diro. Queslo ìrorema si paó considersr* come gi4 
Bolo per l'ariimelice, nò mancheremo darne piti oltre (cap. XII ) una dimosiraiione. 

(Gl) Questa prima soloiione può aversi direltameute , e non per «eiualivi , cune 
sari ia appresso rooslrtlo. Per ora si osservi che se Dell'eqnaaioiie 

41 ] o*— 6y = c. 

si riccia xczeX*, y=cy', essa ai (rasrormerl nell’ altra 
[J] «*» — 

c quindi risnlvrndo qnesl’ equazione sarà risnlnla anche la [I], bastando il molli- 
plicare per c riascnno de' stsicmi di soluzione di questa (Ì1. Or una nolozioae 
a; =s, v — fi 'trita [31 ai ha direilamcnic , mrreè la teorica delle franoni con- 
tinue , quindi si airannu ancora A=c«, B = c,S- 
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si vetic subito che una delUi sutu^ioui ù j; = U, y=0, e i|uiu«li lu l'ur- 
niolo generali saranno 

x = bt , y = — at 

Volendosi dedurre questi risultanienti , direttamente dall' equazione , se- ne 
caverà il valore di y = — quindi , osservando che a e £ son primi 

tra loro, si ha la conseguenza che per avere per y valori interi, corrispon- 
denti a quelli anche interi di x , convien che x sia un nuilliplo di £ , c 
jierò dinotando con ( una nuova indeterminata dev’ essere x =■ U, e con- 
seguentemente y = — (U 
Esempio : 31ar — 22y = 0 , 

sarà ar= 22( , y = 3U. 

140. Poniamo ora che e sia un mnltiplo di a o pure di b. Sia e — td, 
e r equazione da risolvere sarà 

a<r-{-ày = bd , 

ed è chiaro che una soluzione ò data dal sistema y = d; quindi i 

vakni generali saranno 

x = ^ , y = d — at 

Alle stesse formole si giunge, quando si risolve l'equazione pn>posla ri- 
spetto ad X , perchè si lu 

_ Kd-y) 

* — Z ’ 


donde m conchinde, come più sopra rhed — y dev'essere un multiplo di a. 
Si potrà dunque porre d — y = ut , e s’ avrà come qui innanzi 

y = d — ol, x = bt 
Esempio. Sia data l'equazione 

5* — 7y = 21 5 

una soluzione è X = 0, y = — 3 •, e per conseguente x = ^t, y= — 3-|-5/. 

141. Indicheremo amnra due scmplifìuazioni che possono occorrere nelle 
successive op<Tazìoni dì calcolo , c a farle meglio intendere ragioneremo 
sopra un esempio particolare. 

Sìa pertanto dula l'e(|uaziunc 


dalla quale si trae 


80x — 17y — 3'J , 


» = 


80« — 59 
Ì7 


Or se si divide«e 80 per 17 s'avrebbe 80 = 17x4-1-12 -, ma poicliè il re- 
sto sorpassa la metà del divisore , oss*!rv)?remo clie si può scrivere anco- 
ra 80 = 17 (4-|-l)-{-12 — 17 = 17x5 — 5. In questo modo si vede die 
aumentando d' un' unità il quoziente , si avrà un resto minore della melà 
del divisore, il che giova per rendere piò facili e spedite le riduzioni. Ri- 
spetto alla divisione di 39 per 17 non è a mettersi in uso questa pratica, 
essendo che 39 = 17 x3-{-5 , ed il resto è minore della metà del divisore. 
Periamo sarà 

(17x5 — f.y —17x2 — 5 „ 5ar-|-5 
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L'n' nitra scmptificazionR si presenta nneur qui, e deriva dall’ esser 5 faU 
tor del numeratore 5x+5, il quale per questo può scriversi cosi ìi(a:+l); 
e |K)i(-hè 5 e t7 son primi tra loro, dev'essere x+l un multiplo di 17, 
e però si porrò l’ equazione ausiliai ia 

iT+1 =17t , 

c s’ avrà per conseguenza 

X = 17( — 1 , y = 801 — 7 

fiisolu:ione delF equazione ax+by = c in numeri interi e positivi. — Ap- 
plicazione alla risoluzione di alquanti problemi. — Osservazione sulle ine- 
guaglianze. 

142. Volendosi risolvere l’equazione ax+bv=:e in numeri interi e po- 
sitivi , si comincia dall’ operare neil' ipotesi che questi valori debbono es- 
sere soltanto interi, e secondo la teorica precedente si avranno per x ed y 
le formole generali 

X = A — bt , y = 

Dopo di ciò , si cercherà determinare per t quei numeri interi che danno 
valori positivi per x ed y, dai che risultano delle restrizioni su i valori 
da attribuirsi a t. 

Consideriamo primamente il caso in cui a c b hanno lo stesso segno nel- 
r equazione 

ax+by = c, 

c propriamente supporremo che questo segno Tosse il ; perocché se a e 
fossero entrambi negativi , si potrebbero rendere positivi col cambiare il 
segno a tutta l'equazione. Oltre a ciò supporremo e positivo altrimenti l’e- 
quazione sarebbe impossibile a sussistere con valori positivi di x ed V. 
l’usto ciò puuiaino i vaturi generali di x ed y sotto le forme 




allora è palese che per rendere x positivo convien prendere per t quei va- 
lori positivi che soddisfanno alf ineguaglianza I < y, e similmente per ren- 
dere V positivo è necessario e sufRcientc prender per t quei valori che sod- 
disfanno all’ ineguaglianza Laonde per non avere che solamente 

soluzioni positive, i valori da attribuirsi a ( devono andar compresi tra i 
limiti 


il che per altro non esclude l’eguaglianza, ossia che se il primo limite, per 
esempio, fosse un numero intero n, si potrebbe fare ( = n, ed in tal caso 
il valore corrispondente di x sarebbe x=0. 

Dalla condizione che t dev’essere un numero intero e compreso tra dati 
limiti, ne consegue che il numero delle soluzioni dell’ equazione esser de- 
ve limitato; ciò che d’altronde si la palese dalla stessa equazione, li per 
vero , essendo a c 6 [xisitivi , sostituendo jicr x cd y de' uumcri [Kisitivi 
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il binomio ax-\-hy sarà esso pure posilivo, e poiché esso deve rimaner co- 
stmtemente uguale a e, ò chiaro non esser possibile che qualcuno de'due 
termini aumenti indefinitamente. 

Può avvenire ancora che non vi sia alcun numero intero, che cada tra 
i due limiti trovati per ( , ed allora si conchinderà dell’ impossibilità del- 
l'equazione. Ciò avverrebbe quando questi limili Tessero contenuti tra due 
numeri interi consecutivi , come sarebbero , a ragion d’ esempio ( > 4 j , 
t<m. Essi limiti d'altronde non potrebbero essere contraddittorii, come 

X B 

si vede nel caso di t > 4^ I < 3^, perocché dovrebbe essere < — ior 

da quest’ ineguaglianza si trae oA+bB < 0 , ed’ altronde A e B devono 
soddisfare alla relazione aA-|-6B = c , ove c è positivo. 

Consideriamo in secondo luogo il caso in cui a e b ànno segni conlrariiy 
c poniamo propriamente che s’ abbia 

tax — by = e , 

ove a e b rappresentano dne numeri poulivi. In questo caso i valori ge- 
nerali di » ed V son delhi forma 


* = A-j-bt, if = B+tUy 
e possono scriversi ancora cosi : 

donde si scorge subito che per aver valori positivi per x ed v j 
sario che t cada tra i limiti 




è neces- 


non esclusa l’ cguagl’ianza pel limite superiore. 

Da ciò consegue che l’ equazione ax — by = c, ammette sempre un nu- 
mero infinito di soluzioni intere e positive, mentre che l’equazione ar-fby—c 
ne ha solo un numero limitato , o può ancora non ammetterne alcuna. 

Passiamo ora ad applicar cotesta teorica alla risoluzione di qualche pro- 
blema. 

113. Problema I. Una compagnia di uomini e domu ha speso 1000 fr, 
in una festa. Ciascun uomo ha jmgato 19 fr., e ciascuna donna ne ha pa- 
gato 11, Quanti eran gli uomim e quante le donne? 

Dinotando con x il numero degli uomini e con v quello delle donno , 
P equazione che dovrà risolversi in numeri interi sarà 

[t] 19x+tl» = 1000. 

Eseguendo i calcoli come fu spiegato nel num. 136, e mettendo a pro- 
fitto le semplificazioni indicate nei n.^lbl , s’avrà successivamente 


1000— 19x « 3x 

-=91— 2j-t- 


11 H 

3x — 1 = 111, 

111 - 1-1 , 1—1 . , 

^=4l-h— = ll-i-P, 

1 — 1 = 31 ', 
1 = 1 — 31 ', 


= 91 — 2x-H, 
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Giunti a questo punto , si risale ai valori di x c di v i c si trova 

x = fct-l-t'=4(l— 3(')+t'=4— Hi' 
n = 91 — 2*+t=91 — 2(4 — 1U')+1 — 3l' = 8t+19t'. 

Pertanto le formole generali , che esprimono a; ed v sono 7*7 

a:=4— 111', v = 84+19<' 

Or perchè x sia positivo , è necessario e sufficiente che sia 1 U' < 4 , 
cio*> t < -fi, e perchè sia pure y positivo ò necessario e sufficiente che sia 
19.' > — «4, ovvero t' > — Laonde per (' si dovrà prendere uno de’ 
valori scgueuli : 

t'=0, -4, -2, -3, -4, 
ai quali corrispondono 

x= 4, 15 , 26 , 37 , 48-, 

» = 84 , 63 , 40, 27 , 8. 

U numero delle soluzioni è dunque limitato, com'era di conseguenza, per 
essere dello stesso segno i coefficienti di » e di nella [l]j queste solu- 
zioni sono cinque, cosi ordinate 

!.■ soluzione 4 nomini c 84 donne, 


2. * 13 uomini e 65 donne, 

3. * 26 uomini e 46 donne , 

4. * 57 uomini e 27 donne , 

5. * 48 uomini e 8 donne. 


Ofter razione. Secondo il detto nel n.* 1 38, basta conoscere una sola so- 
luzione deir equazione [1] per formare , all' istante i valori generali di x 
ed y. Or se, dopo d’ aver trovato t = 1 — 3(', si faccia l' = 0, e si cat- 
eolano i valori corrispondenti (=1,x=:4, y = 84, egli è chiaro che x = 4 
ed y = 84 formano una soluzione dell' equazione , e perciò si potrà porro 
in generate 

* = 4 — IIP, J=84-^19<' 

144. Probcbiua n. Con due regoli di diversa lunghezza, alcuni essendo 
di !( decimetri ed altri di 7, si cerca di fare una lunghezza di 83 decime- 
tri , disponendo t regoli t un dopo V altro. 

Cotesto problema si riduce a risolvere in numeri interi l'equazione 


Or si ha pccessivamente 
23 — 7y 
5 


5x-|-7y = 23. 
2+2y 


= 5-y 


= 5-y-2t, 


l+y = 3f. 

y — Ut — 1, x = C — 7(j 


ma iierclM! risulti y positivo devesi prendere t>-j, c perchè risulti pari- 
mente |K)9Ìtivo X deve farsi t < * •, e non essendovi alcun numero intero 
tra cotesti limili jC ?■, devesi conchiudere essere impossibile il problenn». 

Osservazione, L' equazione ammetterebbe un' inliuità di soluzioni se si 
ammettessero v.alori negativi per una delle incognite. Per esempio , so si 
fu t = 0 si ha X = 6, y = — 1 , e questa soluzione indica che ponendo l' uno 
accanto all' altro 6 regoli di 3 decimetri , e poi a partire da uno degli 
estremi della retta che così otUeusì, un altro regolo ili 7 decimetri, ciò che 
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rìiaaDe sarà ia lunghezza dimandata di SS decimetri. Celesta interpetra- 
zione è compresa nclie regoli generali g*à stabilite (lOS), 

14S. Pborlema 111. Una persona ha comprato dtlU capre e de' montoni; 
ogni capra gli è costata 8 fr. ed ogni montone 27 fr., e , con queste con- 
dizioni , il prezzo di tutte le cajnre superava di 97 fr, quello de' montoni. 
Quante erano le capre e quanti i montoni? 

Dinotando con x il numero delle capre o con y quello de’ montoni, l'equa- 
zione da risolversi i numeri Interi sarà 

8x — 27y = 97. 

Da quest'equazione si trae consecutivamente 


27j/-|-97 òtf-l-1 

« - 3y4-12 -I- ^=3y+12-i-t, 

3y-i-l = 8/ , 

y=-—=^t—^=r,t-t'. 


1+1 = 31', tz 


3 

:3<' — 1. 


c quindi Tacendo t'=0. s’ottiene t — — 1, * = — 3, ar = 2. Pertanto i 
valori generali di x e ai sono 

® = 37<' + 2, y=8<' — 3, 

e ci mostrano che volendo che x ed v sieno positivi , anche (' dev’ esser 
positivo, e tale da risultar 8i' > 3, ovvero t' > j. Si jiosson dunque dare 

o 

a (' tutti i valori interi da 1 sino all’ infinito , e per conseguente si avrà 
la seguente tavola di soluzioni 

I' = 1, 2, 3, 4, ec. 

a:=20, 50, 83, HO, ec. 
j= .5, 13, 21, 29, ec. 


Il problema pertanto ammette infinite soluzioni, e devesi rispondere clic 
la persona aveva comprato 29 capre c 5 montoni , oppure 56 capre c 13 
montoni, ec. 

146. Problema. IV. Trovare «n numero che, diviso per di, dia per re- 
sto 3, e, diviso per 47, dia per resto 40. 

Rappresenti x un’ indeterminata che può ricevere qualunque valore in- 
tero positivo, allora tutti i numeri che divisi per 1 1 dan tre per resto sono 
compresi nella formola N = llx + 3. E {Mrlmente dinotando con y un’in- 
determinata analoga ad x, tutti i numeri che, divisi per 17, dan per resto 
IO, son compresi nella formola N = 17y + IO. 

Laonde , per condizione del problema , dev’ essere 
[2] llx+3=17|f+10, 

c quest' equazione deve aver luogo con valori interi per x ed 
Perlanlo operando come nel problema precedente , s' ottiene 

a = — T7— = y+ -n- = Si+L, 


Itf — 7 


y — 


Il '‘Il 
Cy+7 = 111, 
<+1 


■ = 21 — 1 — . 


0 


= 21-1 — 1 ', 


1 + 1=01', 1 = 61' — 1. 
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Fatto t' = 0, si ha 1 = ^1, y = — 5, xs— 4, e perciò i valori ge- 
nerali di X ed y sono 

x = nt' — 4, y=llt' — 5-, 

dalle quali rorraole si scorge che per verificarsi la condizione che x ed 
sicno positivi, si dovrà fare t'= 1, S, 3, . . sino all' infinito. 

Volendosi delle forroole nelle quali si possa dare all' indeterminata tutti 
valori interi e positivi , a partire da zero , è chiaro che basterà cambiare 
I' in 1 + $, rappresentando g la nuova indeterminata, e sarà 

x=13-Hl':ff, y=8-|-Htf. 

Mercé queste formole generali si trova 

N = Ha--|- 3=H(13-J-t75)-|- 3 = 446fl87j, 

N=17y-|-t0 = 17( 8-i-Hj)-i-10 = 146-1- 187tf. 

Queste due espressioni sono eguali, e ciò doveva risultarne eoi fatto , pcr- 
diè r e(|uazioiie [2] è stata formata eguagliando i valori di N. 

Vedesi intanto che v' ha un' infinità di numeri che verificano le due con- 
dizioni dell' cnunzialo, e son tutte comprese nella formula unica 

N = 146 -i- 1875, 

ove 9 è un’ indeterminata, la quale può ricevere tntti i valori interi posi- 
tivi, a partire da zero. È facile d' altronde l' assicurarsi se essa formola sod- 
disfaccia all' enunziato-, cioè che se, divisa per il, dia per resto 3, e, di- 
visa per 17 dia per resto 10. Si ha di fatto. 

N 3 N 40 

ed ^ = H5-|-8 -ì-|^. 

1 i7. Problema V. Trovare un numero che diviso per 11 dia per resto 
3, diviso per 11 dia per resto 10^ e diviso per 37 dia per resto 13. 

Abbiamo già trovato, nel problema, precedente, la formola de’ numeri che 
soddisfanno alle due prime prime condizioni, e, messo x in luogo di 5, co- 
testa formola é 

[3] N = 146 + 187x. 

Or percliè il numero soddisfaccia pure alla terza condizione dev'essere 
N = 37y + 15, dunque s' avrà 

• 37y-f. 15=146-1- 187x, 

e quest' equazione dovrà essere soddisfatta da valori interi e positivi di x ed y. 
Kisulvcudu cui metodi precedenti , avremo 

187x-fl53 „ _ 2.T4-22 ^ „ 

V = — = 5x-f 0-1- — 5 ^-" = 5ar+3-i-24 

x-l-ll=37t, x = 37t— H. 

e perchè x risulti positivo non si debbono dare a t che soli valori positivi 
e al di là di zero. Che se si faccia t = i + 9 , si potranno allora a questa 
nuova indeterminata 9 assegnar tntti i valori positivi, non escluso il zero. 
Con un silTallo cambiamento s'ottiene 

X = 26 -h 575 , 
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e, sostitaendo questo valore nella rormola [5], risulta 

N = 5008 + 69199. 

Tal’ è pertanto la forinola generale de’ numeri che soddisfanno alle condi- 
zioni del problema. 

118. La determinazione de’ limiti ci ha condotti (112) a cercare quali 
sieno i valori dell’ indeterminala finale f, che rendono positive delle espres- 
sioni della forma A -{- o in altri termini che son tali da aversi 

A '+ 6l > 0. 

Si può da prima trasportare il termine A, come se si trattasse d* un'e- 
quazione ( ved. nota 36 ), il che dà 

tó> — A. 

Indi, se ò è positivo, si potran dividere ambi i membri per ò e s’ avrà 



Ma se b è negativo, la divisione per b cangerè i segni dei due membri del- 
r ineguaglianza, e per oonse^ente , secondo il linguaggio adottalo (20), il 
membro che era minore diviene maggiore. Allora dunque devesi avere 



Poniamo , [ùii generalmente che s' abbia l’ ineguaglianza 

ut+b>c(-|-d. 

Trasportando i termini , s' avrà 

(o — c) f > d — b. 

Quindi , secondo che a — c è positiva o negativa, sarà 

d—b ^d—b 

t > , oppure t < 

a — c a — c 

In ciò consiste la tolusione d' un’ tnegwapZtansa,' nè c* intratterremo più a 
lungo su questo argomento, perocché le traslurmazioai che possono aversi a 
fare sulle ineguaglianze hanno tale un' analogia con quelle che si fanno sulla 
equazione, che sarà sempre facile scorgerle. La sola precauzione da pren- 
dersi è quella di evitare gli errori provenienti dai s^i ; per lo che basta 
tener presente quanto è dUcbiarato su l’ ordine delle grandezze (20). L'in- 
dicata nota considera i varii casi ne’ quali si potrebbe cadere in errore, e 
porge i mezzi come evitarli. 

Risoluzione , tu «umert interi , di più equaxioii del primo grado , * 
ed il numero delle qwili è minore di quello delle incongnile. 

119. Sien date a risolvere, in numeri interi e positivi, le due 'equazioni 

[1] 2«+11v— 7z = 311 , 

[2J 10*-f- 1v-f.9s = 173. 

Eliminando x tra queste due equazioni , s’ otterrà 

[5] 3y-2t = 5G; 

Fourcg Algebra. 16 
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«lu i valori in1(Ti (K -y e x rhe convengoae alle etiuuioM proposte, deb- 
Ihiii pare MNidisrure la precedente, daiH)ue Xf^dicliereroo a co Ics la equazio- 
(lo, it metodo già spiegato ed avremo 

^ = 21, x=3t — 28 ' 

Or se si trattasse dcfla sola equazione [S] queste dne formole ne dareb- 
bero tutte 4e soluzioni, dande a t tutti i valori interi possibili ; ma come 
questa Uen tuog» d' una -delle equazioni firoposte (-83), ed i valori, aoctie 
interi , di y e x devono soddisfaie eziandio I' altra , cosi sarà d' uopo so- 
stituii« i valori precedenti nella [I] , 'per esempio , e cercar i valwi in- 
teri tii X « < , «Ile oMiTcngeno aN' equazione risultante. 

Fatta {lerlanto questa sostituzione si ottiene 

2jc-|-7I=US, 

donde , dinotando con (* un numero intero qualunque , se ne deduce 
x = 69+Vt', t=i—3('. 

E mettendo queido valore di t in quelli di y e x s* avranno tutte e tre 
le ù)deler«inate espresse cesi , in funzione di 

' ac = <»-|-7r, y = 2 — r=— 25— «r, 

e queste (nrmole faran conoscere tulli i valori interi che convengono alle 
equaziom proposte. Che se inoltre si voglian solo valori positivi , convien 
preedere (' in modo da rimaner verificate le condizioni 

89 -b "<’> 0 , donde l*> — , 

2 — 4f*> 0 , donde l'<^ , 

— 25 — 6t'> 0 , donde |'< — 4 

Or queste condizioni mostrano che i valori che attribuir si possono a i' 
sono <* = — 6, — C, — 7, — 8, — 9, ai quali corrispondono rispettivamente 

a;=34, 27, 20, 15, 6-, 
y = 22 , 26 , 50 , 54 , 58; 
x= 5, 11 , 17, 23, 29. 

' 130. 1.’ esemplo ora arrecalo ci sembra bastevole a mostrar la via da te- 
nne tutte le volle che si voglian risolvern , in numeri interi e positivi , 
'delle «ypiazioni del primo grado, le quali contengono più incognite di quel 
clié non sono le equazioni. Ma , per non lasciate alcun die a des'iderare , 
r appliilieremo ancora al caso di tre equazìsni. 

S'abbian dunque. Ira le incognite jc, y, x, «, tre equazioni del primo 
grado , che , eoUeltivamente , le chiamereino le equazioni f.4]. 

Eliminando una delle incognite , ’e sia x , si otterranno tra y , x ed « 
due nuove equazioni del primo grado ancora , e che chiameremo [Bj . 

Eliminando di nuovo fra queste un' altra incognita, e sia y, s'otterrà una 
nuova equazione [C] del primo grado e tra le sole due incognite x ed u. 
Da quest’ equazione si possono ricavare x edu espresse in funzione d' una 
indeterminata ausil'iaria t-, indi si sostituiraiMo questi valori di x ed u in 
una delle equazioni [B] , e se ne otterrà un' altra tra v e ( , dalla quale 
si caverà i valori di v c-i espressi in funzione di mia nuova indelemiina- 
ta , e quindi ancora i valori di x ed m poiran venire espres.si in fun- 
zioni di Da ultimo ! valori di y, z, u cosi determinati si sostiluiraniio 
ia nno delle [A] , e i.e risulti rà un' equazione novella Ira x e i' , dalla 
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qnalff >r trtrraimo x » f , e quindi ancora y , x , » , espresw per wcaz* 
d‘ una nuova indetenninata t". 

Quando le equazioni esser debbano risolute in numeri interi di se;^ qua- 
lunque , si potrà all' indeterminata finale t" attribntre si vop'lia va- 
lore intero v ma se le soluzioni che si cercano- son limitale ad essere in^ 
tere e positive, rinaarrà ancora a determiniice i limili Tra i qiuili deve an- 
dar compreso t'^, perché la condizione proposta rimanga- verificata. 

4M. Maggiormente cresce T indeterminazione, qpando si abbiano due in^ 
cognite di più di quel che sono Ib equazioni , ma ancora in questo raso 
la condkione che hmitn i valori deHe incognite ad esser» ùiieri e positivi, 
limita pure considerabibnente il numero delle soluzioni, isseremo qui a|>. 
presso a darne due soli esempn, che saranno snfflcientr a mosUaw in cte 
BHHiiera» il metodo innanzi esposto- vada modificato. 

Abbiasi a risolvere ù» numeri interi e positivi l' equaaiene- 

[4] lOx+Sx+lx = 58v 

Essend» x quella dHlb tuo ignote che ha il minoro coeflk-ieste , si- nsolsa 
r equazione data rispetto- a questa incogeita , e s-’avrù 

. _ S»— 9y— »ftr 


e Mta h» divisiooe per quanto* è possibile , risulterà 


*=8 — y — »+ 


q — 8y — 3x 


m» X dovendt» essere intero , dev' essere per tale qpesta frazione, dHmpie 
dinotando con t una nuova indeterminata, rappresentante un- numero mie- 
ro , porremo 

4 — 2y — 5a?s= 7t, 

donde 

2—3* — Tt ,4./ 

3=t—X--U 


e dovendo essere x+t divisibile per 2 , porremo 

ar+d = 2»', donde * = — t+2t'» 

Risalendo* ora ai valori di y e r s'avranno i valori di tutte e Ire le i»> 
cognite in fnozione di t e 1' cosi espressi ; 

[5] * = — 1+21», y=i — 3<— 31», »=7-f4f+lV 


Intanto volendo avere tutte le soluzioni iutere e positive delta [4} biso*- 
gnerà dare atei' tali valori da rimaner vilificate te oondizioai 

[6] — l+2l'>©, f— ft — 3t»>0, 7+4<+l»>0. 

Operando so qneste ineguaglianze un metodo di eliminazioDe analogo a 
quello praticato nelle equazioni, si giungerà a determinare i limiti tra' q ini li 
devono andar compresi i valori di ( e ^ 1', Supponendo, per più chiarez- 
za , che il segno > escluda del tutto l'eguaglianza , il cfie vuol dire, in 
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altri termini , sopponcndo che nesaunj delle inolile possa esser nulla , 
si moltiplichi la prima delle [lì] per 3 e la seconda per 3 e s' avrà 

— 3t+6l'>0, 2— 4t—6l'>0, 

e poiché i due primi membri di queste ineguaglianze son maggiori di ze- 
ro , con più forte ragione lo sarà la loro somma ; si che addizionandoli , 
svanisce t' ed ottiensi 

2 — 7<>0, donde !<?. 


Un' eliminazione consimile eseguita su la seconda e la terza [6] darà 
22+lOt > 0 , donde ( < — 2 1 

Pertanto, i l'imili di ( essendo — 2 x e s,'si scorge che i valori che possa 
assumere quest' indeterminata sono l = — 2, — 1, 0. 

1." Facendo t= — 2 nelle tre ineguaglianze [6] esse divengono 

2+21' >0, 5 — 3t'>0, — l+j'>0 

donde si trae 

<'> — 1 F<i ; i'>i, 


e poiché non v' lia intero alcuno compreso tra 1 ed 1 * , così l’ ipotesi 
f = — 2 dev’ essere rigettata. 

2.* Facendo I = — 1 , le [6] divengono 


i+2t'>0, 3 — 3l'>0, 5+l'>0 

ossia 

*'> — i I'<1 


e poiché tra— ^e+1 non v'ha altro intero che zero, cosi si potrà pren- 
dere < = — 1 , e <' = 0. 

5.° Facendo finalmente ( = 0 , le ineguaglianze [6] divengono 
2t'> 0 , 1 — 5t' > 0 7+t' > 0 , 

e quindi 

I' > 0 t' < i I' > - 7 ; 


ma tra zero ed j non v’ a luterò alcuno, dunque l' ipotesi t = 0 deve pur 
essa essere rigettata. 

Pertanto i soli valori di tei* ai quali corrispondono valori interi e po- 
sitivi per le incognite a;, y, z sono ( = — 1, <' = 0, e sostituiti questi 
valori nelle formole [5] se ne trae «=l,y = 3, z = 5; ed è questa la 
sola soluzione che possa ammettere la proposta equazione. 

1S2. Per secondo esempio s' abbiano a risolvere le due equazioni 

6*+ 7y+3z+2u = tOO , 

24x+12y+1s+3u = 200 , 

io numeri interi e positivi. 

Eliminando primamente « s' avrà 

30x+3y+5z = 100 , 

e poiché il coefificientè di x e il termine noto di quest' eqirazione sono en- 
trambi divisibili per 5 , gioverà risolverla rispetto a z , e s’ avrà 

z = 20-6z— 

5 
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donde si vede che per esser x un intero è necessario e sullìcienle che sia y 
un multiplo di 5 ^ laonde porreoio 


e cosi sarà 


Jf = «, 

* = 90*— 6x — 3/, 


e sostituendo questi valori nella prima delle equazioni date s’ ottiene 

6X+351+60 — 18® — 9t+9« = 100 
ovvero — iix+i6t+2u = 40 , 

donde u=90+6Ìb — 13/. 

In questo modo te tre incognite y, *, u trovansi espresse in funzione di x 
e deli’ indeterminata ausiliaria (. 

Pertanto votando risotvere le proposte equazioni in numeri interi e po- 
sitivi, è d'uopo ad evidenza prendere set positivamente, essendo che* 
è una delle incopite ed y = 5(; ma ciò non basta, e conviene soddisfare 
ancora alle condizioni 


90 — 6* — 31>0, 90+6iC— 15l>0. 

Addizionando queste ineguaglianze oUiensi 

40 — 16l>0, donde l<2|, 

e cosi » Tede che i valori die si possono attribuire a I sooo4=0, /=f, 
t s= 2. Con la prima ipotesi , si ha 

yx=0, * = 90 — 6x, w = 90-1-6* , 

e quindi « scoile che può farsi «==0, 1, 2, 3. Da ciò dunque rìsoUnno 
per le equazioni proposte te quattro solusioni seguenti 



Col valore 1 = 1 si ha ' . i . • • 

y:=5, * = 17 — 6x, t» = 7-i-6x 

e con ciò si vede che i valori possibili ad assegnarsi ad a; sono a; =0, 1, 9j 
donde risultano le tre soluzioni 



Da ultimo la posizione 1 = 9 dà 


y=10 * = 14 — 6x, M = — 6-1-6* 

donde si vede non potersi dare ad x che i soli valori 1 e 9, con che si 
hanno le due sole soluzioni 


( 

( 
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Tutte le soluzioni sono dunque 9, e sarebbero soltanto tre se si Toles- 
sero escluder quelle uve una delle incoj{nlte è nulla. 

155. Trascriviamo qui appresso gli enunciati di taluni problemi da po- 
ter servire per esercizio de' principianti. 

Problema. Du€ contadini hanno entrambi 100 uoca. Uno di e$$i dice aU 
V altro ; contando le mie uova ad otto ad otto , ne rimangono ancora cd- 
tri 7. Ed il secondo risponde: e se io conto le mie a diecine ne avanzano 
parimente 7, Quante uova aveva ciascuno. 

Risposta : Numero delle uova del primo s 65 , S5 ; 

Numero delie uova del secondo = 57, 77. 

Proulema. Trocare tre numeri interi tali die, moltiplicasido il primo per 
3 , il secondo per S e il terso per 7 , la somma de' prodotti risulti eguale 
a lUtiO; e moliiplicando il primo per 9, il secondo per 2Seil terzo per 49y 
la somma de' prodotti risulti eguale a 2920. 

Risposta; 1.* numero=1S, 50; 

8.* numero = 82 , 40 ; 

5.* numero =15, 50. 

PRom.EMA. lina persona ha comprato 100 petti di bestiame per 100 lui- 
gi , cioè de' porci a 3 • luigi ognuno; delle capre ad 1 luigi e e de’ mon- 
toni a i luigi. Quanti erano gli anitnali di ciascuna specie ? 

' Risposta: Numero de' porci = 5, 10, 15; 

Numero delle capre = 42 , 24 , 6 ; 

Numero de' montoni = 55 , 66 , 79. 

' Problema. Vn orefice ha tre dicerH qualità d argento ; un marco (fì.i) 
della prima qualità contiene 7 once di argerUo fino: un morco della secon- 
da ne contiene ff.~, e un marco della tersa ne contiene 4 YuoTegli for- 
mare una lega di queste tre qualità di argento, la quale contenga in un mar- 
co (i once d argento fino. Quanti marchi ( in numeri interi ) deve prendere 
di ciascuna qualità , perché la lega formi un peto di 30 mardii ? 

Risposta: Numero de’ marchi della 1.* qualità = 10, 12, 14, 16, 18; 

Numero de’ marchi della 2.* qualità = 20 , 15 , 10 , 5, 0; 

Numero de' marchi delta 5.* qualità = 0 , 5 , 6 , 9, 12, 

. PnotuMA. Vn fittaiuolo ha compralo 10O petti di bestiame per 4000 fr., 

cioè: de' buoi a 400 fr. ognuno; delle vacche a 200 fr.; de' vitelli a 80 fr., 
e d^ montoni a 20 fr. Quanti erotto gli animali di ciascuna specie. ^ 

Buoi 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 4, 4; 

Vacche.... 1, 2, 5, 4, 5, 6, 7, 8, 1, 2; 

Vitelli 24, 21, 18, 1.5, 12, 9, 6, 5, .5, 2; 

Montoni ... 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92. 


(SS) Un mareo si diTidt in oli' esce. 
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CAPO Vili. 

DEL eVADEATO E DELLA EADIUB QOADEATA IWLLE QOAIITtTA* ALGBEMICJIE - 
CALCALO de' IUDICALI DEL SECONDO GEADO. 

Valore ambiguo della radice quadrala. - QuatUilà immaginarie. 

154. La quantità rhe elevata a quadrato riprodure un'altra quantità da- 
ta, si chiama radice quadrala di questa. In aritmetica, ove non v' ha quan- 
tità negativa , nè si considerano che i valori assoluti de' numeri , la radi- 
ce quadrala di 4 non può essere altramente che 3. Lo stesso ha parimente 
luogo in geometria, quando si domanda qual sia il lato d'un quadrato di 
data superficie. Ma non è più cosi in algebra, ove s'ammettono ugualmente 
e quantità positive e quantità negative ne’ calcoli, cd, oltre a queste, an- 
che un’ altra natura di quantità, che faremo tra non molto conoscere. Al- 
gebricamente considerata ia radice quadrata può esser si positiva che ne- 
gativa -, e per vero 4 è il quadrato si di-f3 che di — 3 , e , in generale 
se si denota con 1/ A una quantità il evi quadrato è A, la radice quadrata 
di A sarà tanto -f- 1/ A che — V/a. Questi due valori soglionsi comprende- 
re comunemente in una sola formola , scrivendo: -4- l^A. 

È d' importanza intanto il dimostrare in questo punto che la quantità A 
non abbia altre radici quadrate oltre alle qui innanzi scritte. E per fer- 
mo , le diverse radici quadrate di A altro non sono che i valori di a; , i 
quali soddisfanno all’ equazione a:' = A , o , ciò che vale lo stesso , alla 
seguente 

a:* — A = 0. 

Or potendosi in luogo di A scrivere ancora (1'^)*, Pequazione precedente 
diviene _ 

at*— (l/A)*=0, 

la quale , scomponendo in fattori il primo membro (41) , si cangia in 

{x + V — J/A) = o. 

Sotto questa forma ben si scorga che qualunque valore possa at'lribnìrsi 
ad a: e che sia diverso di-|-KA e di — V ^ non potrà mai render nullo 
r uno de' fattori del primo membro , e quindi non potrà neppure render 
nullo il loro prodotto x' — A^ Pertanto la quantità A non ha altra radice 
quadrata oltre alle due ^ l/A. 

Laonde la radice quadrala d'uno quanlilà à sempre due valori eguali e 
di segno contrario , nè pud ammellerne adiri. 

155. Rigorosamente parlando, l'espressione Ka, senza il segno, può 
rappresentare le due radici quadrale di A, perocché essa dinota indilleren- 
tenieiite I’ una o l'ultra di questa radice. Allorcliè dunque, per indicar que- 
ste due radici , si scrive +1^ il radicale è preso in un senso limitato, 
e che consiste nel supporre che A non dinota più che uno solo di que- 
sti valori. 

156. Può talvolta darsi che ia quantità sottoposta al radicale quadrato 
sia negativa , come , per esempio , nell’ espressione V — 4 -, in tal caso non 
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essendovi qmntttik alcuna, sia positiva o negativa, la quale elevata a qua- 
dralo dia iin risultamento positivo, si dice che I valori del radicale sono 
immagimtrii. A rigore di termine queste espressioni non sono altrimenti 
delle quanliU; ma pur tutta volta si conserva loro questa denominazione, 
perchè si assoggettano alle regole del calcolo algebrico, e la qualiOcazione 
d'tmnwupnorie è bastevole a muovere <^ni equivoco. Per opposizione a que- 
ste quantità si chiamano reaii le quantità positive o negative. 

157. Ogni radicale quadrato immaginario può tr asform arsi in un prodotto 
di due fattori , I’ uno reale e l’altro eguale a K — 1. Sia , in effetti , il 
radicale immaginario V — A. La quantità positiva A ammettendo due ra- 
dici quadrate e reali , dinotiamone una con a , e propria mente quella che 
è positiva; cosi essendo si potrà sempre rappresentare K — A con oy, pur- 
ché y sia determinato in guisa da aversi (ay)* = — A. Or questa condi- 
zione equivale all' altra a’y* = — A , ovvero , essendo A il quadrato di a 
ad Ay' — — A ; o in fine ad 

y*=r—l, donde y = ±V — 1. 

Pertanto — A poò esprimersi per ± a 1^—1, 

158. Dal precedente, si è naturalmente condotto a dover distin^ere tra 
i risullnpienti che si deducono dal calcolo, due specie di valori o deter- 
minaxiom , le une che si dicono aritmetiche , per essere della natura di 
quelle che si trovano con operazioni d’aritmetica, cioè essenzialmente reali 
e positive ', le altre che l'addimandano algebriche perchè comprendono i va- 
lori negativi e gl' immaginarli , e che debbono la loro esistenza alla com- 
binazione de' segni algebrici. Queste denominazioni hanno il pregio d'avere 
una conformità perfetta con le idee che debbono esse richiamarci alla mente. 

Del quadrato e ddla radice quadrata de' monomi. 

159. Abbiasi un qualunque prodotto pqr..., e s’avrà pure 

(pyr...)' = pqr...Xpgr... = p*y*r*... ; 

dunque ti forma il quadrato (f un prodotto , elevando a quadralo eiatcun 
fattore. 

Se vogliasi formare il quadrato d' una potenza qualunque a* , s* avrà 
Xo!'=a'^; laonde si forma il quadrato «Turo potenti monomia, 
raddoppiando T esponente. 

Quando il monomio abbia un roefflcieRte numerico , si formerà pure il 
quadralo di queslo coeflìciente. Dietro queste regole si ha subito 



160. Per un’ evidente legge di reciprocità si desume da coleste regole, 
che la radice quadrata (f un prodotto ti forma estraendo la radice quadrata 
da ciascun fattore, e che la radice quadrata d un monomio t' ottiene estraen- 
do la radice quadrata dal coefficiente numerico, e dividendo per 2 T esponente. 

Cosi 

pqr = t/ pxV ìXV ^ i ^ 64o*ò’ = 8o’à 

161. Quando nel prodotto v’ha de' fattori non quadrati, s’indica dapprt- 
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ma la radioe quadrata, e poscia si semplifica il radicale cacciando fuori di 
esso le radici di tulli i fattori quadrati, (iosl trallandosi, per esempio, del 
radicale l^rJOa òY, si scompone la quantità sottoposta al radicale ne due fat- 
tori 2 on‘ 6 ’ X 2 ac , e si ha 

l'^oOo 6 ’c = iiac = ha"l ^ac. 


, In generale, per templicixzare un radicale quadrato^ ti scompone la quan- 
tità sottoposta al radicale tn due prodotti , t un de' quali contenga latlori 
quadrati^ e t altro non contenente alcun quadralo ; indi si estrae la radice 
dal primo prodotto , e s' indica quella del secondo, 

Secondo questa regola , se si dinota con a la radice quadrata dì A , si 
potrà , come nel n." 157, scriverei^ — A=Ka* X — Ì=(^ — 1 . 

162. Sicn qualunque le quantità a e b si ha sempre 

f ®V_ÌLy 

\S ) b ’ 

laonde si forma il quadrato cTuna frazione elevando a quadralo ciascuno 
de' suoi termini. 

E per contro, *’ estrae la radice quadrata da «rw frazione, estraendo la 
radice quadrata da ciascun» de' suoi termini. 

Secondo questa regola si ha 



49o‘A» 

16c*d‘ 


la'b' 

4c3^ 


1G3. Quando il numeratore e il denominatore non sieno quadrati perfet- 
ti , si potrebbe indicar dapprima I' estrazione della radice , c quindi ese- 
guire le semplificazioni, se pur ve ne sieno a farsi. Ha il più delle volte 
si opera in modo da rendere il denominatore libero del segno radicale 5 e 
per questo sì moltiplicano ambi ì termini della frazione per quei fattori che 
sono necessarii a render un quadrato il denominatore , allora da questo si 
estrae la radice , e il segno radicale rìman solo nel numeratore. 

Cosi, posto che s’abbia si osserverà che il numero 50 diviene 

V 50c' 

un quadrato moltiplicandolo per 2 , e c’ diviene parimente un quadrato mol- 
tiplicandolo per cf laonde si moltiplicheranno ambi i termini della fi a/.iune 
per 2 c, e s’avrà 


/3o‘b /(Sa'bc |/ 6 a'Ac 

V 5Óc'~V lUOc‘ ~ lOc* 


a' l/' 6 />c 

I t 

lOc’ 


161. È già sottinteso che la radice quadrata debba essere presa col se- 
gno ambiguo ±. 

Quando si semplifica una radice, che non possa esattamente estrorsi, al- 
lora il radicale che ancora rimane, preso nel senso più generale, è baste- 
vole a dare all’ espressione i suoi due valori ■, perocché c egli chiaro che, 
prendendo questo radicale or col segno -f ed or col — , si hanno i due va- 
lori della radice indicata. Così , per esempio, si può, senza restrizione al- 
cuna , porre 

= ]/- = 2ol/— 1 ' 

l'ourcg Algebra, 17 
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c i|ucsl<' cgiingliaiuc avranno lo slcsso senso che avrebbero , se dislingueO' 
do i valori di ciascun radicale , si fosse scriUo 

± I ± ±l/-^ia* :a= 2aj/— r 

Del quadrato e della radice quadrata de’ polinomii. 

IGo. Abbiasi un polinomio 

a+t+c+d, 

ove, a, e, d rappresentano quantità qualunque. Consideriamo in esso 
tulli i Icrniitii, ad eccezione del terzo , come formanti un sol termine, ed 
allora formando il quadrato di questo polinomio come quello d’ un mono- 
mio m+d , si avrà 

^a+h+c+d)' = {a+h+cy+'2{a+h+c)d-i-d^-, 
e formando alla stessa guisa il quadrato dì a-l-f>+c, avremo 

(a-l-ày-f-2(a+i>)f+c’-f.2(a-t-i' + r)d+d»-, 
in fine, facendo il quadrato di a+h otticnsi 
(a+Ai-c-|-d)* = a^+ìrb+b' 

+i{a+h+c)d+d*. 

Da ciò si conehìude clic il quadrato d' un polinomio , sia qualunque il 
numero de’ suoi termini, contiene il quadrato del primo termine, più il dop- 
pio prodotto del primo pel secondo, più il quadrato del serotìdo; ed ancora 
il doppio prodotto dei due primi termini pel terzo, più il quadrato del ter- 
zo; il doppio prodotto de’ primi tre termini pel quarto, più il quadralo del 
quarto , e così appresso. 

Si osservi clic formando tutti i doppii prodotti enunziali in questa re- 
gola, il quadrato del polìuoinio conterrà i quadrati di ciascuno de' suoi ter- 
mini, più tutti i doppii prodotti che ottengonsi moltiplicando a due a due 
questi termini. 

1G(). l'osta colesta regola , proponiamoci di estrarre la radice quadrata 
d’ un polinomio qualunque •, che chiameremo, per brevità, P. Poniamo che 
questo iKilinomìo contenga la lettera x , che sia stato ordinato secondo le 
potenze discendenti di questa lettera , e che sia 

P = A + B-fC-l- 

Dinotiamo con o-f ò-j-c-f . . (OG) la radice cercala , ordinata allo stesso 
modo , ed elevandola a quadrato dovrà riprodurre il polinomio proposto. 
Or, secondo la regola precedente, tra i termini che compongono il qua- 
drato di questa radice , quello nel quale x ha il più allo esponente è ad 
evidenza a"; laonde A è il quadralo di a, c però il primo termine della ra- 
dice s'ottiene estraendo la radice quadrata del primo termine del polinomio 
proposto P. 

Sottratto da P il quadralo di questo termine , il resto che chiameremo 
H , sarà 

R = B+C-f . . . 

dovrà contenere il doppio prodotto del pruno termine della radice pel se- 

(66) Qoi si SDpponr clic li qainiiù \ , B, C... a, 6, e., eoniengono li x. 


\ 
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condo , più il quadrilo del secondo , ec. Or egli è facile sitiigere che il 
doppio prodotto del primo termine pel secondo deve conlenere x ad una 
potenza superiore a quella con che si trova nelle parti rimanenti di R -, 
dunque B è questo doppio prodotto , e perù si Irma il secondo termine 
delta radice, dividendo il primo termine del resto pel doppio del primo ter- 
mine della radice , già trm:ulo. > 

Trovati i due primi termini a+b della radice , se al doppio 2a del pri- 
mo aggiungiamo il secondo e la somma ‘ia-\-b la moltiplichiamo per b, ver- 
remo a formare il doppio prodotto del primo termine i>el secondo , più il 
quadrato di questo secondo, e tolto tutto il pnxlolto dal resto R, s’ avrà 
un nuovo resto R', il quale non conterrà, per conseguenza, che il do(>{>io 
prodotto de’ due primi termini pel terzo della radice, più il quadralo di 
questo terzo , ec. l.aonde, ragionando come qui innanzi, si scorce prima- 
mente che, in questo secondo resto, il termine in cui x trovasi innalzato 
alla più alta potenza è il doppio prodotto del primo lermine della radici! 
pel terzo , e però il terso termine della radice s' urrà dividendo il primo 
lermine del secondo resto R> pel doppio del primo della radice 

Trovato il lerzo termine c, i tre primi termini a-J-t-f-c l'aran trovare il 
quarto , come i due primi han fatto trovare il terzo. Cosi , aggiungendo 
il terzo termine c al doppio 2o-t-26'della somma de’ primi due , e midti- 
plicando la somma 2a+2ò-|-c per c, si sottrarnà il prodotto dal reslo R', 
e s’ avrà un terzo reslo R", e dividendo il primo termine di questo resto 
pel dóppio del primo della radice s’ avrà il quarto di questa radice. 

Cosi continuando, e supponendo essere il polinomio P un quadrato per- 
fetto, si andranno, a mano a mano, determinando i successivi termini della 
radice. 

Da ciò si deve agevolmente scoiare quale slrelta analogia passi tra la 
regola che serve ad estrarre la radice quadrai.! da un ])i>linoinio, eipictia 
che s’ adopera per estrarla da un numero. Ma più spiccata ancora riesce 
colesta analogia operando sull’ esempio seguente 

Polinomio dato. • Radice. 

V 12*’-|-5a:’ — 6x-fl 2x'-f5i — t 
‘Ir* 4r^-f-5x 

1. ’ resto 71 - 1 - 1 2x’-f .'ix* — 6x-|- 1 — l 

— 12x’ — 9x* 

2. » resto.. ” — -ix* — 6x-|-t 

-I- 4x’-|-bx — 1 
r».* resto . . 0 0 0 

Si estrae la radice quadrata dal primo termine, e olliensi il primo ter- 
mine 2x^ delb radice. 

Dal {lolinoiuio dato si toglie il qu-idrato di questo lermine , e si ha il 
primo resto; indi si forma il doppio •t.r’ di dello primo lermine , e per 
questo doppio si divide il primo termine -|-12x’ del reslo. Il quoziente 3x 
è il secondo lermine della radice. , 

Accanto a 4x', doppio del primo termine della radice , s’agginngc il se- 
condo-|-3x, si moltiplica la somma -ix’-|-7ix per 3x, indi si toglie il pro- 
dotto dal primo reslo e sì ottiene un secondo resto ; il primo lermine — ■Jx"' 
di questo secondo resto lo si divide pel doppio 4x’* del primo lei mine della 
radice , ed il quoziente — 1 s:irà il terzo termino di della radice. 
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■\l doppio ix’+rix dc'duc primi tormini delia radice s'aggiunge il ter» 
7.0 — t c la somma — t la si moltiplica per lo stesso termine — 1, 

c si sottrae il prodotto dal secondo resto con che si ottiene zero per ri- 
sullameiilo -, e quindi si conchiude che 2x’+3z — 1 è. la radico cercata. 

IG7, In generale, ogni qualvolta si giunge ad un resto nullo, si é certi 
die il iKilinomio dato è un quadrato, e la radice è completa. E per vero, 
Si'aimlo lo stesso pi-ocedimento di calcolo , ogni resto ; che ottiensì altro 
non è che il polinomio prnpasto diminuito di tutte le parti che compongo- 
no il quadrato della quantitù trovata per la radice , dietro le operazioni 
precedenti -, e però quando la radice sarà completata non può non trovarsi 
im resto nullo -, e per contrario, giunti una volta a silTatto resto, è pa- 
lese che i termini scritti nella radice compongono la radice esatta del po- 
linomio proposto. 

D' altra parte, quando il polinomio dato non sarà mica un quadrato, lo 
stesso calinolo ce ne farà avvertiti, ionie è utile osservare. Poniamo infatti 
che il |x>liiiumio dato sia , come fin' ora è supposto , ordinato secondo le 
potenze discendenti di x, ed osserviamo che, ad ogni sottrazione, il ter- 
mine lontcnente la più alla potenza di x svanisce : da ciò consegue che 
l’esponente di x va diminuendo nel primo termine di ciascun termine suc- 
cessivo , e perciò ancora nella radice. 

Posto ciò, dinotiamo. con K l'ultimo termine del polinomio dato P, ter- 
mine in cui X ha il minimo esponente , e sia A la radice quadrata di K. 
Egli è agevolo il ravvisare che, se P è uu quadrato, k dovrà essere I' ul- 
timo termine della radice ; laonde il corso progressivo del calixilo dovrà Ih r 
trovare questo termine. (V se ciò non avvenga , si è certo che il calcolo 
introdurrà nella radice un termine di grado inferiore a k, c però è chiaro 
che allora P non è un quadralo. I.a conclusione non sarebbe diversa se il 
calcolo l'ai^esse trovare il termine k senza che il resto seguente sia nullo. 

Ili8. Tulle le precedenti spiegazioni ( lf>6 e 107 ) sembrano poter vaierò 
pel caso in cui il polinomio lo si ordini secondo le potenze decrescenti d’ una 
lettera. Quando si faciria un ordinamento contrario non cesser.inno d’ aver 
luogo , s.'ilva però una leggiera modificazione nel carattere al quale si ri- 
coiio.sce clic il piilinomio non è quadrato. 

È chiaro primamente che lo stesso procedimento di calcolo deve necos- 
sariameiile condurre alla determinazione successiva di tutti i termini della 
radice, e quando si giunge ad un resto nullo, si potrà conchiudere essere 
il polinomio dato un quadrato, e i termini trovati esser quelli della radice. 

In seguilo, per modificare il c.iraltere al quale si giudica che il polino- 
mio proposto sia un quadrato , basta osservare che 1’ esponente della let- 
tera , rispetto alla quale si è ordinalo , va crescendo ne' termini sussecu- 
tivi della r.idice, e che nel raso in cui il polinomio sia un quadrato il cal- 
colo deve condurci ad uh ultimo termine che sia eguale alla ladice qua- 
drata dell’ ultimo termine di cotesto polinomio •, laonde se , col fatto , si 
giunge ad un silTatto termine , senza trovare un resto nullo, o se si per- 
viene ad un termine di grado più elevato , si potrà allora alTermare cIkì 
il proposto polinomio non sia un quadralo. 

tOO. A questa conclusione si giunge lalvolta, alla sola ispezione del po- 
linomio dato-, perocché ahbiam veduto che, nel caso che esso sia un qua- 
drato , la parte del pulinuoiio che contiene una lettera qualunque elevala 
al massimo o pure al minimo es|X)nenle esser deve un quadralo; per coii- 
wgueiile , laddove qncsla eomlizionc mancasse rispello ad una, lettera, il 
poliiiomìu non potrebbe essere un quadralo. E se (|uesla iiii|)ussibililù non 
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si fa palese da bel principio, può bene inanirestarsi nel corso del calcolo, 
quando si preseiila un resto il cui primo termine non sia divisibile pel dop- 
pio del primo termine della radice. 

170. Porremo fine a questa teorica con un’ osservazione che il lettore avrà, 
senza dubbio , anch' egli fatta. Allorché il polinomio si ordina rispetto ad 
una lettera x, si potranno trovare più termini contenente la stessa potenza 
di questa lettera; in questo caso sì udotlerà un ordinamento analogo a quello 
della divisione (tfi), ed ò chiaro che con ciò i ragionamenti superiori con- 
tinueranno tuttavia a sussistere per intero, al pari delle regole che ne sono 
siale la conseguenza. Si possono ancora lonsiderare tutti i termini contenenti 
una stessa potenza di x, come formante un sol termine, e in tal caso le 
operazioni parziali debbono eseguirsi sopra polincraiì, nè si potranno perciò 
fare a colpo d'occhio, ma converrà svilupparle a parte, come nell’ esempio 
seguente 

Radice. , 


■3/ 



(a*- 

- iab + 46’)x‘ — (2a* — 4a6)x’ 

+ 

(a'-f. 

iab — Oa — 86’ 4- 426)x» 

— 

(iaò 

— Ca)x + 46* _ i26 -J- 9 

— 

(«’- 

- 4o6 46')x* 

— 

(2o’- 

— iab)x^ 

+ 

(a’-f 

iab — 6a — 86* -f- 426)®* 

— 

(4o6- 

— Co)® 46* — 126 9 

+ 

(20' - 

— iab)x' — 0 *®* 


{iab 

— Co — 86'-|- 426)®’ 

— 

(4a6 

— Co)x -t- 46* — 126 -f 9 

— 

(4o6 

— Co — 86* + 126)®* 

+ 

[iab 

— Co)® — 46’+ 126—9 


(o — 2i)x« — ox -I- 2ò — 5 


(2a — 4t)x* 

(2a — 4ò)x’ — ax 

(2o — 4A)x" — 2ox 2A — 5 


1 operazione parziale. 
a“ — iab -f- 46* n — 2ft 
— o* 2tt — 2ò 

— 4oò 46* 

+ 4oò — 4t* 


2.» operazione parz.ialc. 
— 2a* + iab 2a — -iò 
2a® — 4ai a 

0 0 


0 0 

o." operazione parziale, 

4fl6 — 6n — 126 2a — 46 

— 4a6 -I- 86' — 

— 6a -I- 126 

-f tifi — 126 - • 

0 ' (I 
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Calcolo de' radicali di secondo grado. 

171. Il più delle volte avviene che le radici, di qualunque oi-dinc esse 
sieno , non possono esattamente esprimersi , e rimanguu può indicate dai 
segni radicali , ed allora gli stessi calcoli , ove entrano coleste radici , si 
trovano complicati di radicali. Nostro attuale scopo quello si è di esporre 
le varie trasformazioni o riduzioni che soglionsi porre in opera ue’ radittali 
quadratile comecché, per la più gran parte, sono giù conosciute, cosi uon 
faremo che brevemente accennarle. 

172. Abbiamo giù veduto (100) che la radice quadrala d' un prodotto s'ot- 
tiene cstraendola da ciascun fattore -, laonde si ha 


c per contro 


\/ arb = aV'^s 

ol/ÌT= l/o’i. 


Da. quest' ultima formola si vede in che modb si passa fuori il radicale qua- 
drato un fattore che vi é contenuto , e come , per l' opposto , un fattore 
fuori del radicale lo si fa passare sotto il segno. 

173. Le regole ordinarie del calcolo danno ancora 

a _ a|/é _ aVT 

VI (Fi)* ' 

a a(Fò — Ve') a(yb~Vc) 

Vb+Vé~{Vb-Vl){Vb+Vc)~ ’ 

a a(y' b+V c) a^Vh+Vc) 

Vb-V'e"^fyb-Vi)(yb+Vc)^ b-c • 

Questi esempli c’ insegnano come si possono , in certi casi , fare sparire i 
radicali quadrati che si trovano nel denominatore d' una frazione. 

171. Abbiasi l' espressione 


e scmplicizzando primamente i radicali si ha 

V a^b’ — V a‘b‘xb = ab Vb, V b. 

c quindi l' espressione data si trasforma nell’ altra 
óa’-pSoèFft — b , 

ovvero nella seguente 

5ab — yr. 



In cotesto esempio si sono ridotti ad un solo diversi radicali , riuniti tra 
loro dui segni -He — , e clic in apparenza si mostravano differenti, ma col 
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fatto si è potuto trasformarU in inoilo da esser ftmi/i, rosi chiamando quei 
radicali die differiscono solo pei fattori fuori del segno radicale. 

173. L’estrazione della radice quadrata d’ un prodotto ottenendosi con 
r estrarre la radice quadrata da ciascun fattore (160), ne segue subito che 


o , ciò eh’ è lo stesso 


Va 


e siccome si estrae la radice quadrala da una frazione, cstraendola da cia- 
scuno de’ suoi termini (102)-, s’arrà pure 



Pertanto la moltiplicazione e la divisione di due radichili quadrati si fa 
moltiplicando o dividendo le quantità sottoposte ai segni radicali, e dando 
al risullamento lo stesso segno radicale. 

Non ci estenderemo più a lungo su i radicali quadrati , atteso che essi 
van compresi tra i radicali d’indice qualunque, dei quali sarà discorso nel 
capo XI. 

CAPO IX. 


equazioni del secondo osa do b questioni che ne dipendono. 

Risoluzione delle equazioni del secondo grado ad una sola ittcognila. 

ITO. Quando, col fare sparire i denominatori, o con tutf altre operazio- 
ni, un' equazione non comprende più che termini noti, c termini contenenti 
il quadrato dell' incognita , la si può sempre ridurre alla forma 

[1] a;* = A , 

e cosi la sua risoluzione facile riesce. Perocché, indicando essa che il qua- 
drato di X deve riprodurre A, ne segue immediatamente che a: 6 la radice 
quadrata di A (67) -, c poiché questa quantità ha nò più nè meno di due 
valori, i quali sono ± Va^ come innanzi si è mostrato (131) cosi s’avran 
tulle le soluzioni dell’ equazione (1) rappresentate nella lormola 

x = -tVT 


(07] Qd] I’ a. sappoBB già slnditlt Dell’ Aritmetici li tegoli per estrarre li ri- 
dice qaidriti di an nomerò; e nel n.° 301 dà il mezzo onde estrirre li ridice qoa- 
driti da on numero che noo sii qnidrito perretto, e ul n.° 297 dà la definizione 
di qoiotità eommenzuroàiii o razionaii, e di qointilà tnftmmmturaSiit o irrazionali. 
Intinto , per chi noo il sappia , giori tener presente che due qnintità sono com- 
tneniurnàiii, quando ammettono ona misuri comune, e razionali quando il loro rap- 
porto può essere espresso , io ogni caso da quello di due numeri interi ; ne’ due 
casi precisamente opposti le qoiotità sono ineommensurabili o irrazionali. B quan- 
do si dice che una grandezza , assolatamente presa è eommeosurahile o razionale, 
o all’opposto incommensuribile o irrazionale, deresi intender sempre che la gran- 
dezza data si riferisce ad una certa unità , rispetta alla quale è commensurabile o 
iocommensurabile , razionale o irrazionale. 1 numeri interi e le frazioni ordinarie 
nono le sole quantità commensurabili e razionali , ed appunto perchè una graodez • 
za , che non possa essere espressa esattamente da un numero iotero o da noi fra- 
* ziooe ordinaria , diecsi iocommensarabile o irrazionale. 
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Esempio I. Abbiasi l'equazione 

hb — a+ -7-, 

a b 

e riducendo successivamente s’ ottiene 

ìbx* — onò’ = rt’ft + 3«a:* , 
(26 — So)*' = So6’+a'6, 


. 5a6'+o*6 _ , . /6o6'+a’6 

~-'26'^35'’ ‘^——y 26— 3a* 


Esempio 11. Sia data l'equazione numerica 
9* — 18 _ X 
5x ji+2 


e si avrà 
Esempio Ili. 


Oj!» — 36 = &c', 4x* = 30 
x' = 9 , * = ± 3 

3x»+n = 6x»+89 
2x' = — 72, x'= — 56, 

* = -4- K— 36 = -i- eK^t. 


177. Passiamo ora a considerare la più generale equazione del secondo 
grado, la quale deve contenere Ire specie di termini, quelli cioè, con l’in- 
cognita X innalzata al quadrato , quelli con la x a primo grado , e quelli 
del tutto noti. In questo caso portando tutti i termini nel primo membro , 
e riunendo in un solo i termini in x’, anche in un solo quelli in x, e pa- 
rimente in un solo tutti i termini noli, l’equaz'ione generale del secondo gra- 
do assume la forma 

ax*-|-6x+c = 0 (68) 

Si rende più semplice quest’ equazione liberando x' dal suo coclHciente , il 
che ottiensi col dividere tutta l’equazione per a, e sì ott'iene 



x-f. 



Se il termine x* avesse il segno — , si cambierebbero lutti i segni, con che 
X* riprenderebbe il segno -f-. 

Facciasi p<?r semplicità^ =p ,-^ = g, e l'equazione precedente diverrà 


^ x'-h px+q = 0. 

È questa la forma generale alla quale si riducono le equazioni del secondo 
grado : inoltre le quantità p e o possono essere positive o negative. 

Sia , per esempio , proposta r equazione 


3x 

2' 


5 


= 10— 4,r, 


(08 Orni equazione di qnesU forma si dice che è completa , per distiogacrla d.i 
qoetla ove maoca il lermine io x al primo grado, come la x’ A, che si dice «ri' , 
completa. 
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c s’ avrà successivamente 

9x — 2®’ = CO — 2-i® , 

— 2x*'^55x — CO = 0, 

•®’ — ^X+30 = 0. 

Quest’ ultima equazione è , ad evidenza compresa nell’ equazione generalo 
®’+px+^ = 0, quando p = —-’jS, 7 = 50, 

178. Occupandoci pertanto della risoluzione dell’ equazione 

[2] **+px+7 = 0. 

osserveremo che sarebbe facile conseguirla, se l’ equazione avesse la forma 

(*+m)«=n, 

essendo m ed n quantità cognite ^ perocché , secondo quest’ ultima forma , 
si scorge subito che conviene scegliere x in guisa che il quadnilo di ®+n» 
eguagli w, e però x+m dev’ essere una radice quadrata di n ; ma essen- 
dovi per n due radici quadrate e dinotate da sarà 


donde si trae 


x-\-m = ±\/n^ 
® = — tn-+-V^ «• 


Ora tornando all' equazione [2] cerchiamo di poterla ridurre alla for- 
ma (® -f- m)* = n , e per questo trasportiamo il termine noto nel secondo 
membro , con che essa si cambia in 


®’-fpx = — 7; 

in seguito ricordandoci che il quadrato d’un binomio contiene il quadrato 
del primo termine , più il doppio prodotto del primo termine pel secondo, 
più il quadrato del secondo , ne deduciamo che il primo membro x +px 
può essere riguardalo come la somma dei due primi termini del <|iiadratu 
del binomio x-f- - p -, essendocchò x* è il quadrato di x e p.v è il doppio 
prodotto di X pcr.jp. Pertanto il detto primo membro sarà un quadrato, 
se gli si aggiunga il quadralo di^p, il quale èip*-, ma perchè l’egua- 
glianza non venga turbata, aggiungendo questo termine al primo membro, 
sarà necessario aggiungerlo eziandio ai secondo , e s’ avrà 
(x+ip)«=| p* — 7, 

e quindi, ragionando come per l' equazione (x-fjn)’= n , se ne trae 

[5] x+ \p = ±y — q 

e per conseguenza 

W x = — xV' — l- 

S’ottengono cosi due valori per x, nè possono aversene di più-, impercioc- 
ché , perchè (x-p -jp)* fosse eguale ad -J-p* — 7, è d’ uopo che x-f- J p sia 
eguale alla radice quadrata di ^p* — 7i or sappiamo che questa radice non 
ha che i due soli valori dinotati da :+: 1/ i p’ — 7, dunque tutti i valori di 
X debbonsi trarre dalla [5]. 

(ihìamasi , in generale, radice d' un’ equazione ogni valore dell’ incognita 
che soddisfà a quest'equazione) diremo che i valori [V] sono le radici dcl- 
r equazione [2] . 

17!t. Se vogliasi far la verifica di questi valori, basta soslilnirli ad uno 
Fourcy Algebra, 18 
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ad uno nolla [2] -, rosi sosliluciidt» il primo , ore il radicale si trova col 
segno + , si troverà suecessivaineiile 

( — ip+ ^ U>‘- y)l+p (— = ;»+ *^ 7 P ' — ?)+ ? = 0. 

ip' - l,V i}>‘ — q+}p' — q - ip^+pV :/' -9+9 = 0: 

c ralle le deMlc riduzioni si trova, col fatto, il primo membro idenlkt) al 
se(»ndo. In egual maniera si verifica il secondo valore, solo che si cambi 
il segno che precede il radii;ale. 

ISO. La forinola [4] tradotta in linguaggio ordinario ci olTrc una regola 
( ir è mollo utile per la risoluzione immediata d’ un’ equazione del secondo 
grado, ne" varii casi sjieciali che si presentano. Osservando adunque che p 
e il coellìcienle di x preso col segno medi’simo dal quale è preceduto nel- 
la [2] e che ^ è il termine nolo scritto nel, primo membro, l'indicala re- 
gola vico così espressa : 

Ridona un equazione del scrondo grado alla forma \*+p\+q = 0, il va- 
lore dell' incognila c tigtiale alla melò del coefficiente di \ , preso col segno 
mutalo, più, 0 meno la radice quadrala della somma che olliensi , aggiu^ 
gendo al quadrato di questa metà il termine noto, preso col segno eonlratio. 

181. Applichiamo questa regola a qualche esempio. 

Esemiuo I. Sia 1’ equazione 

a* — lOiT-f 9 = 0 , 

ed osservando 1 ." che la forma di quest’ equazione è già quella prcseritta 
m'ila regola; 2.® che il coeflieienlè di x è — 10, la cui metà e — 5; 5.” e 
che il termine è -j- 9, si avrà secondo la redola 

ar = fi ±1/23 — 9=5±4j 
c i due valori di x sono 

X =3-1-4 = 9, x=5— 4=1 , 

Esempio II. Abbiasi l’equazione 

X 3 a;-l-13 

Per ridurla alla forma x'-^px-^q , si faranno primamente sparire i de- 
nominatori, molliplicando tulli i suoi termini per Cìx e |xiscia si continue- 
ranno le riduzioni ulteriori, <un che s’ avrà successivamente : 

5x* + 18 = 2x -f 2G, 

— 2x — 8 = 0, 

= 0 , 

a:= -; ±1/1+1, 

±l/i + V, 

X = i ± j. 

Laonde i valori di x sono x = -j+^ = | = 2, x = ’ — f = — -J. 

4.C — 9 

Esempio 1M. x — 2 = -, 

X 

— 2x = -i.i* — 9 , 

— Or -f- 9 = 0 , 

X = 3 ±|/ 9 — “t)~ 

X r>. 
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lo questo caso i duo- valori di x si sono lidoUi ail mi solo. 


Esempio IV. 


lOOx* — tOCx+il = 0, 

x=i+V^H^, 

X — <».1 


I due valori di x sono qui immaginarii per ronlenerc essi il radicale 
V — j!^. Ponendo a profitto f osservazione falla nel n." 1S7, si i> estraila 
la radice quadrala di 7 ^ senza' avere riguardo al segno — , c si è quindi 
rimpiazzalo il radicale con P espressione equivalente , — !• 


Cimponxionc dtìV equazione del eecondo grado e dei suoi coefficieMi - 
Discussione delle radici. 

182. Nel n.'irii, si è scomposto il primo membro dell’ equazione x* — A= <> 
in due fallori cosi: (a; — Ka ) ( x+l^A ) -, una scomposizione analoga può 
operarsi sull' equazione generale 


[ 2 ] x'+px+q — 0 . 

E di fatto, rimpiazzando ac^-f pa: con l’espressione equivalente (x+ipy— 
s' avrà 


x'+px+q = (x+^pY — (ip* — q)-, 




e poicliè I p* q = (y ' p — qY, il secondo membro si può cambiare in una 

differenza di due quadrati (ar-f ip)% e (|/tP’ — ?)’ ’ ® «'"Puni- 

bile in due fattori , uno de quali 6 la somma e f altra la dilTerenza delle 
radici x+i pe^p' — q. Fatta pertanto questa scomposizione s' avrà final- 
mente 

x'‘+px+q = (x+ip — Vip^ — q) (j*+ \p-i-y xP*~ Ù> 
che è quanto volevasi provare. 

Questa scomposizione del primo membro della [2] in faltm i ci porge un 
nuovo mezzo di soluzione-, iiiiperocchc il prodotto di questi ridl«ri,Hie è 
lo stesso primo membro, dovendo esser nullo, è chiaro elw sarà tale quan- 
do si prendano i)er a: quei valori che annullano sia l’uno sia f altro di delti 
làtlori, nè potrà esserlo in vcrun altro caso-, laonde i valori di x che con- 
vengono alla [2] debbonsi ricavare dalle equazioni ’ 

as-fip — l^Jp’ — ^ =0, ar-i-ip-{-l/|p'— ? = 0, 

le quali danno le già note radici (178) 

[4] x = — ìp+V ip> — ? , X = — ip — V\p'-~q. 

185. Oltre alla risoluzione dell' eriuazione , la scomposizione del prinm 
membro in fallori dà luogo ad altre proprietà, che riceveninno più ampia 
estensione in appresso, ma che giova conoscere fin da questo momento. 

1 ." Egli è evidente che t due fattori del primo meiiibro dclC equazione 
x’-t-px-l-q — - 0 sono le differente i he s' ottengono togliendo da x ciascuna delie 
radici ; in guisa che dinotando con x', .r” coleste ridici si lia 

x'+px+q = (r — r') (x — x"). 
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8.” Esigucutlo la nioUiplicazione de' due fallori x — ~x\ x — s’olUeno 
*• — (a:'+x")T+i'a:", 

0 poid»^ questo prodotto dev’ essere identicamente eguale a x*+px+q^ no 
wgue per conseguenza che dev’ essere 

jl'+x"= — p^ x' x"=q. 

Cntrslc rdazioni che possono verifirarsi immediatamente su gli stessi va- 
lori [ il si eiiun/.iano così : tn ogni tquazione del secondo grado, ridoUa alla 
forma x*-f-px-f-q = 0, il coefficiente p del secondo termine è eguale alla som- 
ma delle radici, prese col segno cambiato, ed il termine noto q é eguale al 
prodotto di queste medesime radici. 

Quai do si sa che le radici d' un' equazione del secondo grado son reali , 
le precedenti relazioni fanno immediatamente conoscere la natura di que- 
ste radici, ('osi , per esempio , annnelteudo che le radici dell’ equazione 

x ' — 2x 7 = 0 sieii reali, si coochiuderà immediatamente che esse sono 

inoltre di segno coiàlrario, essendo che il loro prodotto è negativo, perchè 
esso è eguale al termine nolo — 7 ; ed inoltre, che la maggiore è positi- 
va , peichè la loro somma è uguale a 2 , coefliciente di * , preso col se- 
gno Kiiiibiato. 

18i Passiamo ora alla discussione delle radici dell’ equazione [2]. I va- 
lori generali di quésle radici sono 

[i] x = — ip-i-yip’ — q, ^ 

ove è da osservarsi primamente che il termine v p* è sempre positivo, sia 
qualunque il segno di p. 

Ora , se g è negativo iicU' equazione data 

x*+px+q = 0, 

la quantità { p* — q sarà positiva e maggiore di J- p* ; laonde V | p» — q 
sarà una quantità reale e , in valore assoluto , maggiore di i p , si che il 
termine — ìp, che precede il radicale, non cangerà per nulla i segni dei 
tlue valori di questo radicale , e però i valori di x saranno di segno con- 
trario tra loro. È d’ altronde evidente chè il maggiore è (69) dello stesso 
segno di — i p , e perciò di segno contrario a quello di p. 

Seg = 0, i due valori di x saranno a: = 0 ed x = — p. In questo caso 
l'equazione generale riducendosi ad x’-Ppx = 0, ovvero x (x-|-p) = 0, ve- 
desi inimedialameiilc che le sue radici sono col fat to x — 0 ed x = — p. 

Se'g è negativo e minore di [• p*, il radicale p'’ — q, sarà tuttavia 
reale, ma minore di^p, e però i due valori di x saranno entrambi dello 
stesso segno del termine — •} p, che precedo il mdicalc •, laonde saranno en- 
trambi ptisitivi, quando p è negativo, e saranno, per contro,, entrambi ne- 
gativi , se p è positivo. 

Se g = -j p", il radicale svanisce, e i due valori di x si riducono al solo 
x = — Ip. In questo caso, essendo q = \p^, I’ equazione data diviene 

x’-Ppx-l-i p“ = 0, ovvero (x-f-i p)’ = 0 ; 

Vale a dire che il primo membro è un quadrato, e con ciò chiaramente si 
scorge che l’ incognita' non ha , col fallo , che il solo valore x = — ip 5 

(60 Io valore assolalo. , 
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perchè non ve n’ ha alcun altro che possa rendere questo quadrato eguale 
a zero (70). 

Da ultimo, se ^ è positivo e maggiore di^/)*, la quantità — q wt- 
tojxista al radicale è negativa, e i due valori di x sono perciò immagina- 
rii. Cangiando il segno della quantità j p' — j e chiamando r la radice qua- 
drata di g — T 

i p* — g = — r’, e ± p* — q=±^ — r‘=±rV—i\ 
laonde i valori di x potranno scriversi così ; 

x = — 

Or essendo | p’ — g = — r% si ha g = i p*+r* e per conseguente l’ equa- 
zione data diviene 

x*+px+ ; p*-l-r» = 0 , ovvero (*-1- ìpY+r* = 0, 

e con ciò si vede che, essendo il primo membro la somma di due quadrali 
non vi può essere alcun valore reale di x che lo annulli, t*d è per questo 
che le radici dell’equazione, nel raso che contempliamo, si sono pieseulate 
sotto forma immaginaria (71). 


Particolarità da osservar$i nelle equazioni della forma ax*-j-bx-l-c= 0. 


185. Volendo risolvere 1’ equazione 

ax’-fàjr-J-c = 0, ^ 

la si dividerà prima per a, a fin di metterla sotto la forma ordinaria 

b c ^ 
x"'+ - a: -I- - = 0 ; 
a a 


(70) Con rigore petlendo bisogni dira che in questo caso le doe ridici sono egaiH 
e dello stesso segno , per ensere d’ accordo cui teorema già dimostrato , in ordine 
alle equazioni del secondo grado, quello, cioè, che ogni equazione di questa natura 
ammette senq>re due radici. 

Inoltre questo medesimo caso C insegna , che per ridarsi no trinomio del se- 
condo grado, cioè della formi‘Zc'-|-pj;+ 9 < ad no quadrato è necessario che tra 
i eocillcienli p e q abbia luogo la relazione Jp’ = q ; e reciprocamente , se questa 
condizione ha Inogo, il trinomio è nn quadrato. 

(71) Giova tener presente, che, secondo i risoltamenti immaginarli ottenuti in que- 
sto caso, dinotando con a e p doe quantità reali , la formola 

. —1 

dinota nn’ espressione immaginarla; ed i questa la forma più generale sotto la quale 
'si possa rappresentare una quantità qualunque, perchè essa comprenda tanto le quan- 
tità immaginarie che le reali, e si le razionali che le irrazionali (nota fi7 ) , cioè 
quelle che possono rappresentarsi esattamente con un numero intero o frazionario , 
o pur no. 

Dando a p il doppio segno +, le due espressioni 

*-i-pl/ — 1, » — pK— 1, . 

che dilferisenoo solo pel segno di p , si dicono eoniujale. 

Inolire è da osservarsi ancora cume da ciò che dall' A. è stato provalo in que- 
st’ nllimo caso , risulti che se un trinomio z’-f-pac-l-q è sempre positivo per qua- 
lunque valore reale , sia positivo o negativo . esso eguagliato a zero , darà radici 
immaginarie, a per contro se il detto trinomio, eguagliato a zero, dà radici imma- 
ginarie, devesi cuncbìudere che esso rimane custanicmeiiie positivo quale che siesi 
il valore reale , positivo o negativo, che vi si sostituisce per z. 


Digilized by Coogle 



LEZIONI u’ ALGEBBA. 

iodi , seguendo la regola gcoerule (180) , su uè trarrà 



ovvero , riducendo , 



Questi valori di a; saranno reali e diseguuii, o reali cd eguali, o infine ini- 
inaginarìi , secondo che 6* — ioc > 0, 6* — hoc = 0, 6* — •toc < 0. 

180. Il caso particolare che vogliamo qui trattare è quello in cui lu quan- 
tità a, cioè il coi'ITicieulc di x' dell’equazione data, diminuisce sino a di- 
venir nullo. Supposto a = 0 , i due valori di x separatamente presi di- 
vengono ' 

— h-{VW — A-f6 0 

® — 0 = Ò ” G ’ 

— h—V¥ —h — b —26 
. 0 “ G — 0 * 

li primo di questi valori si presenta sotto la forma ma non debbesi per- 

ciò conchiudere, secondo l’osservazione del n." 121, che esso sia veramente 
indeterminato ; il secondo poi è infinito. 

Volendo intanto determinare il primo valore, riprendiamo la formola ge- 
nerale , che lo rappresenta , cioè 

— 6-f 6’ — Àae 

25 • 

Se a fosse fattore del numeratore, come Io è del denominatore, lo si sop- 
primerebbe in entrambi e quindi si farebbe l’ipotesi o = 0, (Ter ottenerne 
il vero valore della radi<« che presentavasi sotto forma indeterminata. Or 
non potendosi direttamente mettere in evidenza queslo fattore a , si userà 
d’un ripiego di calcolo, consistente in moltiplicare ambi i termini della fra- 
zione precedente per — 6 — Kò» — Ine, e c(#t s’ avrà 

^ — lac ) (— 6 — Kò* — 4ac) 

— 2a(6-|- 1/ 6* — lac) 

in questo modo il numerato re è il p rodotto della somma e della differenza 
delle due quantità — 6 e Kò* — Ine, e però è uguale alla differenza de’ qua- 
drati di queste quantità, che è 6* — 6*-|- Ine, ovvero loc; laonde vico messo 
ora in evidenza il fattore a comune ne’ due termini dell’ ultima espressio- 
ne, e Sopprimendolo si avrà. 

— 2c 

cc ~~~ 

6-f V b' — lue 

e fallo ora in questa formula a = 0, si otterrà per il vero valore della pri-' 
ma radice 
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Al 

guanto alla seconda radice x = -^ è da osservarsi soltanto clic il divisore 

zero potendo essere riguardato qui come limite di grandezze decrescenti , 
in valore assoluto, c sieno positive o negative, il valore inGnìto che ne con- 
segne deve andar preso col segno ambiguo ± (120). 

Pertanto, i valori generali dix, dedotti dall’equazione ttr*+6x-f-c = 0, 
nell’ ipotesi o = 0 , divengono 



È degno d’ osservazione che in questo raso particolare si hanno tre va- 
lori di X, mentre che n^ caso generale se ne hanno solo due ("72). 

Per persuadersi che questi valori convengano col fallo all’ equazione 
ox'-|-bx-{-c = 0 , poniamo quest’equazione sotto la forma ' 


— bx — c 



c trattandosi di trovare i valori corrispondenti ad o = 0 , basterà cercare 
quei che annullano 1* espressione Or questa s’annulla primamente 

c ò c 

per x= — : indi messa sotto la forma rsi vede che diviene nulla 

anche per x = ± » (*). 

1K7. (Consideriamo un altro caso più particolare ancora , quello cioè in 
cui s’ avesse ad un tempo a = 0 e b = 0. In questo caso ambi i valori ge- 
nerali di X sì presentano sullo la forma Si è innanzi veduto che il pri- 
mo valore può trasformarsi in 

— 2c 

c trasformando al modo stesso il secondo sì ha 
— 2c 

* ~ — b+V b’ — 4^* 

Or facendo l’ipotesi o = 0, b = 0, questi valori di x divengono entrambi 
iuGniti ■, e qni ancora 1’ inUnito dev’ esser preso col segno + (73). 

(73) Non cl sembra troppo legittima questa conclosione , poiché, eomanqne sia 
vero che I ioflnito debbe esaer preso col segno ambigno , nel caso di coi é parola 
però coiesio a^gno non pnò eaaere che ano, e propriamente qneilo che ba il coeffi- 
ciente a prima di giungere a aero. 

(*) Nella teoria analiiics delle enrve, questi valori corrispondono alle intersezioni 
dell'esse delle sscisse a con la curri del 3.° ordine, la cui equazione é yx-t-òx-i-c = 0. 
Costruendo questa curva ai trova che 1' asse delle x la ioconira primamente a una' 
distanza finita dall’origine, e che nel tempo stesso quest* asse é un asintoto tanto 
dal lato delle s positive che da quello delle x negative . il che vuol dire che esso 
ioconira la corra all'Infinito ne’dne sensi. 

(73) Ritenendo per ciascnua radice il doppio segno + avremmo allora quattro va- 
lori di X, il che accresce la conlrsdiziune che cosi sorge tra il caso particolare e il 
teorema geueralr, che voole che le radici dell’ equazione del secondo grado debbano 
esser due. 
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\U 

Ritolutione di alcuni problemi che dipendono da equazioni 
del secondo grado. 

188. Phoblf.ma I. Trovare un numero tale che moltiplicandolo pel suo dop- 
pio , il prodotto risulti eguali al triplo di dello numero accresciuto di 0. 

Sia X il numero dimandalo , c secondo 1’ enunzialo sarà 

ar X 2* = óx+9. 

Da quest’ equazione sucressivamenle si trae 

2x* — 3.r — 0 = 0 , X’ — 4 X — 5 = 0, 

“4-11^ ler*»**— T IH 7 HI T ì 

cd in fine 

x = = Z ed x = — s = — 4 

Il valore positivo x = ò soddisfa alla quistione nel senso diretto dell’ e- 
nunzialo. Quanto poi al valore negativo è da riflettersi che , se nell’ equa- 
lione primitiva si cambi x in — x ne risulta 

X X 2x = 9 — 3x, 

e però la soluzione negativa — 4^ presa positivamente, risolve l’altro pro- 
blema in cui si domanda trovare un numero tale che , moltiplicandolo pel 
suo doppio, il prodotto pareggi il numero 9 diminuito del triplo dello stesso 
numero cercato. 

180. PnoBLEMA li. Dividere un dato numero p in due parli, il cui pro- 
dotto sia eguale a q. 

Dinotando con x una delle parti di p, l’altra sarà p — x, e s’avrà l’equa- 
zione 

x{p — x) = q 

donde si trac 

x’ — px-\-q ~ 0 
x = ip±yip*—q' 

Avendosi cosi due valori per .r, ci pare, a prima giunta che vi sien pure 
due maniere diverse di soddisfare alla quistione; ma riflettendo che la som- 
ma di questi due valori è uguale a p, ne segue che prendendo x per uno 
di questi valori, l’ altro sarà p — x; or questo è appunto l’altro valore di 
X che dà la formola precedente, dunque i due valori di x sono appunto le 
due parti ccrc;ite. Era facile d’altronde prevedere cotesto risultamento , 
perocché x non dinotando 1 ’ una piuttosto che 1 ’ altra delle due parli cer- 
cate , il calcolo doveva darle enirambe ad un tempo per valori di x. 

Ancora, dopo il detto sulla composizione delle equazioni del secondo gra- 
do (185), potevasi osservare, sin da principio, che le due parti incognite 
dovendo avere per somma p e per prodotto dovevano esser le radici d' un 
equazione del secondo grado, avente — p per ccclficienle di xo q per ter- 
mine nolo ; e però le dette parti dovevano esser determinate dall’ equazio- 
ne X» — P^'+q = 0 - 

L’ attuale problema non è sempre possibile, imperocché se si ha 9 < i le 
due radici sono immaginarie. Il massimo valore che possa avere 9 , senza che 
il problema cessi di esser possibile, ò 4 p*, ed allora i due valori di x risul- 
tano ciascuno eguale a j-p. I.aonde il massimo prodotto che si possa fare 
con due }>aiii d un numero è uguale al quadrato della ntelà di questo numero. 


^1.. 
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190. A celesta conseguenza immediatamente sì giunge, prendendo per in- 
cognita la diITcrenza delle due parti cercate. E per fermo dinotando con x 
tal differenza , con a la parte maggiore e con h la minore , ed osservando 
che la somma di queste parti è p , s' avrà (92) 



e quindi , secondo l’ enunziato , avremo 

(i+l) 


donde 


p* X* 

4“T 


= q. 


Or quest’ equazione ci mostra che il massimo valore del prodotto si ha 
quando a = 0 , cioè quando le due parti sono eguali tra loro. 

Volendo trovare a e b , si risolverà l' equazione precedente rispetto a z 
e s’avrà 

e quindi 



III queste formule debbonsi prendere entrambi i segni superiori o entrambi 
gl'inferiori', cosi s’avrà sempre una sola soluzione, essendo che col pren- 
dere i primi 0 pure i secondi di detti segni non si fa che cambiar 1' or- 
dine delle parti. 

191. Problema 111. Determinare, sulla retta che congiunge due punti lu- 
minosi, quel punto che è ugualmente rischiarato da entrambi. 

^ella risoluzione di questo problema supponiamo noto il principio di fisi- 
ca, che r intensità della luce rispetto a divei'si punti variamente lontani dal 
punto luminoso, sono in ragione inversa de* quadrati delle distanze de’ punti 
illuminati al punto donde emana la luce : cosi ad una distanza doppia, l’in- 
tensità della luce riducesi alla quarta parte ', ad una distanza tripla si ri- 
duce alla nona parte , e coti appresso. 

Posto ciò dinotiamo con a l’ intensità della luce che emana d’uno de’punti 
luminosi, e con b quella dell’altro, eótrambe rispetto ad un punto che sia 
alla stessa distanza da entrambi i punti luminosi. Con queste quantità ap- 
punto si paragonano le due luci ti'a loro , ed è per questo che a e b ne 
sono le intensUd. 


1 

1— 


I . 

C” A 

t 

* • • • • 

B 



Siene A e B i due punti luminosi e C il punto che sì cerca. Pongasi 
AB = d, XC = X c quindi BC = d — x. Secondo renunzialu principio tisico, 

l’intensità della luce di A, alle distanze 2, 3, 4.... sarà 

e pero pel punto C che dista da A per x, l’ intensità saia ^..Similmeo- 
Fovrey Algebra. . lU 
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Ifi r intensità della luce, proveniente da B, per k) stesso punto C, che di- 
sia per d — X da B , sarà E poiché, per condizioni del proble- 

ma , (jucste intensità esser debbono eguali , cosi s' avrà l' equazione 


[«] 


a 




che può scriversi ancora cosi : 




e per evitare Fuso de’ radicali ne’ calcoli ulteriori, porremo c* in luogo del 
rapporto — , il che equivale a rappresentare con e la radice quadrata di 

questo rapporto. Pertanto , cosi facendo , 1* equazione dei problema prende 
P aspetto seguente : 

[6] (d — *)> = c«x» 


Per risolvere quest' equazione si potrebbe sviluppare il quadrato indicato 
nel primo membro e metterla quindi sotto la forma x'+px+g = 0 -, ma 
sì può ancora operare altrimentr, perchè la sua forma è tale da poterla 
subito ridurre al primo grado, estraendo la radice quadrala da ambi i mem- 
bri, Cosi oiierando, e diuido il doppio sogno a ciascuna radice, n’emerge: 


:+ (d — x) = rt c* > 


or, a cagione deir ambiguità de’ segni, quest' equazione equi\*ale alle quat- 
tro seguenti 



-1-rd — xà = -fcx, +f 

d — x) = — ex , 

L'O 

— (d— x) = -l-cx, — ( 

d — a ) = — ex •, 


c poiché cambiando i segni in queste due ultime equazioni, si ricade sulle 
prime, così sarà sufficiente attenersi alle sole [c], 

A questo proposito si può osservare , in generale , che ogni qualvolta si 
estrae la radice quadrata dai due mcmWi d’ un’ equazione/, basta apporre 
il segno Hr solo innanzi ad uno di essi. 

Ititomando ora all' equazione [c], se ne cavano i due valori 


d d 



Discuttioftf. t.* Sia c<1 ; e poiché c* rappresenta il rapporto “ram- 

messa ipotesi equivale a supporre l’ intensità del punto luminoso A maggio- 
re di quella di B. In questo caso il primo valore dixè positivo ed c mi- 
nore di d e maggiore di i d. Laonde vi esiste tra i due punti luminosi A e B 
un punto C, più lontano da A che da B, il quale è ugualmente da essi ri- 
schiarato. 

Il secondo valore di x è pur esso positivo, ma > d, e perciò determina 
un punto C', al di là di B, rispetto ad A, ed è agevole l' assicurarsi che 
in questo punto ti' l' intensità della luce clie emana da A sia uguale a quella 
die emana da B. In cfrcH', poiché questo secondo valore di x deve neces- 
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sariamcntc soddisfare alla [a] , cosi se lo dinotiamo con x', devesi avere' 


a 6 

*'• (d — x')*' 


ovvero 


a b 

x'‘ (x ‘ — d)’ ’ 


i due membri di quest’ nltima equazione sono appunto le intensità delle quali 
è parola. 

2.' Sia c > t , cioè , sia l’ intensità della luce di B mag"iorc di quella 
di A. In tal caso si fa palese che si deve trovare pel punto B quel che ora 
è stato trovato pel punto A *, e col fatto ciò vien cnnftrmato dagli stessi 
valori di x, E per fermo il primo valore risulta positivo e minore di d 
e perciò mostra che v’ ha tra A e B un punto più vicino ad A che a B , 
cd egualmente rischiaralo. 

Il secondo valore poi rtsultA negativo , e lo rappresenteremo con — x'. 
Or poiché questo valore deve sempre soddisfare alla [a] devesi avere 


■a 6 

^~(d + *')*■’ ' 


c se dall' altro Iato di A si prenda KC" = x', il primo membro dell’ egua- 
glianza precedente rappresenta appunto rinloiisità della luce che il punto C" 
riceve da A, ed il secondo quella della luce che riceve da B, e però que- 
sto punto C'' è egualmente rischiarato da A e da B. Pertanto il risulta- 
mento negativo ottenuto in questo caso per x indica, conforme al n.° 404, 
con semplice cambiamento di posizione nella distanza rappresentata da x. 

3.° Sia in fine e=4, il che vuol dire che le due luci AeB sono egual- 
mente intense. 1 due valori di x divengono 

d d 

*=-2> = 

Il secondo di questi valori essendo infinito , non vi esiste più , propria- 
mente parlando, che un sol punto cgnalmente rischiarato: esso è determi- 
nato dal primo valore , e cade nel mezzo di AB. 

Per mostrare intanto come il valore infinito possa convenire alla questio- 
no, osserviamo che uel caso attuale, in cui c= 4, l’equazione [b] può scri- 
versi cosi : 

’ • 

c si vede che , dando ad x un valore grandissimo, il primo membro difie- 
rirà pochissimo dall’ unità , e questa differenza può essere renduLa piccola 
per quanto sì vuole, prendendo x snlBcientemenle grande. È questo il senso 
che devesi affìgere al valore infinito , il quale d’ altronde ha (jui il doppio 
sqcno 

492. Ad uso d' esercizio trascriviamo qui appresso gli enunziati di al- 
quanti problemi. 

Problema IV. Due operai impiegati per tempi diverti sono stati pagati 
alta fine dC un certo tempo , ricevendo il primo 96 fr. per sua mercede, ed 
il .secondo, che aveva lavorato 6 giorni di meno ricevendone Hi. Se il secondo 
aveste lavorato lutti i giorni , ed U primo fosse mancalo 6 giorni ; avrebe- 
bero ricevuto entrambi egual mercede. Si domanda conoscere per guanti giorni 
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ha larorato ciaf cuna e 3 prexso della corrispondente giornata tT ognuno. Ri- 
sposta : il primo ha latorato per giorni gundagnando 6 franchi al giorno, 
ed il secondo ha lavorato per 18 giorni, e ha guadagnato 5 franchi al giorno. 

Problem a V. Un mercante si fa teontare due cambiali da un banchiere ; 
r una di IHn fr. 90 c., pagabile dopo tre mesi, e l' altra di 260it fr. pa- 
gabile dopo 1. meti. Riceve per entrambe attualmente 40S0 fr. ti domanda 
la ragione dell' interesse alla quale sono state scorUate. L’ interesse annuale 
era del 7 fr. 20c. per iOO. 

ProBLEMA VI. Trovare due numeri x ed y tali che moltiplicandoli rispet- 
tivamente per due numeri dati a e b , (a somma de' prodotti risulti eguale ' 
a p e moltiplicando i loro quadrati rispettivamente per gli stessi numeri la 
somma de' prodotti risulti eguale a 9. Risposta : 

^ — «p-i-V — y] bp ±V^ [{a + b)q —'pq 

afa+b) ^ a(a+6) 

If. B. Se, per motivo delle dae incognite, troTsese il lettore qualche difficoltà, 
poirt rimettere la aolniione di questo problema dopo il n. 191. 

Equazioni ad un' incognita che ti risolvono come quelle del secondo grado — 
Esempli che ammettono più incognite e che si risolvono come quei del se- 
condo grado. 

195. Tutte le volle che un'equazione racchiude due sole potenze dell’in- 
cognita , r una di grado doppio di quello dell’ altra , essa può sempre ri- 
dursi alla forma 

[1] q = 0 (74). 

Considcramlo in quest'equazione come seac* fosse l'incognita, x*" ne sarà 
il quadrato, e perciò detta equazione si risolverà come quelle del secondo 

grado e sarà 

x-= — ip+K ìp*— ?. 

Rappresentando con a e b questi due valori di x", avremo 

*" = a , x” = ò •, 

c quando si s.apranno risolvere queste due equazioni , cioè quando sì sa- 
pranno trovare tutti i valori di x che ad esse soddisfanno , è chiaro che 
si conosceranno tutte le soluzioni della proposta equazione [1]. 

Queste due ultime equazioni son della classo di quelle che s' addimanda- 
no a due termini (7.’i), delle quali p ù innanzi sarà discorso. Ci occupere- 
mo per ora del caso io cui m = 2, e però l' equazione [1] è allora 

x‘+px +7 == 0 ; 

prendendo x* per ineognila si trae; 

.T* = — 1 p+1 j /.' — 7 , x« = — ; p — \ '^p — V, 


;7i) Oneste rqnsiinni vengono lilvolit distiate col nome di cqnniioni (nnomt'r , 
0 di equazioni drrirative dal secando grado, 

(75) O |i'ii srmpliremrntr />inomie. 
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e quindi, ciascuna di queste equazioni ammeUendo due radici, la pro()osla 
ne ammetterà quattro , cioè : 

p+y xp‘—qi -Ip — K ip‘‘—q- 

Poniamo per esempio che s’ abbia 1’ equazione particolare 

. 12x* — 64= 0. 

Facendo nella formola generale p = — 12 , q = — 04 si otterrà per que- 
. st’ equazione data 

*= ^ 6+1^ 36-|-64 = :t ^ 6+1/ 100 = :+; 1/ 10 =-t-4. 

« = ±l/0— 1/36^ = ±I/6 — l/100 = ±l/^ = ±2l/^ 

Pertanto l’equazione data ha due' radici reali x = ±4, c due immagina- 
rie x=±2 V — 1. 

194. 1 principi! che han servito di base alla risoluzione delle equazioni 
del primo grado a più incognite , servono ancora per quelle del secondo 
grado anche a più incognite. 

Esempio I. Sien date le equazioni. 

[3] x+y = a, a:’+y® = 6’. 

f 

Per risolvere queste equazioni si cavi y dalla prima il che dà y = o — 
e si sostituisca nella seconda ; cosi s' avrà 

**+(o — t)’ = 6% 

2.r*— 2ax+a' = 6’, 

6’ — o* 

X* — ax = — 

Quest' ultima equazione dà i valori di x , i quali riporbti nell’ equazioni 
y = a—rx daranno i corrispondenti di ]/ , e s ottiene 

(x = iodb:lK2i’— 0% 

{y=i\a±tV 26’— a\ 

Giova tener presente di prendere entrambi i segni superiori o entrambi 
gt’ inferiori , perchè in questo modo le due soluzioni che si ottengono non 
dilTeriranno che pel solo cambiamento di ,r in v o di y in x. Questo risiil- 
tamenlo era facile a prevederlo, perchè l'indicato cambiamento non allora 
punto le equazioni [5]. Una osservazione analoga si presenta eziandio nct- 
1’ esempio seguente. 

Esempio II. Abbiansi le due equazioni 

[4] x’+y* = a% xy — b\ 

Traendo dalla seconda y = — , si soslitufe-a qucslo valore nella prima e 
s' avrà 

X + — =a-, ovvero x‘ — n’x +o' = 0, 


t 
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e considerando dapprima come se Tignola fosse x* si trarrà da quest' equa* 
rione 

e quindi prendendo separatamente questi valori , si avranno I quattro se- 
guenti per * , cioè 

Lo] X = ± i o*+i ^ a*— 

[6] x = ± V'ifl’— il^o‘— 46‘. 

6» . . . 

RimcUcndo ora questi valori nell equazione y =— , si avranno i corri- 

SD 

spendenti per y : cosi sostituendo i primi valori [a] s’ ottiene 



c si renderà più se mplice quest* espres sione , moltiplicando numeratore e 
denominatore perKio' — il/o* — iè*, con elie risulterà 

-4- 6*l/ io ’ — iV a' — 46* 

y— — 

V [i o*-f-i V o‘— 46‘] Li o*— i V o*— 4à‘] 

ovvero , riducendo , 

y = ±Vi o’— i y a * — 46* 

Senza bisogno di nuovi calcoli, facilmente s’ intende che i valori di y cor- 
rispondenti a quelli [6] di x sono 

y=±^ i a*+V a * — 46‘. 

I>e equazioni pi] pertanto ammettono quattro soluzioni completamente co- 
nosciute e prendendo entrambi i segni superiori o entrambi l’ inferiori , 
questo quattro soluzioni vengono distintamente rappresentate così: 

il^x = ±^ \a'’+kV u —46^ [x = 46* 

\x = -±}l \ a'— a‘— 46‘, [y_^y/^o«4.^l/o*— 46* 

In altro modo ancor più semplice può ottenersi la risoluzione delle [4], 
In elTelli aggiungendo alla prima il doppio della seconda, ed osservando che 
x'+ìf'+'ìxt = s’ ottiene 

(x-l-v)’‘ = a’-l-26’', donde x+y = ±V^a^+ìb'‘. 

Parimente, sottraendo dalla prima il doppio della seconda s' ottiene 
(x — y)' = o* — 26’, donde x — y = ± V a" — 26’ 

Determinate cosi la somma e la differenza delle due ignote x ed y , s’ avrà 
il valore di ciascuna dt queste incognite mercè la regola del n.“ 02. QuaiiUi 
ai segni de’ due radicali si potranno accoppiare come si voglia •, cosi pren- 
dendoli entrambi con lo stesso segno , verrà 

{x=±-ì{V a'+ìb‘+V ffl’— 26"), 

' y= n'+'ìli — V rt’ — 26")’ 
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e prcodendoli invece con segni opposti si trae 

[« = ± i (K a'+ib'—V a’— 26*), 

Iv = ± i (Ko*+26*+1/ o*— 2é»). 

Con questo secondo modo di soluzione otteniamo ancora quattro soluzioni 
come col primo *, ma se nel primo modo si ottenevano de’ radicali soprap- 
posti l’uno all’altro, lo stesso non avviene più nel secondo, ove i radicali 
appariscono distinti. 

È da osservarsi intanto che entrambi i metodi devono di necessiià me- 
nare a formolc che in ultimo risultnmcnlo s’ accordino fra loro , in modo 
che le une non abbiano ad essere che delle trasformazioni delle altre. Di 
silTattc trasformazioni sarà discorso nel n.° 196. 

Esempio 111. Sieu date le due equazioni generali 

[5] *’+P*-(.Q = 0, m«-j-P'«+Q' = 0, 

ove P , Q , P', Q' sono delle funzioni di y. 

Sottraendo l' una dall’ altra le [5J ottiensi 

(P _ p')*-i.Q - Q' = 0 , donde »= 

e rimettendo questo valore in una qualunque delle equazioni date , e sia 
la prima, s’ avrà * 

CQ'- Q)’+P(Q'- Q) (I* - P')+Q(P - P')* =0| 

0 ancora , sott’ altra forma 

CQ'- Q)’+(P - PO (PO'- QPO = 0- 

Quest’ equazione non contiene più che la sola incognita y, e quando si sa- 
prà risolverla, farà essa conoscere i valori diy, i quali sostituiti inseguito 
nell' espressione di x qui innanzi ottenuta , determineranno i corrispondenti 
valori di quest' altra incognita. 

195. Per completare l'analisi delle equazioni del secondo grado, dovreb- 
besi considerare eziandio il caso in cui le ignote sien più delle equazioni , 
cd il più semplice è quello in cui s’ abbia una sola equazione 'fra due in- 
cianite X ed y. Risolvendo quest' equazione rispetto ad una di esse, e sia y, 
si troverà , in generale , un’ espressione contenente x sotto il radicale ; in 
guisa che dando ad x de’ valori razionali qualunque se ne otterrebbero , in 
generale, degli irrazionali per y-, c si poirebbe quindi cercare i valori ra- 
zionali di X che danno valori, anche razionali per y. Ha la diOìcollà di que- 
sto problema , a meno che non lo si limiti a qualche caso semplicissimo , 
è superiore agli elementi. Intanto si può consultare la Teorica de' numeri 
di Lbgenore (76). 


(7G) Si può eoDsoUire tacort il Trattato tlemiMart d' algebra ed aritmetica del 
disiioio piof. »' Abdbba ; capo Xll , psg. 677 e segue. 
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Radice quadrata dì una quantità in parte commensurabile ed in parte 
incommensurabile f o pure in parie reale ed in parte immaginaria. 


lOCi. Proponiainoc-i dì estrarre la radice quadrala da una quantità in parte 
commensurabile ad in parte incommensurabile. 

Facendo il quadrato di K a -f- 1^6, ove a e 6 son due quantità razionali, 
sì trova un rìsultamento della forma A +1^1^, essendo A eB due quantità 
aneli’ esse commensurabili. Da ciò si Conchiude reciprocamente che la radice 
quadrata d' un’ espressione di questa forma ultima , può eziandio, in certi 
casi , ridursi alla prima forma , ed ò utile eseguire questa trasformazione, 
quante voile sia possìbile. Convìcn dunque considerare A e B come delie 
quantità razionali, Kb come una quantità irrazionale, e determinare a eb 
in guisa che sia 

(Và+ = 

Pertanto sviluppando il quadrato risulta 

0 + 6 + V 4o6 — A+K B. 

essendo o +6 una quantità razionale, e potendo soltanto Kioò essere irra- 
zionale. Or , perchè potesse aver luogo quest’ ultima eguaglianza è neces- 
sario che fosse 

[ 1 ] 0+6 = A, [2] 4o6 = B.‘ 

In effetti poniamo clic ciò non sia cosi, c poniamo per brevità A — a — 6 = à, 
avremo allora dalla soprascritta eguaglianza 

= A — o — 6+1/B = à+|/B, 
ed elevando a quadralo ambo i membri verrà 

iab = jt'+SiK B+B, ovvero 4o6 — ft’ — B=2jfc Kb"; 

ma quest’ eguaglianza è assurda perché non può una quantità razionale es- 
scit! eguale ad una quantità irrazionale. Quest’ assurdo cesserà col supporre 
à.= 0, e allora s’avrà A — o — 6 = 0, ovvero o +6 = A, e rultima egua- 
glianza darà iab = B , con clic sì ricade sulle equazioni [4] e [2J. 

Elevando a quadrato la prima di cotesta equazione e togliendone la se- 
conda, il primo membro dell’ equazione risultante sarà il quadrato di a — 6 , 
e s’ avrà 

[.•)],, a — 6 = y A'— B. 

Essendo permesso che d elle du e quantità a e 6 la prima sìa la maggiore , 
si prendei'à il radicale Ka* — B col segno+-, in questo modo, conoscendo la 
somma [1] e lai-Kliflerenza [5] delle dette quantità a e 6 , s’ avrà subito 

a = i A+ i K.V— B, 6 = i A — 4 Ka*— B; 

ma come a e 6 debbono, per condizione, essere razionali, è necessario che 
A’ — B sia eguale ad un quadrato C% ed allora sarà 
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v^A+ Kb = ^ — ^-+ ^ 


Essendo che tacitamente si suppone che Kb sia positivo, cosi i radicali 
del secondo membro debbono andar presi tulli e due col segno + o lutti e 
due col segno ; allrimcjiti elevando ii^quadrato il secondo membro del- 

la [i] si avrebbe — Kb in luogo di KF, c ciò non sarebbe d’accordo col 
quadralo del primo membro. 

Questa medesima spiegazione prova ancora che se si avesse V^A Kìi” 

prendere i detti radicali con segni contrari , e perciò si scn- 


t/ A- Kb = _ j/ 


Sia, per esempio, F espressione 12-f K 110, e sarà A = 12, B = 110 

i quest’ ultimo numero 6 uii quadrato e si ha C = 2 , laonde 
può upplicarsi Ju forinola e verrù 

\/l2TKfw=j/*l+Ì-p ^H^=K7+K5. 

Al^si ancora l’ espressione / 1 — 2o:Kl— . t*, c sarà A=l, B=4i*— i*», 
K A'— B = C = 1 — 2**. Laonde esse ndo C una quantità razionale, c l’e- 
spressione data essendo della forma V^A — Kb si applicherà la formola m 
e s otterrà J 

, V^l — 2j:Ki — x' — V\ — X’— X. 

Lo stesso radicale Kl x* entra ne’ due membri , c converrà mettere il 
oppio ^'gno :+; innanzi al secondo , se vuoisi che esso rappresenti i duo 
Valori^ che amiiietle il primo membro 

10 1 . Quando la quuiitilà A”* — B non è quadrato, i valori di a c di 6 
non sono più razionali, ma non pertanto sostituendoli inKa-pKft, l’e- 
spressione risultante continuerà tuttavia ad esser equivalente a i/À+KB 
e saia soltanto pm complicala in guisa che altura di rado si pone in uso. 

caso immaginaria, si perviene ad un risulta- 
, • > - Bssar 1 attenzione. Poniamo io elTclli che in luogo di B 

s abbia — B', e l’ espressione A-p Kb diviene A-f-BK^^T", la cui radice 
qiiadiata si riduce sempre alla forma a-f 6 K - 1 , ove a e à, al pari di 

e B, sono due quantità reali ma che possono essere razionali o irrazionali. 

Qui s a pioposi/.ione, degna di attenzione, divicn subito evidente, sol che, 
ne calcoli precedenti, si cangi_daperlutlo B in — B . E per vero, così la- 
ceiido, ili luogo di C = Ka*-B, si ha C = Ka=-|-B', e quindi 


A+ Ka»-PB’ A-Ka 


Fuurnj AUjabra. 
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Or cssciiilo > A , sarà a > « f fe_< 0 , e , ^presentando qnesli 

valori con a* e s’ avrà Ko = ± «, = ±fi V^i •, laonde 

[G] v/y^BV^in = ±(«-/sK^). 

Abbiamo considerato « e |8 entrambe dello stesso segno, ^rchè il prodotto 
2a/8 dev'essere uguale a B, rhe si è supposto positivo. Se innanzi a Bk — l 
vi fosse il segno — , s’avrà allora 

[7] t/ A — bK — t = ±; (« — — *)• 

Sarebbe facile d’altronde giungere ai medesimi risultamenti, ponendo 
}/ A+B — t = «e+,3 — t, 

e determinando per « e /8 tali valori reali che A+B V— t risulti il quadrato 
dì Qu^^sto oscrt-i/.io di ciiU’olo lo lasciando al Icllorc»^ 

Per lare inlanlo un’ applica/.ione della prered enle teorica, prendiamo per 

esempio l’espressione semplici ssima ^ Paragonando quest'espres- 
sione coll la forniola generale l/^-4-B J , ne risulta A = 0, B= 1, e quin- 
d\ a=i,b = - l, u = Vi, e 

)/ = i) 

n/ -ì/-~i = i {Vi-VW~i) 

198. Os$ervasione. Addizionando le formole [6] e [<] , e prendendo il 
solo segno +in entrambe, gl’ immaginarii svaniscon o e ottiensi 

v'a+bV^7+V^A-BI/^=2«= V^2A+21/A‘+B* (77> 
Cosi nel caso particolare dietro A = 0 , B = 1 , s’ avrà 

t/:iT'^+\/_ 1/31 =1/2 

Osservazione su i massimi e i minimi. > 

199. Nel n.” 189 abbiam veduto che il massimo prodotto, che possa ot- 
tersi con le due parti d’un numero, è uguale al prodotto delle sue metà. 
Colesta proposizione può essere resa più generale ne termini seguenti . Il 
prodoUo di più numeri, la somma dei quali pareggia un altro numero di- 
cien massimo, quando quei numeri sono luUi eguali tra loro. 

Poniamo che s’abbia o+6+c+d-| =p, e che tra i modi diversi di 

scegliere i numeri a,b,<-,d, . . . , senza che la precedente eguaglianza cessi 
d’ aver luogo, s’ abbia preso quello che rende massimo il prodotto abea . . . ; 
dico che in questo caso tutti questi numeri sono eguali. In effetti se a e ò, 
per esempio, fossero disuguali , s’avrebbe (189) 


quindi 




(77) Onesto risulUnienlo è osservsbile . perché o’ insegni che lo lomma di dB 
«prMJtoni immasinorie conivgote ( noi» 71 , è uno juanlila reale, \edremo • suo 
luogo che il prodotto eiiiadio é reale ( oota 85 ). 


Digitized by Google 



LE/tOM d' aixìebiia. • i5o 

Or nel secondo prodotto lo sommo de' fulluri è lo stessa die nel primo , 
cioè p , dunque il prodotto abcd .. non é un massimo., a menu che tutti i 
suoi fattori non sieno tra loro eguali. 

200. U procedimento seguito nel numero 189 per riconoscere il massi- 
mo prodotto delle due parli d’ un numero può ricevere maggioro esten- 
sione *, perocché, supponendo che s’abbia una funzione composta daH’'iiide- 
terminata x combinata con altra quantità date,_e si domandi il valore di x 
che rende la funzione un massimo o pure un mimmo; si ragionerà da prima 
mine se si volesse rendere questa funzione eguale ad una qualunque quan- 
tità 2 , con che s’avrà un’equazione dalla quale si caverà il valore di x, « , 
allora si cercherà se v’ esista qualche valore di 2 , al di là al di qua del 
quale, i valori corrispondente di x divengono immaginarii. Nel primo cav> 
questo valore di z è un massimo , e liel secondo caso è un massimo. 

Sia per esempio , la frazione 

X'— 2a--t-2 
2 j:— 2 ■ 

Eguagliandola a 2 , si lia l' equazione 

X'— 2x-f-2 

ir — 2 

donde si trae 

X = 2 - 1-1 ± V Z ' — 1, 

c si vede immediatamente che, fatto 2 = 1 , si ha a: = 2, e che per va- 
lori di 2 alquanto inferiori ad 1, x risulta immaginario, laonde la frazione 
prnpo^ta ammette un valor massimo eguale ad 1 (ter x = 2. 

l’arimente facendo 2 = — 1, si ha x = 0, ed un valore negativo di 2 , . 
alquanto inferiore ad 1, rende x immaginario. Or, in algebra, delle quan- 
tità negative, che, falla astrazione del segno — , vanno diminuendo, deb- 
bono, all’opposto, essere considerate come crescenti, quando si tien conto 
del segno , quindi può dirsi die i valori di z, un poco superiori a — 1 , 
rendono x immaginario. Pertanto 2 = — 1 è un massimo corrispondente 
ad x= 0. 

Il carattere essenziale del massimo non è altrimenti quello di sorpassare 
qualunque altro valore , ma solo quelli che immediataniente lo precedono 
e lo seguono. Un’ osservazione analoga è a farsi sul minimo. Non islarcnio 
piò a lungo su quest’ argomento , che iia sin' ora funuala materia di cal- 
colo dilferenzialc (18). 

(78) OceorvcBdo spesso , e saprllnUo nelf applicazione dcii’ Atgebr» alla geeiMe . 
Irla, di dover indagart i eambiamenli ebe avvengono in una qnantili y, che è ugnate 
alla radice quadrala d' un irinomio dei secondo grado ax*-hhx-i-e, a) variare di x> 
ci è sembralo opporlnno doverne discorrere in questo luogo. * 

Pongasi perisMo il dato iiioomio sotto la torma 

[Vi ^ 

e quindi messo , 

[2] ■ ar'-l-l *-1-^=0 

si risolva quest' eqnaiiona e si éinoliito con 2 " le sue radici, disposte lecondw 
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i*oti:nze e radici i.n generale. 

Piileme e radici de monomii. — Esponenti frazionarii. 

noi. Vblii:i>i un proilollo qualunque pqr.,.,c sia « un numero iulcro c 
(lusilivo (lualum)ue , c s;uà 

Q)qr...y= pqr...Xrqr...Xpqr...X or. 

= ppp. -■Xqqq -.X rrr . . . x er. 

= p"q'r*... 

dunque si etera un prodotto ad una qualsicsi potenza, elevando ciascuno dei 
fattori a questa potenza. 


l’nrdinB di crjmlfzza in mndn rio# chi", avendo riRoirdo anche ai aegni, sia x'<^ x". 
Scenndo quel di' 1 } >iaiii dall' A. dimostralo (183 , il primo membro dell’ eqaaiiona 
precederne equivale al prndutin fx — x'j x — x"), e quindi U forinola [I] diriens 
o(x — x') (X — x"), ovvero, altrimenti 

[.■)j o.r’+ft i +f — o(.r — .t') (x — x"). 

Laonde o^t trinomio del secondo grado in i pud scomporsi t'n Ire fattori, «no dei 
quoti i ta stesso coe/pcieute del primo termine x' . a gli altri due sono formati da 
questa variabile . diminuita di ciascuna dette r dici, che dà V equazione formata 
eguagliando a zero il trinomio dato. Cnsl posto per esempio che a' abbia il Iriaomio 

3.r’ — 3.1 — 8 , 

si egnaglierì a xero questo trinomio e a'avr.H snccessivamcnle 


‘ e quindi 


óa:*— 2x — 8 = 0, x'— -Sar — f = 0 = + 

O 

3x' — 2t — 8 = 5 (x-f- J) (x — 2\ 


Posto ciò poniamo che. nel trinomio [3] si dieno ad x diversi vilori, e si cominci 
da quelli che sono minori di x'. allora questi valori, secondo l'ipotesi ammessa , 
saranno minori ancora di x" , e perciò i due fattori x — x' , x — x" saranno en- 
trambi negativi, e quindi il loro prodotto sarà positivo ; laonde il segno di lotto il 
prodotto o(x — x') 'X — x") e conscRuenlemenle quello del trinomio dato ar’+òj-J-c 
sari quello stesso del coefneirote a. Allorcliò si giunge al vslore x ~ x' svanisce il 
trinomio, e facendo crescere x al di l.i di questo valore, I doe fattori x — 3 ', x — x" 
si conserveranno di segno contrario ilo chex <x": laonde il prodotto (x — r')(* — x") 
sari negativo, e il segno del trinomio ax'-^-bx-i-c sari, per conseguente contrario a 
quello di a. Quando giunge ad essere x = x" il trinomio novellamente s' annoila . 
e oltrepassato questo valore, i due fattori x — x^, x — x^' divengono entrambi e sì 
ronservan sempre positivi, «1 che il loro prodotto sari pur esso positivo , cd il se- 
gno del iriuomio sari quell» stesso di a. 

In conclusione , se le radici che si ottengono eguagliando a zero il trinomio del 
secondo grado axv-f-bi-f-c ■ anno reali, il dello trinomio conserverà lo stesso segno 
del coefficiente di x’, per tutti i valori di x , minori della pià piccola e maggiori 
della pili grande di dette radici; e avrà segni contrarii a quelli di detto coefficien~ 
le, per tutti i valori di x compresi tra queste radici. Ktso inoltre s’ annulla due volto 
per i valori di x, eguali alle medesime radici, e due volto muta di segno. 

Se poi le radici x', x" sono immaginarie, allora il primo membro della [2] e con 
esso II. prodotto (x — t'J (x — x") sarà cosiantcìiienie positivo (nota 71), e quindi il 
trinomio dato ox’H-ftx-^ coosetveri il segno di a per qual sicsi valore reale di x. 
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So è quìstione d'uno quantità a”, la quale ammellc già un esponente , 
s’ avrà 

(o")" = o"X«"Xo"X..- = = a"»; 

c però (i eleva a potenza una quantità che ha un esponente , moltiplicando 
quest'esponente pel grado della potenza. 

Volendosi elevare a potenza un monomio qualunque, si può riguardarlo 
come un prodotto , e per conseguenza elevare a potenza tutti i suoi fat- 
tori, il che vale lo stesso che elevare a potenza il suo coefficiente, e a mol- 
tiplicar lutti gli esponenti pel grado di questa potenza. 

Secondo la regola de' segni chiaro apparisce che una quantità positiva ha 


Qo*ito trlDoinlo andando variando con x, ai poò eareare se vi estsiano valori di x 
rhe rendano massimo o par minimo it prodotto medesimo. Or ponendo ad evidenza 
il segno di a supporremo da prima che esso sia il — , e che al abbia perciò 

— ax*+F?x-\-c = a 

ovvero, introdacendo nella pareoiest il binomio^,— il quale per esser onllo 
non apporta cangiamento veruno , aarò 

. / b h'^ h* C\ 

-a^+bxi.c = a x'+-^z -—-1.^^,+-) , 

ed osservando che 


, à 6* _ / , b b \ ( by 

te 

-ax'+bx+c=a 


avremo finalmente 


donde ai scorge che ai ha col fatto un valor massimo , quando x — — = 0, ovte* 


Se poi il coeiSciente a è positivo , usando dello stesso artifizio si avrò 

b' 

[ 5 ] 


aar-^bx-l-c = a ( (®+2-«y +7 “£) ’ 


e subito si scorge che il trinomio acquista il minimo valore, quando x-{-^=0,eloé 
h 

3o* 

Pertanto ttn trinomio del ueondo grado ammette un mtueimo . te it eoeffìeiemte 
di X* ò ntgaliuo, ed ammette un minimo net catu eppoeta. In entrambi i enai il va- 
lore di I, capace a rendere it trinomio maeeimo o minimo, è uguale al co-ff!eiento 
del seconda termine diviso pel doppio di quello del primo, preso col segno camlneuo. 
Si osservi ioolire che per essere reali le radici x',x'', oel caso del corniciente a 
6* e 

negativo dev’esser sempre onde la forinola [4] ci mostra, che, in questo 

caso il massimo è positivo. Se poi il coeneieole a è positivo , per essere reali le 
e eh"* 

radici dev’essere . — 0, cioè , — < 0, e nuiiidi In formol» f5j c’ insegna 

4a' a ^ a lo* * 
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tinte le sue potenze positive, e che una quanlilà negativa ha positive le 
potenze di grado pari e negative quelle di grado impari. Laonde in gene- 
rale , qualunque sia il segno d' una quantità , It polente di grado pari di 
questa quanlilà hanno il segno , e quelle di grado impari conservano il 
segno della quantità innalzala a potenza. 

Mercè coleste regole s' avrà 

(±2a’6’c)‘ = + 1 (± 2a’6'c)‘ = ^ 32a''6’"c’. 

202. Invertite le regole precedenti si han subito' quelle relative all’estra- 
zione di radice , espresse come segue : 

t.* Si eslrae la radice da un prodotto estraendnla da ciascun fattore. 

2. ° 5* eslrae la radice da una quanlilà che ha un' esponente, dividendo que- 
st' esponente pei grado o indice della radice. 

5." S’estrae la radice da un monomio qualunque, estraendo quella del coef- 
ficiente, e dividendo f esponente di ciascuna lettera per f indice delta radice. 

•1.* Se la radice da estrorsi è dì indice pari, avrà il doppio segno e se 
i dì indice impari , avrà lo stesso segno della potenza. 

Seguendo queste regole , si trova 

i _ n 

= :+; óa'fr’, 1/ 52a"’Ì»' = 2o'’i, 

V — óia'b‘^= — 2o6’. 

205. Dalle medesime regolò consegue che a potersi estrarre la radiei! da 
un monomio senza rimaner alcun segno radicale è necessario che il coelfi- 
cieiilc numerico sia una potenza esatta dello stesso grado che è l' indice 

che in qaesto caso , Il valor minimo è negativo. Il contrario ha Inogo so le radici 
aono immaginarie. 

Dai precedente eaposlo eonaegne che se a’ abbia I’ equazione 

y = V ax+bx-fc 

e le radici dell’ equazione 

flx’-pfti-f-c = 0 

son reali 

1. Se a<C0, y sarà reale solo per toni i valori di z compresi tra la più piccola 

e la più grande delle radici, e tra qnasti valori ve n' ha ono che rende y un massimo. 

2. Se a ^ 0, y atri reale solo per lotti i Valeri minori detta più piccola e mag- 
giori della più grande di delle radici, nè potrà giammai divenir minimo , perchè , 

come qui innanzi si è veduto, il minimo della quantità sotto il radicnle, è negativo, 

Se poi le radici z', x'' sono immaginarie 

1. Se a 0, y è sempre immeginario 

2. Se a 0, y è sempre reale ed ammette nn valor minimo. 

Si noti ancora che se si volesse soddisfare ili’ ioegoaglianza , 

flx'-f Ax-{-C >0, 

bisognerà, se a > 0, prendere per z tatti i valori minori della più piecola e mag- 
glnri della più grande delle radici dell’ eqoazione ax'-fù.r *-6 = 0, qoendo queste 
fossero reali , ed essendo immaginerie , qualunque siesi valore di x renderà verifi- 
cata l’inegnaglianza. Che se poi o<^0, converrà prendere per z toni i valori com- 
presi Ira la più picrola e la più grande di dette radici , quando aste sien reali , • 
se aono immaginarie, non risarà valore alcono reale di x che potesse verificar l'ino- 
guaglianza sopraserilta. 

Il eootrario ha preciaameale Inogo qoaodo si voglia inreee soddisfarà all* ioegoa- 
glianza 

ax-'-i-bx+c < 0. 
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(teda radice, e che ^li esponenti delle lettere sicn tutti per quest'indice di- 
visibili. Mancando' una di queste condizioni la radice verrà indicala, da prin- 
cipio, dal segno y, e quindi si renderà piò semplice come si è fatto pe' ra- 

B 

dicali quadrati. Serva d’ esempio l’ espressione 96a’6’c“ : osservando che 
96 = 2’x3, o’ = c“ = c"Xc , ràrà 

y 9tìo'6 €” = y ì'a b c“’x3a’c — 2o6c y 'òa'c. 

Vale a dire , in termini generali , che volendo lemplifieare un radicale , 
si scompone la quantità sotto il segno radicale in due fattori che son po- 
terne esatte dello stesso grado della radice da estrorsi, e l'altro contiene 
tulli i fattori restanti; indi dal jprimo prodotto si estrae la radice, e l’al- 
tro continua a rimanere sotto il segno radicale. 

20 1. Poiché non v’ha quantità, positiva o negativa che fosse, la quale 
elevata a potenza pari , desse con risultamenlo negativo , ne consegue che 
un radicale di grado pari , contenente sotto di se una quaaUità negativa , i 
un' espressione immaginaria. 

Cosi , supponendo che a e 6 sien quantità positive per se stesse , sono 
immaginarii i radicali. 

4 • _____ W 

y — a, V — o’, y — 2a‘h’, 

Tutte queste quantità per altro , al pari de’ radicali immaginari! quadra- 
ti (157) possono scomporsi in due fattori , 1' uno reale , e 1' altro che sia 
colla radice immaginaria di — 1 -, perocché è chiaro , per esempio , die 

= ih'x 1^- *• 

205. Come la divisione ha dato luogo ad esponenti negativi, così V estra- 
zione di radice dà luogo ad esponenti frazionari!. Imperocché, per la re- 
gola 2." del n.“ 202, l’ estrazione di radice dalle quantità letterali monomie 
sì fa dividendo T esponente della lettera per l’indice della radice -, or se que- 
sta divisione non è possibile , e si convenga d’ indicarla allora F esponente 
della radice della lettera sarà una frazione avente per numeratore responenle 
della lettera dalla quale si estrae la radice, e per denominatore l’ indice di 

questa radice: cosiKo’=o = o ^ , ed in generale lXo" = o*. 

Disposizioni, permutazioni e combinazioni. 

200. Nella formazione d' una qualunque potenza d’ un binomio , si pre- 
senta immediatamente una questione , che giova risolvere Dn da questo 
momento. Kssa forma parte d' una teoria utile in gran numero di ricerche, 
e nel calcolo delle probabilità precipuamente. Questa teorica , che qni ap- 
presso passiamo ad esporre , è quella delle disposizioni , permutazioni , e 
combinazioni. 

2u7. Disposizioni. Dale più lettere a, b , e , d, e , poniamo che le si 
prendano a due a due , in tutti i modi possibili , in guisa che ciascun-, 
gruppo dilTerisca dai rimanenti sia per una lettera , sia per 1' ordine col 
quale le due lettere si trovano scritte: così facendo sj hanno le dirposizfont 
a due a due delle lettere date. Ha questa definizione facilmente s' intende 
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in che consistano /e dispoiisiuni a tre a tre, a quattri! a quattro , cc -, nè 
e’ ha cosa più semplice che comporre queste varie disposizioni c determi- 
narne il numero . solo deve badarsi a seguire un ordine che le faccia tro- 
var lulle , senza ripeterne alcuna. 

E primamenic per aver le disposizioni a due a due, basta poiTC accanto 
a ciascuna lettera , alternativamente ciascuna delle lettere restanti , in co- 
tal modo ottcogonsi le disposizioni seguenti : 

aò , ac , ad , ae 
ba , òc , òd , he ^ . 
ec. -, 

sì che chiaramente si vede che dinotando con m il numero delle date let- 
tere a , 6 , c,.,.. e con D, il numero delle disposizioni a due a due si ha 

D, = m(m — 1). 

Da queste disposizioni a due a due si passa a quelle a tre a tre ponen- 
do , accanto a ciasiuna disposizione di due lettere , alternativamente cia- 
scuna delle lettere che non fan parte di quella disposizione di due: cosi si ha 

abe, abd, al>e,..>, 
acb, aed, ace,..,. 
ec.; 

e, dinotando con D, il numero di tulle queste disposizioni a tre a tre, si ha 
D, = D,(m — 2) = m(m — t) (m — 2), 

Allo stesso modo si passerà alle disposizioni a quattro a quattro, c dino- 
tandone con Di il numero s'avrà 

D* = D.(m — 5) = m(m — t) (m — 2) (m — 5). 

> È chiaro, secondo questo procedimento, che (^ni qualvolta si passa alle 
disposizioni che debbono avere una lettera di più che quelle precedenle- 
, mente ottenuto, s'introduce nella formula un altro fattore di più, il quale 
sarà p er un' unità inferiore al fattore che gli sta innanzi ; laonde si può 
con ogni certezza conchiudere che l' espressione generale del numero delle 
disposiz ioni ad n ad n dovrà racchiudere n fattori presi consecutivamente 
nella serie m, m — t, m — 2, ec., e rulliino de' quali sarà in — (n — t) 
ovvero m — n-ft. Pertanto dinotando con D. il numero delle disposizioni 
di m lettere prese ad n ad n , s’ avrà 

t [1] D, = m(m — t) (m — 2). . . . (m — n-|- 1). 

Facendo sussecutivamente n = 2, 5, 4, T ultimo fattore m — n+1 si ri- 
duce ad m — 1, m — 2, m — 5, e si ricade sulle espressioni di D„ D„ D*. 

208. Permutazioni. Poste più lettere V una accanto all'altra, e cambiando 
in tutti i modi possìbili l' ordine di queste lettere, si formeranno le permu- 
tazioni, Le permutazioni di n lettere altro, dunque, non sono che le di- 
sposizioni di n lettere ad n ad n, e per conseguente se ne avrà il numero 
se nella formola [1] si faccia m = n: così rappresentando con P, il nu- 
mero delle permutazioni di n lettere, s’avrà P, = n(t» — l)(n — 2)....1, 
oppure , rovesciando l' ordine 

[2] P.= t. 2. 3 n. 

Questa stessa formola può essere ancora altrimenti trovata come qui ap- 
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presso. Ponendo da prima che si abbiano due sole lettere a e h , queste 
non danno che le sole due permutazioni ab e ba , quindi le permutaziuni 
di due lettere sono 9. Per avere quelle di tre , basta aggiungere alterna- 
tivamente , a ciascuna lettera, le permutazioni di due lettere, e cosi quelle 
di tre lettere saranno 2. 5. E continuando allo stesso modo , si vede che 
il numero delle permutazioni di quattro lettere è 9. 5. 4 , e che , in ge- 
nerale, il numero delle permutazioni di n lettere è I. 9. 5. . . n. 

909. Combinazioni. Quando delle disposizioni di m lettere ad n ad n si 
ritengon solo quelle che difTeriscono tra loro per una o più lettere, queste 
disposizioni prendono allora il nome di combinazioni o prodotti : cosi tb: 
e bea non formano che una sola combinazione o un sol prodotto. 

Tra le disposizioni di m lettere ad n ad n , egli è chiaro che ciascuna 
combinazione di n lettere deve trovarsi ripetuta tante volte per quante 
sono le permutazioni di 'queste n lettere. Laonde, dividendo il numero to- 
tale delle disposizioni di m lettere ad n ad n per quello delle permuta- 
zioni di n lettere, s' otterrà il numero delle combinazioni di m lettere ad n 
ad n ; dinotando quindi con C, questo numero avremo. 

rxt r A. m(m— l)(m — 9)...(m — n-M). 

L3J 1.2.3 n 

Facendo in questa formola n = 2, 5, ec. s’ avranno i numeri delle com- 
binazioni di m lettere a due a due , a tre a tre , ec., cioè 

m(ffl — 1) m(m- 0(m-9) 

4,2 » 4.2.5 ’ 

L’ipotesi n=l dà C, = m, come dovevasi aspettare, perchè le combi- 
nazioni dì m lettere prese ad una ad una , non possono essere altriinetdi 
che queste stesse lettere. 

210. Il numero delle combinazioni che si può fare con qualunque numero 
di lettere essendo necessariamente intero, ne consegue che la divisione in- 
dicala nella formola [^5] deve aver luogo esattamente. Dunque un prodotto 
di n numeri interi consecutivi è sempre divisibile pel prodotto degli n pri- 
mi numeri interi. 

Binomio de Nbìttox , nei coso deW esponente intero e positivo. 

911. Qualunque binomio può essere rappresentalo da x+a e la que- 
stione che ci proponiamo è quella di trovare una formola generale, mercè 
la quale si possa ottenere immediatamente una potenza qualunque di x+a 
senza passare per le precedenti. Cotesta formola che risolve la qiiestiune è 
una delle piu importanti dell’ analisi , e porta , comunemente , il nome di 
binomio di Newton dal suo inventore. 

La prima idea che si presenta , nella ricerca di questa formola , è quella 
di formar le potenze successive di x+a con l’ ordinaria moltiplicazione , 
per quindi cercare se nella composizione di queste potenze vi regni qual- 
che legge, la quale ci offra il mezzo di formare immediatamente una qual- 
siesi potenza , senza passare per quelle di grado inferiore. Or ponendo in 
opera il calcolo della moltiplicazione si ottiene ; 

Fourcy Algebra. 21 
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a.T 

+ nx + 

(a-+a)*= x’+2ar + a'. 

x'+%ix'+ a'x i 

+ ajr’+2«*x + 0 * 

(x+o)’=x’+5ax*+5«’x + a’. 

x*+3ux’+r>tt’x''+ a'x 
+ ((x’+3a'x’+3a’x+o* 

(x+«)* = x‘+4ax’+Oa'x'+4o’x+o*. 

Queste sole <|uuUro (wlenze successive pongono già in evidenza una legge 
rispetto agli esponenti, ma non è pure cosi pe’ coefficienti. A dir vero si 
vede , e speziulinente dall' ultima potenza che , in ordine a questi , quelli 
del primo ed ultimo termine pareggiano l'unità, quelli del secondo e del- 
r antipoiiultimo sono eguali al grado della potenza ; e per i termini ìnter- 
medii si vede pure che i coefficienti di quelli egualmente lontani dagli e- 
stremi sono tra loro eguali *, ma quale ne sia la loro composizione non si 
scorge alTatto. Questi coefficienti nascono dalla riduzione de' termini simili 
ai quali dà lungo la moltiplicazione successiva dello stesso binomio x+a ; 
ma ponendo invece che i fattori della moltiplicazione, senza cessare di es- 
sere binomii , sieno delia forma x+a, x+i, x+c, ec. allora la moliipli- 
cazione , per la disuguaglianza dei secondi termini di questi bìnomit non 
apporterà piu riduzioni a farsi su tcrmiai simili e potrà manifestare la 
legge della composizione de’ coefficienti. 

212. Formando pertanto i successivi prodotti dell' indicali bioomiì avremo 


(x+a) (x+6) = x’+alx+oà , 

+l>\ 

(i+o) (x+6) (x+c) = x'+a'x»+a6]x+o6c , 


+* 

+c 


■ «A 

'» +ae 
e +6c 


(x+o) (x+6)(x+c) (x+d) = x*+a x’+ah x*+abe x+abed. 

+6 +0C +o6d 

, +c +ad +aed 
+d +6c +6cd 
+6d 
+cd 


Considerando come un termine solo tulli quei che moltiplicano una me- 
desima potenza della x si scorge , per gli esponenti di x la stessa legge 
che [HT quelli delle potenze del binomio di x+a; cioè che nel primo ler- 
mine F esponente di \ è ugtutle ai numero de’ fattori binomii , e diminuisce 
(T un unità in ciascun termine , a misura che si avansa a sinistra , sino 
all’ ultimo termine , che può considerarsi come moltiplicato per x*. 

Anche lìoulmenle si scorge la leggi* secondo la quale si compongono i 
coefficienti delle potenze successive ed è la seguente : il coefficiente della 
più ulta potenza di x (primo termine) è Funitài quello della potenza di x. 
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il cui esponente è <T un’ unità più piccolo , é uguale alla somma de' seconiK 
termini dd ftinomi» ; quello del terso termine è la somma de' prodotti de’ se- 
condi termini de' binomii presi a due a due ; quello del quarto termine è la 
somma di questi stessi secondi termini , presi a tre a tre ; e cosi appresso , 
sino aie ultimo termine ove T esponente di \ è zero , ed il coefficiente è u- 
guale al prodotto di tutti i secondi termini de' fattori binomii. 

Il solo amlampnio die si tiiMic nelle moltiplicazioni sucwssivc , sarchile 
valevole a conchiudere per induzione la generalità delle leggi precedenti -, 
ina a dissipar qualunque dubbio varrò la dimostrazione qui appresso. 

S' ammetta , per un istante , che le indicate leggi sieu vere per un nu- 
mero m di binomii , [e dimostreremo che esse avran luogo ancora pren- 
doodo un binomio di più. Sia in cfTetti. 

’-j-. . .+Y, 

il prodotto di m binomi! x+a, x+e. . . Moltiplicando per un no- 

vello binomio x+/ , s* avrò 

a:-+'-|-A|x--f B'x"-"'-f ClX^ 

+l\ +/a| +m\ 

Da questo risultamento si vede che ItAgge degli cs|)onenti di x è la 
stessa , come pel caso di m binomii -, im^rciucdiè l' esponente di x nel 
primo termine ò appunto eguale al numero de’ fattori binomii, e quindi va 
decrescendo d' un’ unità sino all' ultimo termine, ove x trovasi elevato al- 
l’esponente zero. 

E parimente la legge dei coefficienti continua a sussistere^ perocché quel- 
lo del primo termine è l’ unità \ quello del secondo termine , ove 1’ esjxi- 
iiente di x ha un' unità di meno , è uguale ad cioè alla summ:i dc'sc- 
i-ondi termini de’ binomii x-|-a , x-|-fr . ..., più l eh’ è il seiaindu tiTininu 
del nuovo fattore binomio x-f/. Parimente nel terzo termine, ove Tesp»- 
nente di x ha due unità di meno , il coelliciente è B-f- -, ma , da una 
iurte , B rappresenta la somiiu de’ prodotti a due a due degli m secondi 

termini a, b, e da un’altra il termine IX è la somma de’ prodotti 

di questi m termini per l ; laonde B-f-l.V è la somma di tutti i prodotti a 
due a due che si posson formare con gli m-f-t secondi termini a, ft, c...t. 
Nel quarto termine, in cui l’esponente di x ha tre unità di meno, il 
(xx^lTiciente è C-|-fB; ma C è la somma de’ prodotti a tre a tre che si for- 
mano con le m quantitò a, ù , e.. , e rappresenta la somara de’ prodotti 

a tre a tre deUe m-|-t quantità a , k , e... /. 

Questo medesimo ragionamento si continua sino ali’ ultimo termine /Y , il 
quale è, ad evidenza il prodotto degli m-|-l secondi termini a, b, «... t, 
essendo che Y è quello degli m secondi termini a , 6 , c. 

Pertanto la legge di composizione , supposta vera per m binomii , V> è 
parimente per un binomio di più. Or con la moltiplicazione diretU) è stata 
cutesta legge riconosciuta vera per due fattori binomi!, dunque cssiicvera 
ancora per tre fattori , c, per lo slesso principio , è vera pure p<;r quat- 
tro , per cinque , ed in generale per un qualunque numero di fattori. 

215. Dopo tutto ciò , per ritornare alla potenza di (x-j-o)", s:iià tcMe- 
vole supporre lutto eguali ad a i secondi termini dei fatturi binomi» x-|-n, 
x-1-6 , ... Allora nel prodotto , che sarà appunto lo svilupiH» della |xiteiiza 
di x-pa , le potenze di x contenute ne' temoni successivi s;iraii lullavia 

X", X"-', x^-*, x*“, 
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e il primo Icrinine sarà x'. 

In ordine ai cocRìoieiiU degli altri termini poi è da osservarsi che quello 
di X*- , nel prodotto degli m biiiomii . è la somma de' secondi termini 
di (piesti , e però nello sviluppo dì (x-pa)"* quel coeflìcieote diviene ma; 
si che il secondo termine del detto sviluppo sarà max*-' 

Nel terzo termine del prodotto degli m fattori binomiì, il coefficiente di 
x*^’ è la somma de' prodotti a due a due de' secondi termini di questi bi- 
nomi!, quindi nello sviluppo di (x-f a)*' esso diviene a' ripetuto tante volte 
volte per quanto è il numero de’ prodotti a due a due di m lettere*, laon- 
de , dinotando con p il numero di questi prodotti , il terzo termine dello 
sviluppo dì (x-pa)" sarà pa’x*~’. 

In generale, la somma de' prodotti che fa da coefficiente ad una potenza 
di X nel prodotto de' binomii, si cangia in una potenza di a ripetuta tante 
volte per quanto è il numero di quei prodotti. Laonde dinotando con p, q, r,... 
i numeri de' prodotti a due a due, a Ire a tre, a quattro a quattro,. . . . 
di m lettere , lo sviliip|xj di (x+a)" potrà scriversi cosi 

(x-po)" = x"-pmax'^~'-ppo’X^’-Pgo’x”-’-pro*x;^‘-p....-Po", 

Si è scritto a" per ultimo termine di questa formola, perchè col fatto esso 
è il prodotto di m fattori eguah^d a. 

Tutta la questione è dunque OTotta a cerrare i coefficienti p, 7, r,....*, 
ma essi sono stati già determinati nel n'.° 209, quindi sostituendoli nella for- 
inola precedente si avrà finalmente quella che si cercava , cioè ; 


[4] (ar-Pa)« = 

x*-pwax*-*-p ^^”* ~~ *) a«x— **-p 

1.2 1 . 2.0 

m(m-l)(m-2)( m-5) 

^ 1.2. 3. 4 ^ 


2U. La legge dei termini di questa formola è ora cosi evidente, che si 
può scrivere immediatamente un termine di qualunque siasi ordine o posto. 
E |tcr fermo è cliiam primamente che ciascun coettìcicnte ha per denomina- 
tore la serie 1. 2. 3. .. sino al numero che indica quanti sono i termini 
precedenti, e per numeratore il prodotto de'fattori decrescenti m, m — 1, 
m — 2 . . . sino a quello in cui m è diminuito di tante unità , per quante 
ve II' ha nell' ultimo fattore del denominatore, meno una. Secondamente l’ c- 
sponente di a è sempre uguale al numero de’ termini che precedono, e quello 
di X è uguale ad n diminuito del detto numero , in guisa che la somma 
degli esponenti di a c di x , in ciascun termine , è sempre uguale ad tn. 

Dinotando , adunque con T, il termine di posto n , si avrà , per valore 
del termine T,p, di posto n-pl 


- 1 . 2. 3 


Ouest’espressione vien detta il fermine generale della formola [1 ] perchè 
ponendo in essa successivamente n = 1 , 2 , 3 . . . se ne traggono tutti i 
termini di questa formola , a partire dal secondo. Così , faceudo n = 6 , 
s’ avrà pel terzo termine 

T 2) (*n - ó) (m - 4) (m — 

’ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 0 * 
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Volendo avere l' ultimo termine si osserverà chela furmola nella in tulio 
m+1 , c quindi per avere il detto termine convien fare n = m, con che 
si ha 


m(m — t) (m — 2)... 

~ ~i~T ~ 2 ~3 


o"*’, 


Or il numeratore contiene gli stessi rallori del denominatore, ma scritti in 
ordine inverso , ed a;° = t , dunque I’ ultimo teimine è a”, come doveva 
essere. 

Se per n si prendesse un numero intero maggiore di m, tra i fattori del 
termine generale ne verrebbe uno eguale ad m — m ossia zero, il che in- 
dicherebbe che, al di là dell’ordine o posto m-f-1, i termini son tulli nulli, 
cioè che la furmola del binomio non ha più di m-|-l termini. 


0»erra3ioni su la fortnola del binomio. — Modo <f applicarla. 

315. Nel fare una parlicolar potenza di x-|-a, egli è vantaggioso di far 
servire ciascun termine alla formazione del seguente*, perocché se attenta- 
mente si esamina lo sviluppo di (T-f-a)** si scovre la regola seguente; per 
passare da un termine al seguente, si mtdliplichi il suo coefficienle per l'e- 
sponente di n e ti divida pel numero che dinota il posto di quel termine ; 
indi ti aggiunga un’ unt'td alt esponente di a e ti tolga un unità da quello 
di X, il rieuitamento sarà il termine sedute. 

Se per caso cotesta regola non risultasse <»si manifesta dalla formola [1], 
si può osservarla nella formola del termine generale, quando da un termi- 
ne qualunque si passa al seguente. Per questo sì cangi n in n-t-1 nell' e- 
spressionc del termine generale , e si avrà per quella del termine di pu- 
nto n-f-2 

T . _ *»»(”»-<) (»»- 2)...(m — n-M) (m- n) 

**■*■•- 1.2. 5 n . (n-l-1) 

e paragonando quest' espressione con quella di si trova quanto nella 
regula è prescritto. 

Siccome in ciascuna potenza di x+a si conos(;e sempre immediatamente 
il primo termine, cosi seguendo la regola precedente se. ne potranno facil- 
mente dedurre tutti gli altri termini seguenti. Cosi , per esempio , siippu- 
stu che s'avesse a sviluppare (x-(-a)% il primo termine dello sviluppo sa- 

ra X*, ovvero a’x’, e però, seguendo la regola, il secondo sarà l«'x*=5aj**, 

il terzo sarà-^-^ a*x’ = lOo'x’*, il quarto sarà ^^o’x*=10o’x**, il quinto 
S 3 

10 2 Si 

sarà — 2 ^ a*x= 5a*x, e finalmente il sesto sarà.— a‘x‘ = a’. Pertanto 
4 3 

(x-f o)’ = x’-f5«x‘-f- 10o*x'-f- 1 0a’x*-f5a*x-1-a'. 

216. Da quest'esempio si vede che i termini ad egual distanza dagli estre- 
mi hanno uno stesso coefficiente: questa proprietà è generale, e facilmente 
la si dimostra , pcroccliè dinotando con T.-i-, il termiue che ne ha altri n 
avanti di se nello sviluppo di (x-f a)**, sì ha : 

m(m — l)(m-2)...(m-n-|-l) 

*»> ■ — n — ^ '-arx’^. 

1 . 2 . a n 

Or molliplitundu c dividendo il coeiiicicnle di per b serie 
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(m — n')(m — M— <) 4. 1, il numeratore di questo cmìlTicicnle con- 

terrà allora, come ràttori , la serie ordinaria de' numeri da 1 sino ad m, 
c s'avrà 


T.+.= 


4. 2. 3. 4, 


, . . (m — 4')m 

— i 


4. 2. 3. . .«Xl- 2. — n) 

Considerando invece il termine che ne ha n dopo dì se, racìlmcnle sì scor- 
Rp, che essendo m-4-4 il numero totale de’termini dello sviluppo di (x-{-a)'*, 
il dello termine deve averne altri m — n innanzi di se, e, |»cr conseguen- 
te , si troverà questo termine ponendo m — n in luogo di n nella prece- 
dente espressione; generale di Cosi facendo il coetlicicntc non cangerà 
di vulon;, ma solo si muterà l'ordine con che sono scritti ì fattori ^ laon- 
di; , nello sviluppo di (x-l-a)", t termini egualmente lontani dagli estremi, 
hanno coefficienti eguali. 

Questa dimostrazione vale in sostanza a provare che il numero de' pro- 
dotti che si posson formare con m lettere, prendendole ad m — nam— n 
sìa lo stesso di quello die ottiensi prendendole ad n ad n , il che è facile 
riconoscere a priori. Imperciocché , se si divìda il prodotto di tutte le m 
lettere successivamente per ciascuno de' prodotti ad n ad n, s' avranno tutti 
quelli ad.m — nam^n; laonde essi sono eguali nel numero. 

La stessa proprietà può dimostrarsi ancora in altro modo più semplice, 
come qui appresso. Sup|)Oniamo che siesi formata la potenza di {x+a)" con 
la moltiplicazione successiva , e che in seguito siesi fatto lo stesso calcolo 
scrivendo a+x in luogo di x-{-a *, fatto ciò, è chiaro che l’un risulla- 
incndo deve cangiarsi nell' altro sol che si muti a; in a ed a in x -, e d'al- 
tronde egli è palese, in virtù delle stesse regole della moltiplicazione, che 
iwt(»ti risultamentì debbono esser composti degli stessi termini-, laonde col 
<-ambiàmento di x in a e di a in x , ciascun termine dello sviluppo di 
fx+a)” deve riprodurre un secondo, termine di (iu;sto stesso sviluppo. 
1‘osto ciò, il termine che ne ha n innanzi di se, può essere rappresentato 
da kn'x '"-' , essendo k un colTicìentc indipendente da a c da x -, ma, cam- 
biando a in X e reciprocamente , questo termine diviene kar—'X ' , laonde 
ia^-’x' è un altro termine dello stesso sviluppo di (^x-f-o^"*. Or 1' esponente 
di X mostra che quest' ultimo termine ne ha altri n dopo di se , rioian 
dunque provato che i termini ad cgual distanza dagli cstt-emi hanno eguali 
cocITìi'ienlì. 

217. Se, invece di (r-J-a) s'avesse (x — o)", si rimpiazzerebbe a con — a 
in tutti i termini dello sviluppo di (x-|-a)'" : or ciò vale evidentemente lo 
stesso che opporre il segno — innanzi ai termini contenenti le potenze 
impari di a , e questi sono quei di posto pari , dunque sarà 


m 


(x — a)" = X" 


m(m — 4) 


o’x" 


■etc. 


218. Ponendo, negli sviluppi dì (x+o)" e di (x — o)", x =o= 4, s’ ot- 
tiene ' 

2- - i +- m(m-4) m(m-4)(m-2) 

. m ,m(m — 1) m(m— 1) (m — 2) , _ 

0 _t— TT2T5 — + ' 

Laonde , ùi ogni potenza di x-|-u , la somma de' coefficienti , compresovi 


P 
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.qutìlo del mimo termine , é uguale a 2 elevato aUa iletea potenza del bi- 
tumio ; e la lomma de' coefficienti de’ termini di posto]pari i uguale a quella 
de' coefficienli de’ termini di patto impari 

319. Per mostrare il modo come condurre il calcolo nella formazione d'u- 
na potenza d'un binomio qualunque, prenderemo ad esempio (Su’ — 3b.r*)*. 

Si comincia dallo svilnpitare (x — a)*, secondo- il detto nel n." 315, aven- 
do cura di porre i termini l'uno appresso all’altro, a misura che si for- 
mano , e dando loro alternativamente i segni -f- e — • . Si terrà pure pre- 
sente che pervenuti al quarto termine , i coellìcienti di tre termini rìtpa- 
nenti sono gli stessi , ma in ordine inverso , che quelli de-’ tre primi: cosi 
s’ avrà 

(x — o)" = X* — 6ox’+ 1 5a*x‘ — 30o’x’-|- 1 oo‘x’— So’x+o*. 

Indi per avere lo sviluppo di (So’ — 56x’)“ si rimpiazzerà '.in questa ’for-^ 
mola X con So’ e o con 56x', e verrà da prima ' 

(Su’— Zbx'y = (3a’)«— ©(Sba-) (3a’)’+i5(36a;*)*(3o*)* 

— 30(5bx’)fìo’)’+15(5bx’y(3o')'— 6(3bx*)’(3o’)+(5bx«)*, 
ed effettuando i calcoli accennati , ne risulterà 


(3o’— 5bx’)‘ — 64o" — 576fl"òx’-f-21C0o”b«** 

— 4330o''b’x'-l.4860a"6'x'— 391Co’b’*'»-|-729b"x'*. 

330. Ordinariamente riesce più commodo di trasformare il binomio dato 
in guisa che il primo termine sia l’unità: a ciò facilmente si perviene, os- 
servando che x-(-o = * I I+ — 1, c però, facendo— =z, s'avrà ' 

\ X t X 

(x+o)* = x'"(t +z)“. 

La quistionc è per tal modo ridotta a dovere sviluppare (1+z)", il che \ 
ottiensi sostituendo , nella formola [1} ad a; 1 , e ad a z ■' cosi si ha 

(i+.).=i+ = , + 


Questa formola può essere tradotta nella regola sdente: /‘ormate le fra- 

zumi — , — 5 — , — = — , — j — , ec. , n prenda V unità per primo ter- 

mine dello tviluppo;ti moltiplichi quetC unxtà per la prima frazione e peri-, 
«t moltiplichi il rituUamento per la teconda frazione e per z -, il risultamento 
che omenti ti torni a moltiplicare per la terza frazione e per z, e cosi ap- 
presto ; infine t' addizionino tutti questi ritultamenti insieme ai primo ter- 
mine e t’ avrà lo sviluppo di (t-f-z)". 

Sarà più oltre dimostrato che la formola [i] continua a sussistere ancora 
nel caso che l’ esponente m fosse negativo o frazionario ; ed in questi casi 
precipuamente riesce utile profittare della regola precedente, perché ha essa 
il vantaggio di mettere in evidenza la legge de’ coeflicienti numerici proprii 
in ciascuno sviluppo particolare. 


Potenze de’ polinomii. 


331. Un trinomio può considerarsi sotto l’aspetto d’un binomio, quando 
due termini di quello si suppongono formarne un solo*, e più {generalmente 
considerando co’ diversi termini d’un polinomio, ad eccezione dun solo, co- 


Digitized by Coogle 



4t'8 LEZIONI o'aloebba. 

me Cormanli tui termine unico, si |>uò il dello polinomio riguardarlo soUo 
la Torma d’ un binomio. Messo ciò , passiamo a mostrare come , seguendo 
questa trasformazione si giunga a trovare l’espressione del termine gene- 
rale della potenza 

(a-f-6-|-c-f-<T-l- • • O"» 

rioè il termine che racchiude le lettere a, 6 , c . . . innalzata ad esponenti 
qualunque n , n', n", .... 

Ponendo b+c+d . . . = x, la precedente potenza si cangia in (a-|-x)"'i e, 
secondo il detto nel n.” 2ttì , la parte che nello sviluppo di (a+ar)" con- 
tiene o" può essere scritta cosi 

[a] t.8.5. A mXffl'ae*'"* 

4. 2. 3...n X 2. 5. ..(m — n)‘ 

Posto di nuovo c+d... = y. sarà = e per conseguenza, 

se si sviluppa quest' ultima potenza, la parte contenente ò*' sarà 

t . 2. 3. 4 (m — nyr'y'^-^' 

1. 2. 3....n'X 1. 2. — n — n') 

e ponendo questa quantità in luogo di nell’espressione [a], il risulta- 
mento rappresenterà il complesso de’ termini contenenti o*6"' nella potenza 
del polinomio dato. Questo risultamento, soppressi i fattori comuni sarà : 

j.. , 4. 2. 3. 4...mXo"6-'»"~*^' 

*■ l72.3T7mXl*2. 3...n'xl- 2. 3...(m — n — n') 

Tornando a mettere d-|-... = *, s’avrà (c-J-z)"*-*-»', e la parte 

di nella quale si trova e“‘ sarà 

f 4. 2. 5. 4....(m — w — nO xc"g*'~'~*^~ *"_ 

1. 2. 3...n"xf* 2. 3...(m — n— n' — n")’ 

aonde , ponendo quest’ espressione il luogo di in [6] e facendo le 

riduzioni s’ avrà 

4. 2 3. 4.... mXa’à'''c""s’"“'’^'“*" 

4. 2. 3..,nxf. 2. 3...n'xf* 2. 3...n"x(m — n — n' — n")‘ 

Senza menare più innanzi il calcolo , è palese , che se si denomina V il 
termine generale dello sviluppo di 

(o+à+c+d....)-, 

r espressione di questo termine sarà 

Y_ 4.2. 3 . 4... mxa^'c’*'. . . 

~ 4. 2. 3...nxl. 2. 3...n'xl. 2. 3. n"x-’ 

essendo n, n', n",... de’ numeri interi positivi assoggettali alia sola condi- 
zione che la loro somma sia eguale ad m‘,iu guisa che si otterranno tutti i 
termini dello sviluppo in discorso, dando, in questa forinola, ad n, 
tutti i valori interi e positivi che soddisfanno alla condizione 

n+n' = m. 

Osservazione. Facendo eguale a zero uno di questi numeri , vi prende 
una l'orma illusoria: così se ponesi n = 0, la serie 4. 2. 3.,..ti, posta al 
denominatore, non è capace d’ alcun significato ^ imperciocché , prendendo 
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^'fattori crescenti a partire da 1 , non si può, certamente, incontrar inai 
il fattore zero* A togliere questa diflicoltò 4 ritorniamo al termine genera- 
le [àj dello sviluppo dì (a-|-*)", e osserviamo che Tipolesi n = 0 , ridiicè 

* 

quel termine ad ^ ^ ■ q ì Da un’ altra parte l’ ipotesi n = 0 dovrebbe 

dare , in questo sviluppo , il termine che non contiene a , e questo è x* 
laonde , perchè questo termine possa ricavarsi dalla furmola [a] , è baste- 
vole considerare la serie 1. 2. 3..;n come equivalente ad t j nel casb par- 
ticolare di N = 0. Questa stéssa osservazione vdle ancora per le altre serie 
di fattori, contenute nel denominatore di V, e cosi V darò, den^a eccezio- 
ne alcuna, tutti i termini della potenza (a-j-6-f-c+d+..j)'"; 



Formcla di T/tlokì 

222. Consideriamo un' espressione composta comdi)t|oé d’ tuia qiiantltò é 
la quale può ricevere quel valore che si Voglia: lina tale espressione, chia- 
tnasi^come si disse (15) funzione della quantitò tariabile x, e secondo l’uso 
la rapprescnterètno simbolicamente coti F(±); 

Dando ad x un aumento h, il che equivale a cambiare x ìii , la 
funzione F(x) si muta ln<F(x 4 .ò), è lo svilijppo di i|uést' ultimò funzione, 
secondo le potenze ascendenti di h è appunto hi torniola che porta il nome 
del suo inventore Tatlob , e che è una delle più Importanti nèll’ analisi 
Qui ci limiteremo a dimostrar Cotésta forniola pel caso ih particolare in 
cui F(x) rappresenti Una futiziotié algebrica , radidnaie ed In^a di x , Id 
quale perciò , eseguendo delle oTCrazìoUl che possono trovarsi in essa In- 
dicate j e ordinandola rispetto ad x j è della torma 


F(i) = Ax^-jiBar"“*-FCx«^-l-../+Tx-|-V j 


ove A, B, C.. 4 V rappresentano delle quantitò iodipendenti da ed 1 punti 
son messi in luogo de'terniini che vi si sottintendono. 

Or cambiambo x in x-f-A, si ha 


F(x-t-A) = A(x-|-A)->-l-B(x+A)— ‘-|-C(i:+A)"-*+...+T(x+A)-f-V, 

e sviluppando ciascuna potenza, merCè la formala del binomio (2t3) e Ordi- 
nando rispetto alle potenze di h , cioè riUnéndo in nò solo tatti I termini 
contenenti una stessa potenza di h , avremo : 

F(x+A) = Ax--t-Bx*-'+Ctf'"-»-t-. i . . -f- Tx-I-V 

+ [mAx--^+(m — f)Bx«-»-|-....-f-T] 

l,d 

+ [in(m — 1 )Ax"^-|-(ot — t) (m — 2)Bx'"~’-t- ] 

+ [•»(«» — 1) (m — 2)Ax— + ] 


+ Ah”, 

Da cotmto sviluppo si vede prim.amente che la priina linea Ax*-f-Rx"~'...- 
è lo stesso polinomio dato ovvero F(x), e in secondo luogo i moltiplicatori 
delle varie potenze di h deduconsi ì' ano dall’ altro con una legge sempli- 
Fourey Algebra. 22 
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rissima. Dinotando , per brevità , con F'(r), ¥‘‘{x)j ec.. questi moltiplica* 
tori , cioè ponendo 

F(a.) = A*"+Ba:"-'+Cx"-*+....+Tx+V 
l’'(r) = mAx’'-'+(m — 1)Bx"“*+ec., 

F"(x)=m(m — l)A*"-»+(m — t) (m — 2)Bx»-'+ec. 
ec. 

s’ avrà 


F(x+A) = F(x)+ 


hV'jx) A’F"(x) h’¥>"{ai) 


4.2 


1.2.5 


+ ...+AA-. 


Egli è chiaro che, in questo sviluppo, l’ ultimo termine, che contiene la 
più alta potenza di A, deve provenire da A(x+A^*', e che esso è uguale ad 
AA**. Se si omnicttesse di scriverlo, Io si trovereboe formando tutte le parti 
' della formola secondo la legge indicata ne' primi termini. 

. 225, Abbiam detto che i polinomii F'(x), F"(x), eie. deduconsi da F(x) con 
legge semplicissima , ed è per questo che loro si dà il nome di poììnami 
derivali. Questa legge è evidente e può essere formolata nel modo qui ap- 
presso. 

n primo polinomio derivalo F'(x) si deduce dai polinomio F‘(s), mollipli- 
eando ciascun termine di questo polinomio per t esponente di x, e diminuen- 
do d unilà quest' esponente. 

il secondo polinomio derivato F"(\) si deduce da F'(\), come questo da F\\). 

Il terzo polinomio derivato F"’(\) si deduce da F"(x ) , come questo dal 
primo F\\). 

E così per gli altri. 

Secondo questa regola , quando un termine non contiene x sparisce del 
tutto m-l polimonio derivalo. Per esempio , poniamo che questo termine 
sia V , ovvero Vx" •, nel formare il polinomio derivato, si deve, come pre- 
scrive la regola, moltiplicare per l’ esponente zero il termino Vx”, 11 che dà 
un prodotto nullo. 

221. Ritorniamo alio sviluppo [1] , e poniamo che A sia una quantità 
piccolissima , e vicina , per quanto si voglia, a zero ', allora è chiaro che 
ciascun termine , a partire dal secondo , sarà esso pure una quantità pic- 
cola quanto si voglia , e c4e per conseguenza altrettanto ne sarà di tutta 
la quantità formata dall’ insieme de' termini contenenti A. Da ciò si con- 
chiiule che , in un polinomio F[x] *• può dare ctd x tale aumento picco- 
lissimo , da ricevere il polinomio esso pure un aumento piccolo quanto si 
toglili. In altri termini suolesi dire che se si faccia variare x d un modo 
continuo , il polimonio F{\) varierà esso pure d un modo continuo. 

Questa proposizione è evidente per se stessa, ma acquista un nuovo gra- 
do d’ evidenza , mercè le spiegazioni precedenti. 

22.’j. La parte che nello sviluppo [1] va aggiunta a F(x), potendo essere 
scritta anixira cosi ; 


[ 2 ] 


A 



AF"(x) 

1 . 2 



Or polendosi prendere A talmente piccolo da far si che i termini moltipli- 
cati rispettivamente per A, A*, ec. divenissero essi stessi per quanto si vo- 
glia piccoli j ne segue che , se F'(x) non è nullo , la parte. 

AK"fx) AF"Yr'l 

ir'r+TTTT + 
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che segue F'(js) può supporsi < F'(*). L:ionde, quando h è positivo e pic- 
colissimo, r espressione [2] avrà Io stosso si>gno di F'(x). In altri teniiini, 
K si faccia variare \ in un modo conlinuo^ la funzione f(\), a partire da 
un vvdore qualunque di \ è crescente o decrescente, secondo che la funzione 
derivata F'(x), per questo valore di x, sarà positiva o negativa. 

Radici di qualunque grado , si de' numeri che dei polinomii. 

326. Poniamo che abbiasi ad estrarre la radice quinta d* un numero. 

Formandosi anticipatamente una tavola delle potenze quinte de’ primi nove 
numeri , questa servir! a trovare , immediatamente c con un errore mino- 
re d’ unità , la radice quinta dei numeri minori di 10' , cioè di quei nu- 
meri che non han più di cinque cifre. Ma essa servirà pure nel calcolo 
della radice quinta d' un numero , che ammetta j>iù di cinque cifro , come 
si vedrà da ciò che segue. 

Un numero di questa specie , avrà necessariamente la sua radice quinta 
composta da più d’ una cifra, e si può sempre intenderla scomposta in due 
parti a + b, essendo a le decine e b le unità. Allora componendo la quinta 
potenza di a+6 si verrò pure a conoscere il modo onde le parti della ra- 
dice entrano nella composizione della potenza, e quindi a dodurne il mezzo 
come determinar queste parti. E poiché non si fa uso cte de’ soli |vrimi 
termini contenenti le più alte potenze di ascosi basterà scrivere solamente 

(a-t-6y= a*-f-So‘b-Fec. 

Ora il ragionamento precedente e quei che seguono , essendo del tutto 
analoghi a quelli che si fanno in aritmetica per l'estrazione della radice 
terza , crediamo inutile il discorrerne più esteso. 

237. Quando il grado della radice è un numero composto di più fattori, 
essa può estrorsi per mezzo delle radici successive , che hanno per indici 
questi fattori. E per fermo, in virtù della seconda regola del u. 202, si ha 

V/a~r = a"e, y'v=iar, ^of=a. 

Or se da o*’»’ si volesse estrarre la radice dell’ ordine mnp, questa s-irebbe 
evidentemente uguale ad a, e però la stesa di 'quella che uttìeiisi estraendo 
prima la radice m. ma , indi la n ma e in fine la p. ma dalla stessa quan- 
tità (79). 

Secondo questo principio la radice quarta può ottenersi mercè la succes- 
siva estrazione di due radici quadrate v la ottava (mt mezzo di tre radici 
quadrate*, I^l sedicesima per mezzo di quattro, e casi apitresso. Vale a dire 
che ogni radice il cui grada è una potenza di 3 può esirarsi per mezzo di 
successive radici quadrate. Del rimanente quando s'abbiano ad estrarre ra- 
dici d' un grado mollo elevato, è qssai più cotnmodo protUtare dell' uso dei 
logaritmi. 

228. Passando ai polinomii, la questione da risolvere è qnesla; Supposto 
che un polinomio dato P sia la potenza ni.ma <T un altro polinomio ineogni- 
' to p, trovar quest' ultimo. 

Consideriamo i due polinomii come se fossero ordinali secondo le potenze 
decrescenli d’ una medesima lellera x , c dinotiamo con a , b , c , . . . i 

(79) Per brevilb ibbiimo scritto tu. aia , n. ms , p. n» , in luogo di scrivere sue 
uiuima , eniMMma, psssima , e coti fareino •y}>rc(s« 
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fprmini inrognili dfllu radice p: questi termini esser debbono tali che ele^ 
Bando p+64-r4- . . • alla potensa m. ma si deve trovare P. Or se s'imma- 
gina fatta qliesb potenza c»n la moltiplicazione successiva, egli è chiaro che 
nel pisiillamenlo, il termine in c|ii x avrà il più alto esponente sarà la pOr 
fenza tn. ma di a } laonde ti avrà il primo termim ^la radice cercata p, 
fstraqtda la radice m. rpa del primo lermifu del polinomio dato P. 

Trovato il primo termine della radice, sarà facile trovare il serondo •, ma 
preferiamo mostrare sin da principio in che modo, conoscendo più termini 
surcessivi della radice, a partire dal pr>mO| *' P®ssa determinare il termi- 
ne che immediatamente segue. 

Sia t» la somma de’ terpiini già ottenuti , e v quella del termim da trOr 
Yarsj , c sarà P = («-!-«)“, py vero , svilpppando 

p = ec. 

Non abbiamo trascritta la vera comppsizione di ciascun coefliciente k, i',,., 
perché irebbe inutile , come qui appresso si vedrà. Pali' eguaglianza prfr« 
pcdppte si Ipap 

P — tt’v =r ec, 

per pna parte il primo membro è una quantità che si può calcolare Ibr- 
numdo ia polena m.ma di (» e togliendola da P ; dall' altra il secondo mem- 
pro c una somma di prodotti , mercè I quali può facilmente assegnarsi la 
fomppsi? ippn del primo termine del resto P m u*, e, per conseguente, sco» 
yrirp il primo termine della parte incognita U. 

E primamente, sviluppando u*~‘ è palese, dietro lo sole regole della molr 
tinlicazipne, che il primo teemine dello sviluppo, quello cioè che contiene a> 
eieyafo al piji allo esponente, sarà o"^'; e però se sì chiami f il primo ter? 
mine d' "v d primo di mifR-'o sarà Con un simile ragionamento si 

scorge ci)c i primi termini , negli sviluppi degli altri prodotti , saranno ri- 
spettivamente ào"-*/'', ; e questi , astraeuclo dai ooelBcienli , 

che npn influiscono a nulla sul grado di g;, possono venir dedotti dal ter- 
mine ma*~'ft sopprimendovi uno o più fattori eguali ad a, e rimpiazzatt: 
dqli con altri e tanti fattori eguali ad Ora essendo rispetto ad jr, d' un 
grado inleriiire ad a, toli cangiamenti debbono necessariamente dare de'terv 
mini di grado inferiore ad ma"~' fi laonde, dopo d' aver sottratto dal pob^ 
ponilo P la potenza m. pia deila parte di n , trovata nella radice, il primo 
termine flH resto è uguale ad m volle la potenza (m — l). ma del prinro 
termine a della radice poi primo termine di quelli ohe rimangono a trovar- 
si fcrlanlo , dividendo il primo termine del resto per tn volte ia poienea 
(m — 1). ina del primo termine della radice, s'avrà un secondo teimine di 
questa radice. 

Questa conclusione porge il mezzo di scovrire tutti gli altri successivi , 
una volta che sia determinato il primo. Cosi, per acert il secondo termine b 
dtU<^. radice , *• (ogHerà dal polinomio dato P la potenza m.ma del primo 
terinipe a delia radice ,• indi si dividerà il primo termine del resto j>er ina*~'. 
Ftr prrre il terzo termine c della radice., si toglierà da l’ h potenza m. ma 
fli a-i-t, e si dividerà il primo termine del resto per- ma"-'-, e cosi appresso^ 

ÌV-i. Questo procedimento farà sempre conoscere se il polinomio dato sia, 
p Pur pò, una potenza esatta dol grado tn. E per vero, ponendo mente allo 
riduzioni chp hannosi a fare nella formazione de' resti sussecutivi, si scorge 
vhe il primo termine di ciascun resto contiene la lettera x , rispetta allo 
quale SI ordina , elevala ad un esponente infcrioie per un' unità a quello. 
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de! primo termioe del resto precedenle^ si ohe si dovrà finirò col trovare 
nn resto nullo, ed allora il polinomio è una potenza esatta , oppure un re- 
sto, il cui primo termine non sla divisibile per m volte In potenza (m — 1) ma 
del primo termine della radice , ed allora si è sicuri che il polinomio non 
è più una potenza esatta del grado m. 

Si può ancora ossèrvare ohe se il polinomio dato è una potenza del gra- 
do m, la radice m. ma dei sno ultimo termine dev'essere 1’ ultimo termine 
della radice^ e però, se il calcolo introduca nella radice un termine di gra- 
do inferiore, si sarà pur certi che il polinomio dato non è più una poten- 
za del grado m. ! 

3ó0. Invece d'ordinare il polinomio dato secondo le potenze discendenti 
di una lettera x, si può ordinarlo ancora in senso ‘contrario , e, ciò non 
ostante, è chiaro che i ragionamenti fatti (238) per trovare la radice con- 
tinueranno a sussistere. In questo secondo caso l'esponente di xnel primo 
termine di ciascun resto va crescendo, e ciò non sarà un ostacolo ad ese- 
guire le divisioni che debbono dare i termini della radice*, ma poiché la ra- 
dioe dell' ultimo termine del polinomio dato, dev'essér sempre l’ultimo ter- 
mine della radice cercata, ne consegue che il calcolo, quando il polinomio 
dato sia una potenza esatta , non può introdurre nella radìoe termioe di 
grado superiore a quello or indicato. 

. Crediamo superfiuo dover discorrere del caso in.cui la lettera x, secondo 
la quale si ordina, si trovi con lo stesso esponente in più termini; essen- 
do , a questo riguardo , sufficiente il già detto parlando della divisione e 
0ell' estrazipqe della radice quadrata, ^ 

C A P 0 XI. 

(ULCOU) DEI BSDICaU E DEGÙ ESPONENTI EBAZIONABII, 

Calcolo de radicali arilmetici, 

S51, In principio dell'algebra noesi considerarono che sole quantità po- 
sitive, e fu per questo cIk non solo le quantità sottoposte al segno radica- 
le, ma questi stessi radicali venivano positivamente considerati. Quando poi 
pelle sviluppo successivo delle varie teoriclie fu necessità d’ introdurre lo 
qiianlità negative nel calcolo algebrico , si vide che un radicale di grado 
pari esser doveva preceduto dal doppio segno ihì e dipoi ancora, quaudo 
si ammisero le quantità immaginarie, si riconobbe che i radicali potevano 
ammetter pure delle determinazioni di questa specie, 

Considerati i radicali sotto 1' as^ietto primitivo, cioè' corno reali non so- 
lo , ma anche positivamente , convicn loro assai bene In denominazione di 
radicali aritmclici\e considerati nella massima generulilà che dai segni al- 
gebrici dipende, la loro denominazione vpol' essere invece quella di radi- 
cali algebrici. 

lo questo luogo esporremo le regole che alla prima di queste specie di 
radicali si riferiscono, seguendo l' ordine qiedesimu che pe' radicali quadrati 
si è serbato, 

232, È stalo già detto (201) cho nn prodotto s'cleva a potenza, elevan- 
do ciascuno de’ suoi fattori, e che, per conseguenza, s’ estrae la radice (la 
pn prodotto , estraendola da ciasi.un l'attore ; cosi 


t 
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e però , «e ai disotto cf un radicale v’ abbia una potenza dello stèsso gra^ 
del radicale^ si può estrarre la radice da questa potensa e porla come fat- 
tore del radicale; per contro, un fattore messo innanzi ad un radicale può 
passar sotto questo segno , dopo che lo s' aerò elevalo ad una potenza del 
grado medesimo della radice. 

255. Quando più radicali di grado dilTerente vanno tra loro uniti coi se- 
gni+c — , non .v’ha luogo a riduzione alcuna^ ma sarebbe altrimenti se poi 
i radicali fossero dello sìesso indice, e che semplificandoli, retasse in ciascuno 
la slessa quantità sotto il segno radicale (80). Per esempio, sempliUcando i 
radicali, si ha 

3 ^ ìa‘’b — 3 64o'6‘ — 7 ^ 2o’6' « = Sa' ^ Sa’b — lOaò ^ ìa'b — 76*K 2o^ 

= (5a* — 1 0o6 — 76’) / 2o’6. 

254. Abbiasi il prodotto^ y^6 v^c,ed elevandolo alla potenza m. masi 
trova abe; si che esso è uguale alla radice m. ma di a6c, e però 

^5 ^6 ^c= ^Hbcl 

Laonde si moltiplicano tra loro più radicali ddlo stesso grado, formando 
U prodotto delle quantità sottoposte al radicale , e dando al prodotto il se- 
gno radicale comune ai fattori. 

233. S eleva a potenza una frazione, elevando a potenza ambi i suoi Icp- 
mini -, quindi , se si divide \/~a per ‘i/l , la potenza ra. ma del quoziente 
sarò -j- e però 



laonde si dividono l’un per T altro due radicali dello stesso indice, dividendo 
runa per r altra le quantità soltojìosle ai radicali, e dando al quozimte il 
radicale comune. 

. ^"pss'nmo ora a considerar I.i potenza- de’ radicali ; e primamente , 
in virtù della regola della moltiplicazione (254) è manifesto che prendendo n 

fattori eguali a /a, si ha 

(v/o)=v'<* • . . . = ^aaa . . , = ^a* ; 

laonde s' eleva a potenza un radicale , elevando a potenza la quantità sot- 
toposta al radicale. 

Alle volle, s’eleva pure a potenza un radicale, dividendo, se sia possi- 
bile , l indice della radice per l' esponente della potenza. 

('.osi . 

(^a )= ^a. 

E per vero , y a è una quantità che è mn volle fattore in a, e però si può 
dividere a in w» gruppi ciascuno composto di n fattori eguali a p'u; ma cia- 

I. ‘lotDdQ I radiali sono simili, o possono direnir tali con 

le upporluoe riduiivui. 
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scun gruppo equivale a (pi )’, dunque quest’ ultima quantitò è m volte fat- 
tore io a , ovvero 

(i/J )■=!/.-. 

Se r esponente della potenza non sia un divisore dell' indice della radice , 
ma abbia con questo un fattore comune, si potranno mettere a profitto amen- 

due le regole nella formazione della potenza. Per esemplo, se s'abbia 
s’ osserverà che si può formare la potenza tip, ma d'una quantità elevando 
primamente questa quantità alla potenza n. ma , ed il risultamento quindi 
elevandolo nuovamente alla potenza p. ma -, ma , in virtù della seconda n- 

gola (p'5 y=z pr, e in virtù della prima ()/a )^=|/or, dunque 

237. Per estrarre una radice da un radicale, sarà sufficiente seguire le 
regole inverse delle precedenti. E primanaente si ha 

* • ■ * 

imperciocché, elevando J/J alla potenza n. ma si trova I/?"; laonde i’esirae 
la radice da un radicale , estraendo quella della gutmlilà toltopotla al roh 
dicale. 

Nel caso ancora in cui la quantità sotto il radicale non sia una potenza 
dello stesso grado della radice da estrorsi, varrà la precedente reg(^*, ma 
in questo caso la radice da estrorsi resterà tutta via indicata: cosi 

In secondo luogo, essendo (|/ó)*=l/à', devesi pur avere 

a f 

si che può estrorsi la radice da un radicale^ tnoUipUcanào f indice del ror 
dicale pel grado della radice da estrorsi. 

Questa seconda maniera d’ estrarre una radice da un radicale è quella 
che, il più comunemente, è usata. D'altronde, ciascuna delle due regole 
c’ insegna egualmente che l’ ordine col quale si estraggono due radici suc- 
cessive è del tutto indififerente. 

238, La moltiplicazione e la divisione dì due radicali dello stesso indice, 
riduce ad un solo questi radicali ; e lo stesso dovrà aver lu(^ quando sìen 
dati de’ radicali non dello stesso indice, ma che, mercè convenienti trasfor- 
mazioni, abbiansi potuto ridurre ad un ìndice medesimo. Ora ciò è sempre 
possibile a farsi osservando , da una parte , die s' eleva un radicale a po- 
tenza , elevando a potenza la quantità sottoposta al radicale (236) -, e, da 
un’altra parte che s’estrae la radice da un radicale, moltiplicando l’indice 
del radicfile per quello della radice che vuoisi estrarre (257). Discende da 
ciò, che il valore d’ un radicale rimane invariato, moltiplicando il suo in- 
dice per un numero, ed elevando, in pari temm, la quantità sottoposta al 
radicale ad ana potenza di grado eguale a quel numero. 
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Cutcsta osservatlone c’ insegna che si possono più radicali ridurre allo 
stesso indice , seguendo le medesime regole della riduzione delle frazient 
allo stesso denominatore •, arverteiido che qui l' indice de’ radiesdi rimpiaz- 
zano i denominatori delie frazioni. 

* 3 4 __ * _ 

Se abbiasi, per esempio, il prodotto P = X/'à'b* X X V' a’b*, sic- 
come i tre indici sono primi Ita loro, il loro minimo oimune dividendo è 
3X^X5 = 60, e questo è pure l’ indice comune al quale si riducono i ra- 
dicali dati. Dividendo in seguito 60 per i tre indici^ s’hanno I rispettivi quo- 
zienti 20 , 16 , 12 , e per questi numeri deggiono essere rispettivamente 
moltiplicati gli indici de’ tre radicali , nel tempo stesso che s’ eleveranno le 
quantità sottoposte a questi radicali a potenze di grado eguale rispettiva- 
mente a 20, IS, 12. Cosi operando, si ha • 

P=l/ó^X 1/ 0"/»“' X P 
lodi eseguendo le moltiplicazioni e riducendo ottiensi 

P = K = ab' V a“6“. V.;;. 

Abbiasi ancora' il prodotto 

4 ’ • » 

Q=1/32Ò*6'X y Ì28a’i xl^61tf6’i 

In questo caso il minimo dividendo comune de’ tre indici è 24; ed Inol- 
tre i coefficienli numerici sotto i radicati sono delle potenze di 2, cioè 52 = 2“, 
128 = 2’, 64 = 2*. Con queste osservazioni, riduceodo i tre radicali all’ in- 
dice comune 24 , s’ ottiene 

»* «* «< ■ 

Q_ y i«’a"b"X.V ì-a'Hf'X V^"eCb" 

« 4 1 4 t 4 

_ y 2 i.fli» 6 a= y ì'ab’= 8 a*b*l/ 16a4'’i 

I 

Del calcolo dejli esponenti fraxionariu 

259. Abbiam Veduto (205) che gli esponenti frazionarli servono a rim- 
piazzare i radicali , e però il calcolo sugli esponenti frazionarii dev«i da 
quello diradicali ^urre; e questi radicali s’iutcndono già essere gli aril- 

roetici. , . . . „ , 

PcrcoiTendo i diversi casi che presentano la moltiplicazione e 1 elevazione 
a potenza , s' ottiene : 

^ É « ■ 

oi>Xo"=o'’Ko»=l/a’rt< = o ' . 

f - . M. 

O» X «*= y a^xy a.s = y 0 "H"V = o ~ i 

(o“) = (Ì/5?)’= ||/5?7= 0-. 

p il m ^ 

(a‘ìf‘ = y[aiy = y afi — a’'. 
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Tulli cotesti risuHamcnli son d' accordo ran quelli die si olterrolibero 
applicando agli esponenti frasionarìi le regole per gli esponenti interi. 

L’ analogia tra le due specie d'esponenti ha luogo ancof:i nella divisione 
e nell’ estrazione di radici ; imperocché , in queste operazioni , le regole 
degli esponenti si deducono da quelle della moltiplicazione e della eleva- 
zione a potenza, e però esse, come nella moltiplicazione c nella elevazione 
a potenza , debbono rimaner le stesse si per gli esponenti frazionaiii clic 
per r interi. 

Si fa palese da ciò che la divisione può dar luogo ad esponenti frnzio- 
narii negativi, e però le convenzioni del num.* 58 s’estenderanno ancora a 
questa specie di esponenti, ossia che, essendo p intero o frazionario , 1' e- 

spressionc erf è sempre uguale ad — . Donde poi consegue, che per gli espo- 
nenti negativi frazionarii valgono del tutto le medesime regole ohe per gli 
esponenti negativi interi-, e poiché per questi s' è già veduto che delle re- 
polo eran quelle medesime che per gli esponenti positivi , se ne può con- 
cludere le regole sulle operezioni algebriche delle potenze esser sempre le 
stesse, sieno gli esponenti interi o frazionarii, positivi o pur neg-ativi. 

A dir vero ne’ num'. CO e 6t gli esponenti interi e negativi sono stati con- 
siderati solo nella moltiplicazione e nella divisione-, ma ciò non perlunio la 
conclusione non sarà men vera considerandoli nella elevazione a potenza n 
nella estrazione di radice: E per fermo dinotino in cd n due numeri qua- 
lunque interi o frazionarii , ed è facile verificare che 

(a«)-« = ^.= ^ = 0— », 

. (o ")“* = a— ®"** 

Or colesti risnltamenti provano che nella elevazione a qualunque potenza 
debbesi moltiplicare l’esponente della lettera pel grado della potenza. 

240. In generale ogni notazione bene scelta dev' essere la rappresenta- 
zione esatta dell’ operazione , da cui essa trae l’origine-, e questa condi- 
zione è rosi fedelmente adempiuta dalle diverse specie di esponenti, che è 
sempre facile trasformare un’espressione, nella quale si trovano questi espo- 
nenti, in un'altra che contenga soli esponenti positivi e radicali. E per non 
fare rimar dubbio alcuno su questo proposito, eseguiremo f indicala trasfor- 
mazione su la formola 


x = 

Consideriamo per un istante la sola quantità racchiusa in parentesi , c 
poniamo 



cd avuto riguardo al senso affìsso al segno y, quando abbia per indice — =, 
devesi avere 


Fourcy Algebra. 
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c per cagione dogli esponenli iiegalivi, la precedente uguaglianza si cangia 
nell' altra 

t i - £. 

-, = donde a" = o»; 
z' ai 

e quindi, con\erlendo le potenze ad indice TrazioDario in radicali , sarà 

1 9 

V s’" = l/a'’. 

Ma elevando alla potenza n. ma i due membri , si ha 

i 

a"=l/d*o, 

ed estraendo la radice m. ma da ambi i membri , s' ottiene 
dunque , in fine , In formola proposta , diverrà 



^■il. Potrebbesi domamlare se le regole del ealcolo degli esponenti fin’ ora 
dimostrale, s’applichino pure nel caso che questi esponenti fossero incoin- 
mcnsiirabili o pure ìinmaginarii. 

In ordine agli esponenti incommensurabili, faremo osservare che essi norf 
hanno per se slessi alcun senso assoluto , c che volendone fissare uno , è 
(f uo|)o intenderli rimpiazzati , col pensiero, da altrettanti esponenti com- 
mensurabili che s’approssimano di più in pili agli incommensurabili, det’ es- 
sere riguardata come rappresentanle il limite verso cui tendono i valori chè 
da essa si deducono, quando gli esponenti incommcnsùrabili si rimpiazzano 
eoi! altri commensurabili , i quali posson differire dai primi tanto poco per 
quanto si voglia ; in questo modo allora si comprende che l’espressione 
proposta rappresenterà esattamente lo stesso limite , dopo che sugli espo- 
nenti' incommensurabili si saranno eseguite quelle stesse operazioni che si sa- 
rebber falte se fossero stali invece commensurabili (81). 

(81) Qorsu conclusione dell' A , é nnt conseguenti d’an principio generile , sul 
quale é rondalo il cosi dello mefodo de' limiii , e per la sua alla imporlaoia cre- 
diamo luogo opporinno di doverlo qnì dichiarare. 

Sia A una quaniiiA data ed i , una quanliiìi che può divenir piccole per quanto 
si voglia; imiltre A' na’ allr'B quantità tale che sia. 

[ 1 ] A' — A+l; 

facendo diminuire I , il seconda membro s' accosta indelìnitameote ad d , la quale 
quanlit) è perciò un limite di A-t-l e perciò aorai-a di A'; vile a dire che con tanto 
più rrrtnzi ammrsaa l'eqnation* [I] si può stabilire l'altra A' = A quanto più ( 
convergo verso il limile zero , nel quale limile sarà rsaltameme A' =z A. Ilecipro- 
camenle se A ò il limile d'un'alita qiianliló A' dev’ essere A' = d-l-t, essendo 1 una 
qusntità variabile che ha per limile zero. 

Sieno ora A e £ due qiiaiiiiiò date , ed A' e B' due altre qnanlilò] variebiti che 
ban per limiti A e £. Pel detto qui innanzi sarà 

A'=A+-I. »' = £ + !', 

ove I ed V sono due variabiii aTcnti per limile zero, cioè che posiooo divenir mi- 
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Essendo, per esempio, m ed n due quaiilità incommensurubiii , sarà sempre 

a" Xo’ = o"+'. ^ 

Imperocché se in luogo di m ed n si pungono dei oumcrì commcnsurubili 


Dori di qatlunqae qoantili diti. Or u À' = B', diio che earh pure A^B; impèr- 
eiocehè , ae ciò non foaaa siccome, secondo i' ipotesi A — il + ( — i' = 0, allora se 
non fosse A = B, ma inrece fosse la differenza A — B eguale ad una quaoiiiò D. 
sarchi parimente B — l uguale alla slessa quanliU D, il che non i possibile, |>er- 
chò t' — lòdi sua natura tale da divenir minore di qualunque quanlilk data. Laon- 
de (.‘’se due quantità variaiili li mantinqono eoitanlimente uguali, saranno ancora 
epiKiii a loro tiinili, 

Sirno ancora P' e (y due quantità Tariabili, aventi per limiti rispettivi P tQ, e 
perciò P' = P+l, Q' = Q+l', e 

P'ìkQ' =?= {P-f 1) ((? + !') = PQ+Pl'-hQl+m 
ma il aeeondo membro di qnesta egnaelianza ha per limite PQ e i> limire del pri- 
mo membro ò iim. P'Q^ì d’altronde i*=lim. P', Q = lim. Q', dunque 

lim. liti». P'xlim. Qt-, 

cioè 3.* il limite del prodotto di due quantità variatili, è uguale al prodotto de' li- 
miti di quiete sleale quantità.. 

Sia ora 

9 ' ^=g', e perciò P = Qq, P' = QY 

e , per il 3.* principio ora dimostrato , avremo 

lim. ss lim. (?'x iim. g', donde lim. g'= ; 

P> 

ossia , ponendo per g' il suo valore sarà 

vr 

P< lim. P> 

*'“■ O'^lim. ()'• 

Tale a dire S.* il limile del quoziente di due q iantità variabili è uguale al guozisnle 
de' limiti di quiete medesime guanlitd. 

Ora venendo al caso degli esponenti irrazionali , poniamo rhc sia a una quaatilà 
positiva . e sieno m ed n dne quantiU irrazionali o iocomniensurabili , come dir si 
voglia , ed m', si' due altre quantità commenaurabiU , che iunno per limili lispet- 
livi m ed n. ' ■ 

Fusto ciò avremo ^ 

lim. o"' = a", lim. ip'^tr 
lim. a"' X «"'= lini. n”'X li'"- 

Or essendo ed ■' razionali q»'x a»' = a"' + «' e d'altronde lim. 
dunque 

o’"X u” = a"'+’- 

Col 3.° principio ai dimostra parimente che cssende m ed n irrazionali si ha 





In ordina alle potenze , potendosi fare 

(i”’= 

ove 1 ed l’ sono due quentilà che b.'in per limite zero; e poiebò, per cerere su' ed n* 
razionali, (a* )"' = a'"'"', ne segue pel 1.“prineipio eh» snran pure uguali i limili 
rispettivi di queste quantità cioè (a'";" ed u*"'; laonde sieno m ed ii irrazionali sarà 

ancora 

(a")' = (!•“. 
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in'j n'^ m", nf'-, . . . che s’avvicinaoo indeftnitamente ad m ed n, s’avrà 
' a*'Xa'‘ = a"'*"', o-"xa'" = 0 "''+*", . . . 

I primi membri dì queste eguaglianze tendon dunque verso i medesimi 
limiti elle i secondi, ma o^Xa" ''appresenta il limite degli uni ed o"+’ quello 
degli altri, dunque o"xa" = o"+". 

In iirdine alle espressioni immaginarie , osserveremo, in modo generale, 
che iiilrudiiceiido quantità iniraagiiiaric nel calcolo , s' intende sempre che 
ciò sin in virtù d' una tacita convenzione, qual' è quella di considerare co- 
me ninivalenli le cspiessioni nelle quali si rimpiazzano alcune lettere o, 6, cc. 
con quantità immaginarie , quando sia stato dimostrato che queste espres- 
sioni sii'iio eguali mettendovi per (pieste lettere de’ valori reali. 

Trattandosi |M!r esempio di «’"Xn"i quest' espressione non ha alcun sen- 
so, quando m ed n sono immaginarie, nò, senza una espressa o tacita con- 
venzione , può riguardarsi come e*iuivu1ente ad a"-!'''. ■ - 

Su i valori multipli de’ radicali algebrici. 

212. Sin’ ora i radicali sono stali considerati siccome rappresentanti va- 
lori iN!ali e (Kisilivi ; passiamo ora a dar loro tutta la generalità di che son 
capaci . rigiiarilanduli , cioè , come dinotanti indistintamente lutti i valori 
die riproducono l:i (|iiaiitilà sottoposta ni radii-ale, quando si elevano a una 
)vileiiza di grado eguale all' indice dello stesso radicale. Da ciò siamo con- 
dotti alla distinzione già fatta (l.’»8) Ira le determinazioni aritmetiche e le 
aJgebrìrhe de’ ridicali. Un radic;ile non ammette che solo una determina- 
zione aritmetica , e per questo è pure necessa'rio che la quantità sottopo- 
sta al radicale sin reale e positiva, (dova qui il dare degli sviluppi intorno 
u qui'sto punto, interessante nell'analisi. 

215. Sia perlaiitu un radicale qualunque Y'k, e, poniamo che sia A suc- 
cessivamente iKisilivo , negativo , immaginario. 

Quando A è positivo , si sa trovare , sia esattamente, sia per approssi- 
m.'iz'one , coi noli metodi , una ((uaiitilà positiva a , la cui potenza m. ma 
ti|iroduca A. Or quulun(|uc altra quantità positiva, elevata a questa stessa 
IMilenza , dà evidentemente una quantità maggiore o minore, di A ; laonde 
il valore a’ è una determinazione arilmclicu del radicale , cd è il solo di 
questa s|K‘cie che esso possa avere. 

Quando .A è negativo, osservando che non v'ha quantità positiva, la quale 
ammclla una potenza negativa, né consegue che il radicale non può avere 
che delle determinazioni algebriche. . 

Da ullimn, se A è immaginario, (iceome è chiaro che le potenze d’una 
quantità reale , positiva o negativa che fosse, sono esse stesse reali, cosi 
lutto le dcturiniiiaziaiii dei radicali urahnu in tal caso algebriche, ed an- 
ch<? iminaginarie. 

Si possono ancora separatamente considerare i due casi , quello , 
cioè, in (ui m è pari e quello in cui m è impari. Nel primo taso i valori 
del rtdinde sono a due a due uguali e di segno contrario-, imperocché se o 
e uno di questi valori, in guisa che sia a"*=A, è cliiaio, che essendo m 
un numero pari si ha pure (— a)- = a" = A, il che vuoi dire che anche — a 
i un valore del radicale. In questo caso ndimque, tulli i valori del radi- 
cale possono essere rappresentali da una serie di quantità aventi il dop(.io 
segno + , come ± «, 6, c, cc. Nel tempo stesso che m è pari, se -V 
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è positivo, il radicale ha nn valore reale e |iosilivo, e ponendo che 
valore sia o, si vede rhc anche — a sarà un allm valore reale dello sttesm 
radicale, ma negativo. T.li altri valori ±6, ite . .. , non possono essere 
altrimenti che immagìnarii. , •' 

Quando m è impari, cangiando il segno di A, gli m valori del nidicale 

m 

cangeranno pur essi di segno ; perocché se a sia un valore di 1 / a. è chia- 
ro , che, essendo m impari, è pure ( — a)"’ — — a" = — A, laonde, sup- 

H m' 

ponendo i valori di |/a essere a, 6, c, d. . . quelli dii/— A saranno — a, 
— 6,^ — c, — d . .. . Inoltre se A è una quanlìlà reale , uno degli m va- 
lori del radicale è reale e dello stesso seguo di A, e gli altri valori souo 
immaginarli. 

2-l.j. Abbiam sin ora discorso de’ valori multipli de’ radicali, senza pre- 
cisarne il uumcro *, ora è tempo di volgere I’ attenzione sulla proposiziono 
seguente. 

Un radicale ha tanti valori diverti', né più né meno , per quante unità 
v' ha nel suo indice; ovvero, altrimenti, ogni qualità ha tante radici d'un 
certo grado , per quante unità questo grado contiene. 

Colesta proposizione è giù nota pe' radicali quadrati , e perciò ci faccia- 
mo a considerar primamente il radicale cubico l/À". Ogni quantità , il cui 

cubo sia A è un valore dì l/^, laonde i vabrì di questo radicale sono ap- 
punto gli stessi che i valori di x , che soddisfanno all' equazione 

a:' = A , pvvero x’ — A = 0, 

A mgglio fissar le idee, pon'ramo che sia positivo, ed allora v' esiste una 
quantità positiva , il cui cubo è .A , e che si sa calcolare sia csaltamenlc, 
sia per appi'ussimazioiie. Uinotiuinu con a questa quantità, e rimpiazziamo A 
con l'equivalente a’*, cosi l’ultima delle due equazioni precedenti diviene 


x’ — o’ = 0 ; 

e poicWil binomio x’ — o’ è divisibile per x — a (o5),è dà per quozio- 
ne x*-f-ax-l-a*, cosi sarà pure 

X’ — a' = (x — o) (x’-t-ox-f-o’) = 0 ; 

ma, percliè un prodotto sia nullo, ò suHicienle clic sia nullo uno qualun- 
que de' suoi lullori , duiKpie s' avranno tutte le soluzioni dell' cquaziouo 
X* — o’ = 0 , ponendo successivamente 

X — a=0, a*-f.ax-fa’ = 0, 
e deducendone i valori di x , ebe saranno 

x = a,x = a( ^ 

e questi saranno per conseguenza, ancora i tre valori della radice cubica 
di 0 % ovvero A. Tra questi valori troviamo pure a, il che dovea succedere 
perchè a è una delle radici cubiche di A, per ipotesi •, oltre a questo due 
altri valori da pure l' analisi precedente, tid è da osservarsi che questa me- 
desima analisi conlimia a sussistere quale che siesi la quantità A, purché u 

dinoti un valore di \/X, sia reale, sia immaginario. 

La pi'uposiziuae può lacilmciilu estendersi a tulli i radicali, il cui indice 
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sia una potenza di 3 o di 3, o un numero composto da questi numeri presi 

4 I a 

come fattori. Poniamo esempio die abbiasi il radicale 1/ A, il cui indice è 
3x^X3. La quantità A avrà in questo caso due radici quadrate, ciascuna 
delle quali avrà essa pure due radici *quadrate, il che dà quattro quantità 
dilTereiiti \ infine ciascuna di queste ultime ha tre radici cubiche , sì Che, 
si hanno , in tutto dodici quantità differenti , ciascuna delle quali dico cs- 

X • 

sere un v.alore reale di A- Sia, infatti , « una delle due radici quadrate 
di A, a' una delle due radici quadrate di a', ed a" una delle tre radici 
cubiche di a'. È chiaro primamente che a" è una delle dodici quantità in 
discorso; ma è pilr chiaro che 

-ó"» — of , o"‘ = o'* = •, o"“ = a* = A , 

I ■ • 

dunque a" è un valore dii/ a. 

■ 

Qualunque siesi il radicale |/ a che si considera, la determinazione de' suoi 
diversi valori, ridiicesi sempre alla risoluzione d' un' equazione. K per vero, 
queste radicale dinota indifferentemente tutte le quantità, reali o immagi- 
narie , die innalzate alia potenza tn. ma riproducono A , e però esse non 
sono altra cosa se non i valori di x che soddisfanno all'equazione aj" = A. 
Da. ciò Consegue che la proposizione generale di che è parola, si riduce a 
provare che , in quest’ equazione , l' incognita x abbia m valori differenti. 
Non sapremmo dar qui luogo a questa dimostrazione, che la riserbiamo per 
un altro luogo più opiiortuno , e ammetteremo, sin da ora, come già pro- 
vato che un radicale abbia tanti valori differenti, tra reali ed immaginarli, 
per ^'u ante' unità v’ ha nell' indice del radicale. 

» 

3-iti. Dinotando con a un valore di J/A,abbiam trovato innanzi pe’ tre va- 
lori ali questo radicale 

Sia A = 1 ; si potrà fare a = 1 , e quindi i tre valori di |/ 1 saranno 
, -1 + 1/ZT3. 

’ 8 ’ 8 ’ 

e paragonandoli a quelli di ^a se ne conchiude , che le In radici cubiche 
d'ima quantità oltengonsi moltiplicando una qualunque di esse per le tre ra- 
dici cubiche dell' unità. 

Possiamo per altro dirrinstrare la generalità di questa proposizione, come 
confacente a qualunque radicale. Dinotiamo, per ciò, con a uno qualunque 

M . ' m . 

de’ valori di J/aÌ e con 1, «r, /3, y, . . . gli m valori diJ/F; formando i 
prodotti 

ì 5 , oXy » • • • 

cd elevandoli alla potenza tn. ma , se ne trae 

a’", a"«”, a"y'', . . . 

Or tutte queste quantità sono eguali ad A , perocché si ha , in virtii del 
signitìtato di a , « , |8, . . . , a" = A, «■" = 1, / 3 " = l . . . ; laonde i pro- 
dotti a, aa. a/3, ay , . . sono gli m valori c {icrò si può dire, in 
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generale y che tn qualunque «te«i grado, le radici duna quantità ti fnr^ 
mano moltiplicandone una di ette per le radici deW unità dello ttetso grado. 

247. Applicata questa proposizione alle radici dell' unità, nc consegue il 
risultamento curioso, cioè , che le diverse radici dell' unità si riproducono 
in un ordine inverso , quando ciascuna si mollipUcbi successivamente per 
tutte. Lasciamo la cura al lettore far questa verifica sulle radici cubiche 
più sopra trovate *, e troverà pure che le radici immaginarie son I' una il 
quadrato dell' altra*, la quale osservazione riceverà, in seguilo, assai mag- 
giore estensione. 

248 Taluni geometri , ad evitare ogni equivoco che potrebbe aver luo- 
go, ha n creduto che sarebbe necessaria una segnatura caratteristica per di- 
stinguere il caso in cui si prende un radicale con tutte le sue determina- 
zioni , da quello in cui non si considera che un spio valore. Una maniera 
convenzionale semplicissima quella sarebbe di rimpiazzare, nel primo caiso, 
il tratto orizzontale del radicale con un doppio tratto *, cosi , per esempio, 
t/À' dinoterebbe i due valori della radice quadrala di A, mentre che yX 
dinoterebbe soltanto tino di essi *, in questo modo si potrebbe scrivere 

Supponeiifto per esempio A = 4 , si avrà 1 /a”= ± 2. > 

Con qu^ta segnatura, il teorema generale del num.* 246 si scriverebbe 

cosi*. |/r=±l/Ap'rC82). ' • 

249. Gli esponenti frazionarii don luogo ad analoghe osservazioni. Cosi 

l’ espressione A> può essere adoperata sia per dinotare tulli i valori del 

radicale j/A*, sia .per dinotare un solo*, e se si credesse utile fli distin- 
guere questi due punti di vedute con qualche dilTerenza nella segnaliira, si 
potrebbe ancora convenire di porre , , nel primo caso , il doppio tratto al 
di sopra della quantità A. In questo modo s' avrebbe 

Ì^A"=:'A», ^A"=:A«(85). 

* ■ ^ _ . . 

Per vsempio, se m=2, si scriverebbe l/A"^ A •= ±KA’= ± A •. 

250. Quando si hanno più radiuili dello stesso indice , contenenti sotto 
di loro quantità positive, potrebbe avvenire che si fosse nel bisogno di con- 
siderare più specialmente , in questi radicali , le determinazioni che risul- 
tano dai loro valori aritmetici per la stessa radice dell’ unità , senza indi- 
viduare per altro questa radice. Per dinotare coteste determinazioni, ci sia- 
mo talvolta, ne’ nostri corsi, -avvalsi della denominazione de' valori o radici 

similari ( similaires ). Cosi, essendo a eb de' valori aritmetici di^/À^ [/B 

(83) Il signor Cadcbt propone invece la segnatari segneoie 

IP’o, oppure ((o))"^ 

m 

per rippresenlare gli tn valori, tra reali e immaginarii di che è apice |/a> c con 

H 

(/ir ano solisnlo di questi valori. 

(83) decondo la segoitnra del Caucbv sarebbe 

m I 

Ìya = ;(o);“. 
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c(l essendo et una delle radici di 1 , ì prodotti a* , 6/3 sono due ra- 
dici siiiiiluri. 

Quando , sotto i radicali vi hanno delle qnantitù negative , come — A , 
— B, i radicali non han più de’ valori aritmetici. Se 1’ indice m è impari, 
ciascuno oi essi han un valore reale, ma negativo; allora si prenderebbero 
per «eòi valori negativi di questi radicali , e si chiamerebbero valori 
similari i prnduUi a« , , rormati con la. stessa radice dell' unità. 

Allorché i radicali hanno un indice pari , e comprendono sotto di essi 
quantità negative — A e — B, tutte le loro determinazioni sono in tal caso 
immaginarie ; e si può intendere ebe a e b sieno de’ valori di questi radi- 
cali Uilmente scelti da divenire uguali quando le quantità A e — B sono 
eguali, e saranno radici similari i prodotti di ae /* per una stessa radice 
deir unità. 

2M. Per non opporsi ali’ uso comune, non ci serviremo di queste deno- 
inina/.ioni , né pure d’ alcuna nuova segnatura ; ma almeno resti avvertito 
il lettore dell’ equivoco che può presentarsi ne' radicali e negli esponenti Tra- 
zionarii , e però quando egli li adopera , deve porre oggi attenzione al si- 
gnificato che loro accorda. 

Calcolo de’ radicali algebrici. 

S.">3. Dando ai radicali il signifìcato più esteso che possono essi ammet- 
tere , le espressioni che li contengono possono avere esse pure più valori; 
laonde le trasformazioni alle quali coleste espressioni sì sottopongono, per 
non esser difettose, debbono tutti i predetti valori conservare. Egli é dun- 
que necessario ripigliare qui le operazioni che si possono eseguire su i ra- 
dicali, e trovare il mezzo onde i risultamenti fossero suscettivi di tutta quella 
generalità che lor conviene. 

255. La semplificazione de’ radicali é fondata sull' eguaglianza 

• ** 

[/ a’<b = a[/^^ 

e qnesl’ eguaglianza non richiede 'condizione alcuna; imperocché il secondo 
membro ha m valori , ed elevando ciascuno di essi alla potenza m. ma si 
trova sempre n"b, come dà pure il primo, si che il secondo membro rap- 
presenta esattamente tutti gli m valori del primo. 

254. Nella moltiplicazione de’ radicali dello stesso indice, devesi pure ave- 
re , come nel n.° 254 , 

yà X 1/6=1/54. 

E per fermo è chiaro, primamente che facendo la potenza m. ma del prò- 

■ M __ 

dotto l/oX|/6 ne viene oò, si che tutti i valori di questo prodotto si tro- 

m 

vano tra quelli di yab. In secondo luogo è pur chiaro che avendo ciascuno 

•I w 

de’ fattori j/ó”, 1/6 m valori differenti , non si posson trovare meno di m 
prodotti diversi , moltiplicando gli m valori dell’ uno per quelli dell’ altro. 

Laonde debbonsi avere csatbmente gli stessi valori si per \/ó X che 

per l/u6. 

Lolcsta conclusione dà luogo ad un’ osservazione importante ed è che , 
siccome moltiplicando gli m valori del primo radicale iter uno de’ valori del 
secondo , si hanno già m prodotti diversi ; cosi uiolliplicando i primi (>cr 
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qualunque altro valore del secondo radicale , dclilxmsi riprotltirre i mcile- 
sinii risultanienti, ad eccezione dell' ordine diverso con diesi |>resenteruni|o. 

25S. Il detto sulla moltiplicazione trova' parimente luogo nella divisioaic 
de' i-adicali dello stesso indice , in guisa che dovrà pure aversi , con ogni 
generalità , 



2 ." 6 . Passando alle potenze possiamo avere tre casi, che porremo in di- 
samina separatamente. 

l." Quando i numeri m ed n son primi tra loro, si ha 
In ctTetti elevando il primo membro alla potenza m. ma , ottiensi 

e da ciò si conchiude, in primo luogo, che tutti i valori dell'espressione 

(j/a)’’si trovan compresi Ira queidil^àT; nè resta altro che provare che 
questi valori sieno in numero di m. 

Siene a\ d", o"', .... gli m valori di \/a , quelli di (^a saranno 
o'", o"‘, a "’. ..; questi valori saran tulli diversi, perocché se ^ll&nmetle 
che ve u' abbiano degli eguali , sia ' ■ 

[t] o'" = a"". 

E poiché a', a" sono due radici m"' di a , si ha pure 

[*] o'"=a”-. 

Poniamo che sia m> n , e che dividendo m per n s’abbia m = nq^r ; 
l’eguaglianza [ 2 ] per lai mqdo diviene 

[ 5 ] ■= • ' , 

Facendo in seguito la potenza < 7 . ma de' due membri della [t] si ottiene 

[4] a’’'i = o''"i, 

e dividendo 1 ’ una per l'altra le [S] e [4J n’emerge 
. a''=a"'. 

V- 

Posto ciò poniamo che, dividendo n per r, s’abbia n = rq'+r': ponendo 
questo valore in [ 1 ], elevando 1 ’ nllinia eguaglianza alla potenza (/'ma, indi 
dividendo l’uno per l'altro i risnilamenti , s’otterrà; o''' = u"''. 

Allo stesso modo continuando si scorge che si cade sempre sopra egua- 
glianze della rormu o'*=a"’, mdia quale 1 ’ esponcnle s è uno de' resti che 
s' ottengono eseguendo sopra m ednla ricerca de! massimo comnn diviso- 
re *, ma essendo questi niiineri primi tra loro, si deve ncccssariann nle giun- 
gere ad uii resto eguale ad 1 -, laonde s'avrebbe «' = n" ed i valori a" 
non sarebbero più diversi , il che è contrario all’ ipotesi. Dunque , ec. 
Fourey Algebra. 21 
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2." Allorché l indicc del radicale è un multiplo mn delFesponenten della 
nulcnxii , dcvcsi avere 

\\/ ul) a. 

* % fPI n ^ 

Imperocché, per ogni qiianlilù j, dinotante un valore di J/a, devesi a- 
vere o imre, il che torna allo stesso, (*")■= a-, laonde i valori 

* m /*• *— 

■T” altro non sono che quelli di \/a, ovvero \\/ a ) = l/"o. 

■ . Filialmente se l’ indice del radii ale e F esponente delta potenza hanno 
un fattor «ximune, in modo da essere il primo mp ed np il secondo, ove p 
è il loro massimo divisor comune , dovrà aversi 

peroccliè , appoggiandosi ai due casi precedenti , si ha 

(P'’rr=[(p5-)'r=(i/-.)=i/i?. 

Osstrrazìone. Se la regola del caso primo, la si applicasse agli altri due, 
si troverebbe un radicale che comporterebbe un numero di valori maggiore 
di quello che dove ammettere Intanto si fa quasi sempre uso di cotesta re- 
gola*, ma devesi allora sottintendere che i risultanienti possono talvolta ab- 
brairiare una maggior generalità. 

257. La regola relativa alle radici de' radicali è pur essa generale , ed 
è compresa nell' eguaglianza 

m 

I / m _ _ 

imperocché, fatto x= f ®, s’avrà a?*=Ka, ed **“=o*, laonde x ha 
gli stossi valori di 

258. Non è da discorrere su la riduzione de’ radicali allo stesso indice , 
quando questi radicali si considerano algebricamente ^ perocché cotesta ri- 
duzione è manifestamente difettosa , aumentanUo essa il numero de' valori 
de’.radicali su' quali si opera*, sicché nel presente caso non può, come nel 
n.“238, valere a spiegar la moltiplicazione e la divisione de' radicali di va- 
rio indice. Per altro andiamo a provare che i risultanienti, a'quali si per- 
viene con tal mezzo , sono ancor veri nel caso de’ radicali algebrici , pur- 
cliè l’ indice comune, al quale si riducono quelli de' radicali dati, sia il mi- 
nor possibile. Faremo la dimostrazione su la moltiplicazione solamente, per- 
chè del tutto simile è quella relativa alla divisione. 

Ai Olendo gl’ indici m ed n son primi tra loro , dico die si ha 

y a ^y b y a'b”. 

In efTetti, elevando, primamente, il prodotto [/a ^ |/ò alla potenza mn.ma 
si ha : 

(i>;i'*)" = (r=)-(i/rr=«*»-, 
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il che mostra che Ira le determinazioni del radicale si trovan tutte 

quelle del prodotto’, e rìman solo a provare che le prime sien di numero 
quante le seconde. A tale effetto rappresentino a', o", a'". ... gli m va^ 

lori dij/ò", e 6', b", 6"'. . . . gli n valori di e moltiplicando tulle le 

quantità o', o", o", .... per 6', 6", b'". . . . s'avrau tutte le delcrmi- 

^ 

nazioni del prodotto |/o X\/^b. cioè 


a'b'. 

a"b\ 

a'"b '. . . 


a'b". 

a"b". 

o"'b''. . . 

É 

u'b'", 

a"b"'. 

a’"b "‘. . . 


ec. 





e queste saranno mn prodotti, che cqnvien provare esser tutti differenti tra 
loro -, e poiché quei di questi prodotti che ammettono un faltor comune so- 
no evidentemente differenti tra loro , basterà dimostrare che anche disu- 
guali sien due prodotti che abbiano fattori diversi , come , per esempio , 
o'6', a"b". Or se ciò non è vero sia invece 

a'b* = a'‘b*\ e sarà pure o'"6'" = 

ma poiché b** = 6"” = è, qtiest'ultima eguaglianza si cangia nella seguente 

o'" = a""-, 

inoltre essendo a', a" due radici m."* di a si ha pure 

o'" = a*'". 

In questo modo le due quantità a', a" trovansi nelle medesime condizioni 
di quelle del n.° 256 e per conscguente, si giungerà «lui alba nie- 

desima conclusione a' = o”, contro l’ ipotesi. 

2.* Quando gl' indici hanno dei fattori comuni , chiamando p il massimo 
divisor comune , si avrà 

y a 1/5= [/ a'b". 

E per vero , secondo i num. 25i e 237 , si ha 

yà\^b= i^yà^Vb = Vyiyr^ 

ma, pel caso l.“ qui innanzi posto, si haK5l/*'=l^«"5"; eper lo stesso 

ll. * 237 si ha pure = 1/ cFb^, dunque in fine 

1/ o 1/ 6 = y 0*6". 

Calcolo delle espressioni immaginarie. 

239. Spesso si è nel caso d'aver a calcolare sopra espressioni tminagf- 
narie della forma a-\-by — i, ove a e b sono quantità reatine si dimostra 
che i r isult umeiiti ai quali si giunge sono essi pure riducibili a la Corim» 
«-i-b l/_i. Coiesla pi'uposizioiic si vcrilka ne’ diversi casi clic andremo per- 
correndo. 
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200. Siitloponpndo le cspiossioiii inimagiiiariu alle qiiallro operazioni fon- 
duincnlali, À ha 

(a+h [/Zri)+{a‘+b' V~\) = (o + o')+(6 + h') 

■ {aJ^hV~\)—{a'+b’V~\) = {a — a')+{b — V)V— 1; 

{aJrhV~\)/lof->rb> V^)=aa'+ah‘ V~i+a'bV~Ì — W 

= {aa‘- bb')+{(,b'+a'b) l/irT(8i)-, 

fl + ftl/ZTi _ (g 4.fcl/~i)(a>-fc<K~i) 
o'-j-t'l/ — 1 ( g'-|-/)' 1/ - — i ) (o* — b'\^ — l) 

aa'+bh' ^ a'b — 0 /»',^ - 

. ~ a' + b'*’^u'‘ + 6'» 

2C1. Occorrono sovente ancora le potenze di e per questo è chiaro 

che si ha , primaniente : 

(y^)'=+^Eb (^^ e ; 0 '=- i , ' 

(|/-0\=+*, 

donde |>(>i si conchìude, che passando alle potenze superiori si avranno sem- 
pre (|iicbU nietlesimi quattro risulUimciiti ■, e volendo stabilire delle forinole 
generali, sì dinoterà eoa t un numero intero positivo qualunque, e s'avrà 

(i/zTT).! =[(i/zny].= + ,, 

(K— 1)*'+‘ = {V— 1>*' x^— i = + V— 1 , 

x(y~iy=— (85). 

Queste formole saranno rispellivanicnte applicale, secondo che l’ esponente 
del radicale, iie' singoli casi , diviso |>er 4 dà per resto 0 , t , 2 o 5. 

2152 (ionsidei iamu óra la potenza n. ma di g+6 essendo n un nu- 

mero intero e positivo, ed appiicando allo sviluppo di questa potenza la for- 
, inula del binuniiu , si troverà 

(g -f 6 V— 1)’ = a’ (t-f. ^ l/— l)'= g-|^l + — 1 

n{n-\ y>' n(n - i) (n -2)5’,/— . «(n-t)(n-2) (n-7.)ò* . 1 

t . 2 o» 1.2.5- . 1.2. 5. 4 g>'»''*-J 

(81) .'’e a' = a e h'=.b, qoesti formoU dà pel prodotto di due espressioni im- 
maginarie coningale 

(g-f 5 l/ITì) (g — b (/ITi) - g'-f-7>', 

cioè una quantità reale. Laonde la somma ( noia 77 ) e il prodotto di due espres- 
aioiii immaginarie roniupale, sono quaodlà reali. ( lò peraltro era una consczuriizi 
leKiiliin.i (iella proprietà dimostrala dell’ A.( ii, 183, 3. ) ; perocché due espressioni 
iiiimaninarie couiugale sono sempre le ridici d' un’ equazione del secondo grado, il 
cui coefticieiiic del secondo termine e il lamine noto sieno reali. 

(8S) Questo ritorno delle potenza di (/ — 1 costantemente ai medesimi valori ha 
fatto dire che le potenze di K — 1 sono periodiche. Qoesla medesima definizione vale 
per lolle quelle frazioni, che dopo acquistati un certo numero di valori diverai, ri- 
tornano ad avere i medesimi valori e con lo stesa’ ordine. 
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c riunendo in un solo i termini molliplicnti per K — 1 verrà 


{a-\-bV — ^ 


+ o" 


fn à 

Irò 




Or essendo rlie a e 6 si suppongono essere due qunntità reali, consegue ad 
evidenza che questo rlsullainento è della forma A+B essendo A e B 

parimente due quantità reali. ^ 

Volendo lo sviluppo di (a — 6 J/— t ) basterà cambiare nella formola pre- 
ndente -|- 6 in — 6, e questo cambiamento cagionerà pur quello di B in — B, 
imperocché 6 entra con le sue potenze pari in A e con le impari in B ^ 
laonde ponendo per brevità 


A = a" 

B = a’ 

s’ avrà 

[1] (o-l- 6K=n)’ = A + Bl/^, 

[2] ■ (a-6l/ITT> = A-Bl/^. 

Dopo queste forniote si p uò facilmente passare alle potenze negative, os- 
servando che (a -I- 6 V—i) {a—b V"^i) — a’-J-6*, e però 

1 a — — 1 1 a f ft — 1 

a+bV^~ a’+fr' ’ a — a'+ft' ’ 
laonde 


1 — 

nb 
1 a 


fi(r» — 1) h* n(n — 1) {n — 2) (n — 5)6* 


1 . 2 




i.2. 3. 4 


— ec. 


n(n-l)(n-2) i» 
1.2.5 o*'*’ 


J 


] 


<■ (a-àK-O* 1 (a + bl/~y‘ 

(a+ìV-iy {a-+b-y ’ (o*-h6-)' > 

cd in virtù delle furmole [1] e [2] 


[5] 

w 


{a+b[/-i)-» _ 


(a— à i)-' = 


A — bK— 1 
(a’-|-6’)" ’ 

a + b1/z~? 

(n'-t-à’)" 


Sarà^ più innanzi dimostralo che la formola del binomio conviene ad espo- 
nenti di qualsivoglia natura, e per conseguenza le trasformazioni [t], [2], 
[■^] 'ci'e, quale che siesi n. Ma spesso avviene, quando, per esem- 
pio , quest esponente é negativo o -frazionario , che i valori di A e U rac- 
chiudono un numero infinito di termini (•). 


n MoIlipliuDdo tri loro le ognoglienze [11 e [J] «i trovi, qoest’ osservibile re- 
azione (a’-t-o’^" — A’-PB’, la quale può eaacre di gioramenlo in taluni casi. Esm, 
per esempio , r’ insegna come una potenza qualunque , intera c positiva, d' un Da- 
merò Che sia la somma di due quadrati, po>sa ridursi essa pure ad una aumma di 
due altri quadrati. 
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203. Volendo riduitc I’ espressione ladicalc 

1/ a^6 17 

alla ferma A+uK — 1 , la si porrà soito forma di potenza frazionaria 



(n+fcl/ — l)’, indi si svilupperà come ultimamente è detto. L’algebra non 
fornisee altri mezzi generali per cotale trasformazione; però quando n è una 
potenza di 2 , la si può eseguire ancora senza I’ ajnlo delle serie. 

Tonsideriamo da prima i due radiali a+b[/—i cV a — òj/— iepo- 
ncudo * ' 

[3] l\+hV -‘i + y^a — bV^ = x, 

[G] a-^bV — 1 — 1^0 — bV^^Ì=yy 

ed elevando a quadrato avremo 

2a+9 1/ a‘+6* =* x*, 2a — 2 V o*+6* = y* v 

dalle quali eguaglianze si scorge che , qualunque sia il segno di a , x* è 
sempre [Xìsitivo ed y' è negativo , e si line 

[7J X— ^ 2a+2 V^+b*, y = 

Or le [5] e [6] danuo 

laonde ponendo in queste espressioni in luogo di x e di y i loro valori p] 
si ha lilialmente 

[81 I/o + 6 1/^ = i |/Ìà+2pV^ 

+ i 1^— 2o+2 Va'+b- 

[0] i/o"— nA3T=-jl/2a+2Ko*+b* 

— i 1/ — 2a+2l/o’*+6' 

' Trovate queste formolo od osservando ehe 1’ estrazione d’una radice che 
avesse per indice una potenza di 2, può essere sostituita da successive estra- 
zioni di radice quadrate , si concbiude che le espressioni radicali 

d B IO 

C-4-^ \/ — 1^ a^b i ^ g-\-b 1/ • — 1 , cc. 

mercè le formolo [81 e [9] possono essere trasformate in espressioni della 
forma A±B K — 1 . 

Osservazione. In ciascuna di queste formole il primo membro, perchè con- 
tiene due radicali , può aver ((uutlro valori dilTerenti , e ciò ha parimente 
luogo pel secondo, meiiibro. In eiitrainbc poi i quattro valori de' rispettivi 
membri son gli stessi, e lo stesso n’ è palesamento de' secondi, per modo 
che , a dir vero , quelle due formolo non ne costituiscono che una sola, 
Lsaiidole simultaneamente in un tncdcsinio calcolo, presentano una dilTercn- 
zu , perchè i leruiiiii ne quali entra il simbolo 1 deggkmo esser presi 
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con s^ni contrarii’, ma in questo caso dcvesi inoltre osservare che , p<‘l 
modo onde s’ è pervenuto alle predette formole, l’ espressione V vi 

rappresenta il prodotto 

e, per conseguente, le determinazioni di colesti due rndirali debbonsi sem- 
pre riguardare come associate , si che il loro prodotto abbia il segno elio 
si ritiene per ne' secondi membri. Senza questa osservazione le for- 

mole menerebbero a risultamenti difettosi. 

V 

Sul modulo delle quantità immaginarie. 

2G4. Quasi sempre le quantità immaginaria che si hanno a considerare in 
algebra sono riducibili alla forma a+b^V — 1, ed è per questo che la de- 
nominazione di quantità immaginarie si può , senza inconveniente restrin- 
gere alle sole espressioni di questa forma. 

Con le quantità a e b delf espressione immaginaria a-f 6 si può for- 
mare una quantità positiva eguale al^o’+6", la quale s'addinianda il m o- 
dulo di quell’ espressione immaginaria. Cosi il modulo di 3 — kY — 1 sa- 
ràl/Q-ftG ovvero 5. 

Due espressioni immaginarie come le o-f-6 V — i, a — hV — 1, le quali 
non differiscono che pel solo segno della parte immaginaria , diiwnsi coniu- 
gale runa deH'allra: donde segue che due espressioni immaginarie coniu- 
gate hanno Io stesso modulo. 

Supponendo 6 = 0, l'espressione a+bY— i riducesi alla sola quantità 
reale a\ e peiò la formola x = a-j-b Y — 1 rappresenta sile quantità reali 
che le immaginarie. Quando la quantità è reale , la sua coniugala è essa 
stessa, e il suo modulo e pure là stessa quantità positivamente presa (8Ci). 

(86) L'espressione imnisgintrii a-)-6| — 1 conlenfodo come esso psriirolsre Is 
qoantili reste, è sia razionale o pare irrazionale, é piaciuto a distinti fteometri dri 
Dostri tempi proporre i mezzi come trattar le teoriche algebriche raceodo uso di 
espressioni immaginarie , e da queste teoriche generali dedur quelle relative al caso 
particolare delle quantità reali. E tanto più giusto si è da essi credulo tener que- 
st' ordine di atudii, in quanto a che il passaggio delle operazioni spiegale sulle quan- 
tità reali non si è credulo legittima andando alle espressioni immaginarie . senza 
averne anticipatamente data una dimostrazione ; e per vero se si è cercalo giusiiiì- 
care la legittimità delle operazioni algebriche passando dalle quantità razionali alle 
irrazionali , che riguardate come limile delle prime sono vere quantità, quanto più 
non dovessi ciò Tare passando dalle quantità reali alla immaginarie, che non pos- 
sono , senza cadere in eonirsdizione esser chiamale , quantità ? A mostrar la con- 
cordanza tra le regole del calcolo sulle quantità reali e quelle sul calcolo delle espres- 
sioni immaginarie il Modiat ( vedete qui appresso n. S73 ) ha cercalo dare all'e- 
spressione immaginaria una nuova Torma apparentemente reale , dedncendnla dalla 
prima , dietro un significato geometrico che poteva darsi alle quantità reali che la 
compongono . ammettendo già note le nozioni, anzi le teoriche della Trigoit'imeiria. 

Ma più felice del Moubbv il distiolo prof. Bsllavitis in una memoria inserita 
negli Annali dell» Scienze del Jtegno Lombardo Vanelu ( lom. VII, bim. V o VI ) e 
che riguarda il metodo delle equipollenze da lui idealo , ha mostrato come questo 
metodo conduca dircliamente al tipo delle espressioni iirmsginarie , e con nn alga- 
ritmo tutto proprio ha ricavate le operazioni, a queste espressioni, c deduUe le tur- 
mole IrigoDometricbe, iDdlpendeiitcìDcole da qualunque uuziune aulicipala della Tri- 
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Posto lutto ciò passeremo a dirhiarare, intorno ai moduli, due proposi- 
zioni dio possono essere soventi volle di giovamento. 

205. ProrosizioivE I. Il modulo della tomma o della differenza di due quan- 
tità qualunque è compreso Ira la somma e la differenza de' moduli di queste 
medesime quantità. 

Sieno le due espressioni a-i-6 K — I , o'-f h'V — 1 , e chiamando r, r' 
i loro moduli rispettivi , si ha r’— »•'* = o'’-f ò'*. Dinotando inol- 
tre con R il modulo della loro somma , si ha , palesemente , 

R = {a-^a<y+(b+by 
= a’-Ì-o'*-f 6*-t-6'*4-2(oo'-|-66') 

= r'-|-r'*-t-2(ao'-|-W'). 

Ma , moltiplicando tra loro le due espressioni r*, r'* si ha 

rr'* = h’fc'»+a’6'*-l-6*n'» 

= {aa'+bvy+iab ' — 6a')’, 

quindi il valore numerico di (aa'-{-bb') è minore o , tutto al più , eguale 
a quello di rr', e perciò è chiaro che R* è compreso tra le due quantità 

r’-fr'’-l-2rr', r’-fr'’ — 2rr', 

ossia tra (r-j-r')’ ed (r — r')’; laonde il modulo R della somma delle dèe 
espressioni a-\-b[^ — t, o'-f-6' V — 1 va compreso tra la somma r-(-r' e la 
dilTi-ren/^ r — r' de’ moduli di queste quantità. 

La dimostrazione è del tutto simile quando , in luogo del modulo della 
somma , si consideri quello della dilTerenza. 

266. I'boposizionf. 11. Il modulo del prodotto di due quantità pareggia il 
prodotto de’ moduli di queste medesime quantità. 

Si ha , infatti , per via di moltiplicazione 

(a+6 V^\) {a'-i-b' V~i)=aa'—bb'+(ab'-\-ba')V^ì 
ed il modulo di questo prodotto è 

l'^(na' — bb'y -i-(ab' -\-ba'y = a’o'*-l-ò*6'*-l-a’6''-l-6“a'* 

= l/(S^+i •)■(<? 

Corollario. Il modulo del prodotto d'un numero qualunque di fattori è 
uguale al prodotto de' moduli di questi fattori ■, e il modulo della potenza 
n. ma d' line.’ espressione iiniuagiuaria è uguale alla potenza n. ma del mo- 
dulo di quest' espressione. 

Dichiarazione di taluni paradossi. 

207. Talvolta vengon proposta , su i radicali, delle difllcoUà che imbar- 
razzano il principiante, ma nel fatto poi si superano, non appena si sia bea 
posto mente al significato più o meno esteso dei radicali. 

gonomririi. I.o stesso chi», professore poi hs dito , in altri memori* Inserita nel 
Voi. VI delti memorie dell’ /. K. Iililuto Veneto , eoo loggia tuli’ algebra dell’ im- 
maginarli , nel quale, come più sopre dieeremo , si veggon trattale Te teoricke al- 
gebriche rispetta alle eipressioni immigioirie. C.i doole oon poter, in oue nota, dar 
coDtezza di queste pregiitissime memorie, ni possiamo altrimenti che taicomandar- 
De lo studia, principalmente per ammirare la fecondili di questo nuovo metodo della 
equipullenze i e perchè più eslessmente si trovano trattate le operazioni ( nè pur tut- 
te ) sull' immaginarii, che il oos. A. passa brevemente a diebiartre ne* D. S7k a 276. 
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2G8. Sia per primo esempio i’ espressione 

[1] . ni/?; • 

la quale eon la riduzione de’ radicali, secondo le regole del n." 255, si cam- 
bia nell' altra « 

' ib-y a + 

ovvero 

[2] (26’+5a)l/5: 

Posto ciò se ne’ radicali si considera il doppio segno T espressione [I] 
ammette quattro valori , mentre la [2j ne aminetle due soltanto, si clic 
non si sarebbe nel drillo di dire che le due espressioni [I] e [2] siciio c(|ui- 
valenti. 

Ma attendendo alla maniera onde la riduzione s’esegile, si riconosce clic 
mettendo il radicale J/o fattore comune, si è tacitamente supposto che do- 
veva esser preso col medesimo segno ne' due termini ove trovavasi, e per 
conseguente, invece di quattro combinazioni di segni non ve ne ha che due, 
Vedesi duni|ue che si potrà impiegare col fatto I’ una o l’altra delle due 
espressioni ['] e [2] , come equivalente, purché perii si considerino i due 
radicali che entrano nella prima espressione, come aventi un sol segno, sia 
il + sia il — . 

269. Nell' esempio precedente s’é affissa alla proposta espressione un’ idea 
più gdnerale di quella che la trasformazione , fattale subire , poteva com- 
portare, Ecco ora un esempio in contrario; sia dato il prodotto V' —a xK — 01 
c, secondo la regola della moltiplicazione, {ìoi) s'avrà 

V — axV — * a = — aX — a = K o'. 

Or il radicale 1/^ ha due valori ± a, mentre il prodotto K — axl^ — «, 
come quadrato di K — a, non ha che il sol valore — a; sicché il risnlta- 
mento|/S> racchiude il valore falso, -f- a. 

Ma egli è facile dichiarare questo paradosso*, in elTclli il risultamento é 
proprio quel che dev'essere, e l’errore sta tutto in una falsa proposizio- 
ne, la quale consiste a riguardare il prodotto K — axl^ — a come il qua- 
dralo (ìì\^ — a, mentre esso ha un signilicato più generale, come andremo 
qui appresso a provare. 

Consideriamo, in generale, il prodotto 1 /a XI^b, five A e B dinotano 
quantità qualunque -, questo prodotto deve aver tanti valori per quanti si- 
no possono ottenere moltiplicando ciascuno de' due valori di \/\ |)cr (|iifclli 
diluii; c, per più chiarezza, dinotando con ± A' \ primi e con ± B' i se- 
condi, 1' espressione 1/ A X 1^6 rappresenterà ciascuno de’ qiiallro prnilolli 

-f-A'X-l-B', 4 -A'x-B', _A'X+15', -A'X— 11', 
ì quali ridneonsi ai due soli + A'B' Or il comune quadralo di questi due 
prodotti è A'*B'“ ovvero AB, laonde essi altro non sono che le radici di AB, 
e però , senza restrizione alcuna rispetto al segno radicale , si ha 

VX /^yn = VMr. 

Posto ciò se, invece di [/X~X l/ìT, ci facciamo a considerare il prodollo 
y — aXy^^i la medesima regola deve dar pure i due valori dilfcrciili , 
dio risultano ciimbinaiido i due del primo radicale co’ due del secondo -, o 
per contrario , volendo fare il quadrato di l/^a, siccome in qm-sto caso, 
Fourcy Algebra. 25 
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rinscun valore di questo radicale dev’ esser moltiplicato per se stesso, cosi 
s’avrà sempre — a. _ _ 

Anche il prodotto |/o X Va dà luosfo allo stesso paradosso. Per dire che 
esso è uguale ad a , convien supporre che esso sia equivalente a ([/a )*, 
dappoicchè, lasciandogli tutta la sua generalità, esso è allora e^alea+a. 

§70. Questa dilTìcoUà si presenta precipuamente nei radicali immagiuuriij 
così poniamo che vogliasi riconoscere la giustezza della formola 

[3] V^xV^= — V’ci 

Dinotando con a' e 6' le determinazioni aritmetiche di l/ò e f/s, cioè i 
due numeri positivi , che hanno per quadrati rispettivamente a a b. La- 
sciando ai radicali tutta 1' estensione possibile , si ha sempre 

.V~a = a'V~, l/Z3c=fc'l/ZT, 

e allora le due determinazioni A\ V — a e di V —b risultano da quelle di 
V — t. In conseguenza di questa trasformazione, risiila 

= a’h' (Y—\ xV~i) , 

e pmchè, secondo il detto n el n.° prcc< , si ha, senza restrizione alcuna 
V — ^yV — 1 =^V — iX — l=±Ii dunque 

LA] V~axV^=rha'h'. 

Ma se poi si voglia ritenere che i due fattori del prodotto V —ax ^ — * 
siano le determin azioni di — a e Vllb corrispondenti alla medesima de- 
terminazione di K— 1, aliora si ha soltanto 

K^xK=l = (l^=n)-=-i, 

e quindi 

[6] V—axV^ = — a'b'. 

Dopo di ciò , osservando che il quadrato di a'b' è ovvero ab , ne 
s^c che , se si convenga afiìggere a j/òS la sola idea d* una determina- 
zione aritmetica , si potrà ben dire che a'à' = |/ó5, e scrivere le ugua- 
glianze [4] e [5] come qui appresso, cioè 

— uxl^ — 6 = -+- Kfflà, V — aX^ ~b = — Vab. 

La seronda di queste formole è appunto la [3], e con ciò si vede con quale 
idea ristrettiva debba esser detta trasformazione riguardata. 

271. Abbiasi ancora l’ espressione J/ àV — l. Riducendo il secondo radi- 
cale allo stesso indice del primo , ottiensi 

[6] vz l/=n-= Va i/FlT* = 

il quale risultamento direbbesi essere ad evidenza assurdo ; perocché , es- 
sendo a una quantità positiva, J/ o rappresenta necessariamente una quantità 
reale , mentre l’ espressione data è immaginaria. 

Or in questo esempio v’ ha confusione d’ idee ; imperciocché se nell’ e- 

si)tesbionc |/J |/zri j i| radicale l/à è uua determinazione aritmetica, la 
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detta espressione è veramente immaginaria ■, nè in qnesto caso è permesso 
eseguire la trasformazione , perchè cosi facendo viensi a restitnire ai radi- 
cali l/à*, tutta la loro generalità. A meglio convincerci, sviluppiamo 

tutti i valori de' quali è suscettivo il prodoUol/à (/IH, e perciò sia a' la 

« 

determinazione aritmetica di l/a; allora per avere le quatlro detennina- 
zioni di questo radicale , sarà d’ uopo (246) moltiplicare a' per i quattro 

valori di i quali, dinotando con±a i due- valori di^/^, Cicilmen- 
te si riconosce essere 

+1 , —l,, — <» ; 

perocché elevandoli alla quarta potenza si riproduce -pi ; laonde i quatlro 

4 _ 

di (/a sono 

-f o', — a% + o'«, — a'a. 

•Per avere ora tulli i valori del prodotto l/^ i bisognerà mottipli- . 

care queste quattro quantità successivamente per ciascuno de' valori di y — i, 
cioè per -|- a c — a, e s’ avranno cosi gli otto prodotti s^uenti : 

+ a'a , — (^a , -p a'a' — a'a’, 

— a'a, + a'a , — a'a' -pa'a’j 

ed osservando che i secondi quattro sono gli stessi che i primi, con ordine 
diverso scritti , e che inoltre a' è lo stesso che — 1 , questi otto prodotti 
riduconsi ai seguenti : 

-po'a, — a'a, — a',+a'. 

Così si vede che essi sono appunti i quattro valori di J/ó , e F egui^h’an- 
za [6] è del lutto esatta. L’errore pertanto, che si pretende ravvisare, 

deriva dal perchè s’alTigge al prodotto un significalo ristrello che 

non amineUc la trasformazione alla quale si fa soggiacerlo. 

272. Daremo fine al presente articolo con la spiegazione d’ un altro pa- 
radosso che presenta l’uso degli esponenti frazionari. Sia l' espressione a', e 

• i 

riducendo l'esponente s'avrà = o*-, laonde passando ai radicali, ne ri- 

4 

sulta |/a> =l/a, c quest'eguaglianza non è rigorosa perchè il radicale 
del primo membro ammette quattro valori , mentre il secondo non n’ am- 
mette che due. 

Questa dillìcollà potrà essere presentata in modo più generale poucudo 

«r i 

[7] o"e = a", 
e concludendone 

■r, *, — 

[8] V a'/- = y/ a\ 

Volendo scovrire la eag'ione dell'errore, basta risalire alla convenzione che 
fissa il senso degli esponenti frazionarii (205), i qirali non fanno che r.ip 
presentare de' radicali ^ e per rimanere ne' termini della convenzione , non 

n 

devesi , nell' espressione o", considerar I* esponente come ima frazione or- 
dinaria , ma devesi anzi intendere che il numeratore n indica una potenza 
a farsi , ed m una radice , che quindi devesi estrarre. 
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Am ili' nel caso dir no' radirnli m iiiiiiiultTinu lo solo ilc'loniiìiiir/.ioni arit- 
iiiolirlio , Uolilmiisi pur itisi iiilfiidiTo };li osi»iiioiili l'razioiiurii : o per con- 
sr[;ui ii/:i , liiniji dal jwilorsi liarro dalla j^7J 1' cguagliau/a [8J, al coiili-a- 
rio dovosi da ((ucsta dedurre iiuella, 

Mezio proposto dal Uloimcr per evitar le quantità immaginarie. 


“là. Si è molto olihiellalo contro i risiillanioiiti dio dal calcolo dolio 
CMpicssioui immaginarie b’ ottengono -, iinpcrocdiè si dice esser le regolo, 
clic quivi si usano, dimostrale pe' casi delle grande/,/.e reali, e per analo- 
gia eslcsc alle quantità immaginarie •, oiid’ è che si possono , con ogni ra- 
gione, elevar do' diiblii contro i risiiHamenti che se ii’ ottengono. 

Aikjvmi e, dopo costui, .Mourbv sonosi oi'cupati di coleste dilTicollà, ed 
lian conato lilierarne l'analisi. I mc7./.i da questi geometri messi in opera 
soli piessocdiè simili : Aruanu li ha spiegati nel ISOti in un’ operetta ano- 
nima mlitolala ; Saggi sopra una maniera di rappresentare le quantità im- 
maginane nelle costruzioni geometriche; e Mounsv , nel 18-28, in un'altra 
tqx'relta che porta il titolo: Vera teoria delle quantità negative e delle pre- 
tese quantità immaginarie. Questi scritti son pochi conosciuti, td è per que- 
sto che passiamo qui ad esporre brevemente le vedute nuove elio essi rac- 
diimlonc, 

lìiprendiamn 1' espressione <i-f 6 V — 1, o poniamo a = A cos « , 6 = A 
son a (ti”): queste due eguaglian-/,e liiran conoscere le due qiiantilà A ed «r, 
(htcIu' elevandole a quadralo ed addizionando i risultanicnti s’uttieno 


e dividendo si ha 


S = V a+b\ 


tan <t = - 1 
a' 

laonde roqirossioie immaginaria può metlorsi sello la forma 


A(cos «-f K— 1 sen «). 

r.onsiderantlo che quest’ espressione racchiude realmente due qiianlilò, il 
modulo \ e I' angolo «, propone il liiourey di riguardare il modnlu A sic- 
come egpiimenle la lunghezza d’ una retta OA , ed a come l’angolo AOX, 

che questi retta fiornia con unii retta o asse 
OX, In altri termini può dirsi anrora che 
il modulo A rappresenta una retta d’ una eerl.a 
y/' lungliez'za, la (piale stava da prineipio distes;i 

f Q *^^*'** prendendo quindi un mo- 

vimento intorno all' origine O , verso la parie suivriore, si è scostata per 
im angolo eguale ad a, Mociiky dà un nome (jerseur) (8S) a quest’ angolo, 
0 meglio all’ arco che lo misura, ed alloia , invece dell’espressione iinnia- 
ginarin scrive egli A^, , con che si ha una segnatura mollo eonvenienle a 
rappreseli lare nello stesso tempo e il niodnlo ,\ e l'i'idina-zione «. Si serve 
egli inoltro del nome di strada o cammino (roiile ou cheiiiin ) per dino- 


(ftT‘ 0"' t’ A. (oppone nel Icllore U eonoscrnia della Trigononietria, 

(UHI (.laesta vore non avendola trovala registrala io aienn diiionario, non abbiam 
(apulo in che inaniert rollarla in jlaliano, ed abbiainu invece dato all'angolo a il 
pome d’ inclinazioiie , aduiiuiu dal Kulavitis ( ved. memorie citato nella nota bOj. 
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tare la liinglwizza OA (wsla nella sua veia posizione rispetto all’ asse UX , 
in guisa die A angulo «, o A, è il eammino di 0 verso A. 

Potendo una retta fare intorno all’ origine 0 quante rotazioni si voglio- 
no, e si al di sotto che al ili sopra dell’ asse OX, ne segue che 1’ im lina- 
zione a può passare per lutti gli stati di grandezza sì negativi come (wsi- 
tivi •, sarà esso positivo quando il inoviinenlo comincia al di sopra , c ne- 
gativo nel caso contrario. Da ciò segue che uno stesso cammino OA può 
essere indifl'erentemente rappresentato con una inclinazione a positiva o con 
una inclinazione negativa , purché la somma delle due inclinazioni , fatta 
astrazione dal segno , pareggi ÓW). 

Dalle precedenti convenzioni discende che uno stesso camino può essere 
rappresentato dando alla lunghezza OA un infinità d’inclinazioni diverse. Po- 
niamo infatti, per meglio fissar le idee che.OA sia un camino determinalo, 
e che la corrispondente inclinazione AOX sia un angolo acuto: egli è chiaro 
che la posiziono di OA non sarà per nulla cambiata , ancorché s’ aggiunga 
ad a , oppure se ne tolga , un qnalunqiic numero di circonferenze intere. 
In CAital modo trovasi stabilita questa importante osservazione , che, dino- 
tiindo con Stt 1’ intera circonferenza di raggio 1 , ovvero 3(50° e con n un 
numero intero qualunque , positivo o negativo , l’ espressione A.«ir+i« rap- 
presenterà lo stesso camino che il che s' esprime con 1' eguaglianza 


A.«ir+a = Ajj. 

Facendo corrispondere ad A un’ inclinazione « =0, la lunghezza 0.\ cade 
sopra OX, Quando a 6 uguale a ir, ossia a 180°, questa lunghezza cade su 
la parte opposta OX', ed in questo caso essa rappresenta ia quantità ne- 
gativa — A ■, per mudo che dcbhonsi considerare come equivalenti lo duo 
espressioni — A ed Air, 

Dopo tali preliminari , stabilisce il Mocbet le regole del calcolo algebri- 
co , indi passa alle equazioni , e rifa rosi , per intero , 1’ algebra. Qm ri 
limiteremo soltanto a dare un’ idea compendiosa del modo, onde prcs<-nla 
le operazioni londamentalì del calcolo, ed a mostrare l’accordo tra i risOl- 
lamenti della nuova a,'gebra e quelli delf algebra ordinaria, 

271. Addizione, Per dichiarare quest’operazione a^umeremo due sole 
quantità , potendo facilmente estendere , quanto saroiiio per dire , ai casi 
ne’ quali se n’abbiano in maggior numero. 

Poniamo jiertanlo che si tratti delle due quantità A^^ e f!^, rappresentato 
“ ' “ da OA , OB. 1.0 scopo che ci pro- 

poniamo nclf addizione di queste due 
quantità sarà quello di portare OB in 
continuazione di 0.\, secondo una di- 
rezione AG pmallela ad OB c nello 
•stesso senso; allora il cammino 0(5, 
_ - clic unisce 1’ origiiie O eoli’ estremo 

X* 0 M N della retta spezzata OAC, è il risul- 

famento dimandalo, al qurle si dà il nome di mnma a totale. Cosi, dino- 
tando con H la lunghezza (M5, e con p la sua incliiiaziouc s* avrà 



[ 1 ] A^-f-Bp — B(i, 

Per cjilcolare le due quantità R e p il miglior mezzo è quello di abbas- 
sine .\M c ex perpendicolarmente sopra OX, e AP pcr|)endicolarc sojira CX'. 
diiiutaiidu con A', B' i lati O.M ed AM del triangolo rettangolo 0.\M , con 
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A" e B" quelli del triangolo ACl’, ed è diiiiro che quelli del triangolo OCN, 
ci(jè ON, CN saranno rispellivainente A'+A", B'+B", e che per conseguen- 
za questo triangolo farà conoscere le due quantità n , f per mezzo delle 
due formole 

R = 

Paragoniamo ora la formola [1^ con quella che si trova facendo uso de- 
gli iminaginarii. L' espressioni A^, rimpiazzano gl' iinmaginarii 

A(cos a -t- v/ — t sen «), B(cos /8-1- — 1 scn |8) -, 
c , addizionando queste due espressioni , risulta 

A cos «-f-Bcos — 1 (A seu «-f Bsen/S). 

Or i triangoli rctlangeli OAM , AGP danno 

A cos « = A', A sen « = B', B cos fi — A", B sen /3 = B", 
quindi la somma precedente può scriversi pur cosi 

A'-f-A"-l-v'^rr(B'-l-B"). 

Stando alle considerazioni stabilite sul principio di quest’ articolo, poniamo 
T = 

e la somma in discorso si trasforma nell’ espressione seguente 


V^(A'-|-A")’-f(B'-l-B")* 
. B+B" 


'(A'-l.A"y-l-(B'+B")* 

B'-l-B" 

^ ~ A'-l-A" 


T(cos $ -p — 1 sen $) , 

la quale , secondo la segnatura di Mocrrt , corrisponde a *, e poiché i 
valori di T e di $ son gii stessi che quelli di R e p, così si fa palese rac- 
cordo de’ rìsultamenti. 

SoTTBA7.io>B. Oncst’ operazione , inversa dell’addizione, devesi fare por- 
tando la qiiantilà da sottrarsi ili una direzione contraria a quella che le si 
darebbe se dovesse invece essere addizionata. 


iltì. Moltiplicazione. Poniamo che abbiasi a moltiplicare A,^ per B^ i 
quali fattori rappreseiilano delle grandezze A e B misurale sopra due ret- 
te UA , UB, che fanno con l’asse ÒX rispcUivamcnlc gli angoli a = AOX, 



fi = BOX. È d’ uopo primamente 
dar alia dennizioiie di moltiplica- 
zione r estensione che le si convie- 
ne affinchè possa applicarsi al caso 
attuale. A tal fine Moubev, consi- 
derando che il moltiplicatore B^ in- 
dica una retta , la quale si scosta 
dall’asse OX per un angolo /8, ri- 
guarda la moltiplicazione siccome 
un’operazione, che ha per obbietlo 
di prender da prima la lunghezza 
A, nella sua direzione attuale, tan- 
te volle per quante sono le unità 
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contenute in 6, e per quindi girare la nuova retta OA' intorno al punto O 
per un angolo fi e prendere cosi la direzione OC -, donde segue che , di- 
notando con AB il prodotto delle due grandezze , fatta astrazione da qua- 
lunque idea di posizione , il prodotto cercato sarà Laonde si ha 

A»XB^ = (AB),+^-, 

cioè, n moUiplieano i moduli A e B, ucondo le ordinarie regole delV arit- 
metica, e s'addizionano le inclinazioni a e fi. 

Paragoniamo ora il prodotto (AB) ^ 4 -^ con quello che ottiensi, facendo uso 
degl' immaginarli; e poiché i fattori A^, rimpiazzano le espressioni im- 
maginarie 

A(cos «r+ — 1 sen «), B (cos /3-|- 1 sen fi), 

il prodotto ne verrà dinotato da 

AB[(cos <t cos fi — sen « sen j8)-l- ^ — 1 (cos « sen /B-f sen «t cos /3)] ;, 
ma , secondo le formole di trigonometria 

cos « cos fi — sen « sen /3 = cos («+i8Ì, 
cos « sen /8 -1- sen « cos |3 = sen (<t+/3), 

dunque in fine il prodotto richiesto verrà dinotato da 
AB[cos(«-f-,8)-1- sen («-I-/S)], 

dal che si scorge che quest’ espressione è d’ accordo con l' altro prodotto 

(AB)jt+;S. 

Se ciascuna delle due inclinazioni «e |8 è uguale a« ovvero 180°, s'a- 
vrà A, X B)r= A,y-, ma A, e B,, sono la stessa cosa che — A e — B , e 
(AB),„ è lo stesso che + AB , dunque — Ax — B= AB, e ciò coincide 

con la regola conosciuta che — per — dd -!-• Allo stesso modo si trovano 
gli altri casi della regola dei segni. 

Divisione, in quest'operazione si ha per oggetto di trovare un'altra quan- 
tità, il quoziente, che moltiplicato pel divisore riproduca il divìdendo, donde 
tosto si conchiude che 



il che vuol dire che si divide il modulo del dividendo per quello del divi- 
sore , e si Sottrae l’ inclinazione del divisore da quella del dividendo. 

276. Potenze. Come una conseguenza della moltiplicazione , si conchiu- 
de che 

(A.)* = A.A„ = 

. . (A«)’ — (A*)««Aj, 

Cd in generale 

(A,)- = (A-)... 

Radici. Invertendo la regola contenuta nella formula precedente, si trova 
che quella relativa all* estrazione di radice è compresa nell’ultra 

, Va« = (^à)s. 

m 

Volendo trovare i diversi valori di questo radicale, si osserverà, in pri- 


~ (A’)3»> 
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DIO lunfio , che dinotando con n an numero intero qualunque , A" equivale 
ad (A")a.rj e però 


Or potendo dare ad n un valore intero qualunque, poniamo che dividendo n 

per m s’ abbia per quoziente q e per resto r , si che = 2n. y + 

e sopprimendo in quest’ inclinazione il termine Sir.f, che ò un numero esatto 
di circonferenze, la grandezza e la posizione non saranno alterate, c s’ avrà 

m > 

Posto ciò i valori che si possono assegnare ad r sono minori di m , e 
però tacendo r = 0, 1, 2. ..m — 1, ne risulteranno pel radicale propo- 
sto lì m valori seguenti 

A„ At», A^^r, . . , A(«_,)^: 

m M M 

Pertanto il detto radicale ha m valori, i quali vengono rappresentati dai 
raggi che dividono in in parti eguali la circonferenza d’un cerchia di rag- 
gio A. È sottinteso che uuo di questi raggi, A„, è quello che fu d'origine 
allf! inclinazioni. 

Se , invece di A", s’ avesse — A" sotto il radicale, si comincerebbe dal- 
r osservare che — A" = (A”').,,^^.,, ; e quindi gli m valori del nuovo radi- 
cale , s* otterranno aggiungendo — ad ogni inclinazione che si trova ne’ va- 

IH 

lori del primo. 

Prendiamo ad esempio i radicali e |/— a*. I valori del primo sono 
A^ cd cioè i due raggi opposti -f- A e — A, quin di i valori del secondo 
sono A„. ed A,,,. In questo mudo il radicale [/ —a> non presenta più alla 
"a IT 

mente un’ idea d’ impossibilitò, perchè rappresenta due cammini opposti ed 
eguali , ed entrambi perpendicolari al raggio A„. 

277. Senz’ alcun dubbio abbiamo molto compendiata 1' esposizione della 
nuova dottrina-, ma ciò è sullìcicntc per mostrare in che modo le difTicoItù 
relative agl’ iiiimagìnarii sarebbero state lolle, se nel momento in cui questi 
simboli si son presentati per la prima volta, lor si fosse dato il significato 
chiaro e preciso ,con che l’ intende il Mouhev. Nulladimcno v’ ha luogo a 
pensare che se con ciò l’ algebra sarebbe divenuta più rigorosa , avrebbe , 
da un altro conto , discapitato nella sua semplicità -, ma che che ne sia di 
ciò , le dichiarazioni da noi presentale fanno molto bene prevedere il per- 
fetto accordo de’ rìsiiltamcnti de’ calcoli ordiuarii con quelli die oUerrebbunsi 
con 1’ uso delle iudiiuzìoni. 
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PnOlHISIZlONI su I NUMERI — GRANDEZZE INCOMMENSURABILI E APPROSSIMAZIONI: 
DELLE BADICI. PROIiRESSIONI. FRAZIONI CONTINUE. 

Propotisioni $u i numeri. 

278. Teorema. Il prodotto di più numeri interi é sempre lo stesso^ qua* 
lunque sia l' ordine de’ fattori. 

Punbmo priniaineiite che sieno a e 6 ì due ultimi e consecutivi fattori , 
che l* dinoti il prodotto. di tutti gli altri precedenti : dico che s-irà Pah ~ Vba. 
Imperocché moltiplicare P per a vuol dire prender P tante volte per quanta 
sono le unità contenute in a , c quindi 

Pa=P+P+P+.. . 

essendo il secondo membro di quest' eguaglianza la somma di a termini 
eguali ciascuno a P. B volendo ora moltiplicare Po per 6 sarà bastevole 
prendere b volle ciascuno di questi termini , e s’ avrà 

Pa6 = Pà+Pà+Pòq- . . . . j 

ma quest’ ultima somma contiene a volte il termine P6 , c però é uguale 
a Pòxn , ovvero Pfta -, laonde Pai = P6a. 

Se tulli i fattori di-P fossero eguali ad 1 , s’avrebbe P = 1 , e quindi 
r ultima eguaglianza riducendosi in questo caso ad a'> — àa, si concliiuJe 
che il teorema enunziato è vero nel caso de’ due fattori. . 

Poniamo ora che s’ abbia un prodotto abede , composto di quanti si vo-‘ 
glian fattori ; e per ciò che or ora si è dimostrato possiamo invertir l’or-* 
dine de’ due fattori , e perciò sarò abede = aheed. Per la stessa ragione 
abce= abeC , quindi abede — abecd\ cosi continuando si fa passare il fai-- 
tore e per lutti i posti da dritta a sinistra -, e quel die si dico per e vai 
pure per qualunque altro fattore. 

Riprendiamo il prodotto abede, e rimpiazzando ah con ba, sarà ahcde=bacdet 
ma per la stessa ragione si ha pure hoc = bea, dunque abede = bcade ; donde' 
sì vede che si può pure portare un fattore da sinistra a dritta facendolo 
passare per tutti i posti intermedii. 

Pertanto si può far passare un fattore ad un qualsiesi posto , cioè , in 
altri termini , si può invertire come si vuole 1' ordine de’ fattori , nè per 
questo si altera il valore del prodotto. 

279. Osservazione. La dimostrazione precedente è applicabile ai numeri 
interi soltanto , e , uulladiraeuo , il teorema è generale per qualunque si.l 
la natura de’ fattori, Cosi se v’ha dei fattori comiiosli il’ interi aggiunti a 
frazioni , questi si posson sempre ridurre ciascuno ad una sola frazione, e 
riguardando i fattori interi come altrclUiiite frazioni aventi per di'iiomina- 
tore r uiiilà, allora può dirsi che il prodotto di tutti i fattori nttiensi di- 
videndo quello di tutti i numeratori per (|uello di tutti i denominatori *, e 
cangiando 1’ ordine de' fattori primitivi non si fa che ciirnbiare Tordi ne dei 
fattori interi esistenti nel numeratore e nel denominatore, e in questo caso 
il teorema è già dimostrato, dunque esso è pur vero quando tra r fullori 
ve n’ avessero de’ frazionarii. 

.Se fioi tra i fattori ve u’ ha degli incommensurabili , per riennoseere la 
verità della proposizione, bisogna spiegare il senso che in questo easos’al-- 
Foureij Mijebra. 3li 
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IrilMiisro alla parola prodotto: qupsto non avrebbe, in questa circostanza, 
alcun significalo se non lo si riguardasse come un limite verso cui tendono 
i varii prodoUì che ottengonsì, rimpiazzando i (attori incommensurabili con 
altri c tanti commensurabili clic ai primi indefinitamente s'avvicinano. Or 
questi prodotti successivi non cangiano col mutar l'ordine de’ fattori, quindi 
lo stesso avrà luogo pel prodotto che contiene i fattori incommensurabili. 

280. Corollarii. I. Non cangiando un prodotto col mutar l’ordine de' fat- 
tori, si ha mXabc = abem — mabe ; dunque si moltiplica una quantità per 
un prodotto, moltiplicandola successivamente per ciascun fattore. Questa di- 
mostrazione già si sapeva per la nota al n.° 55. 

II. In generale, molliplìrandu tra loro più quantità P, Q, R, . . . si può 
cousuleraie il loro prodotto, come composto di tutti i fattori di queste quan- 
tità. £ per l'eruiu , secondo la regola precedente , scriveudu i fattori di Q 
in seguito di quelli di P , $' indicherà un prodotto PxQ i e parimente se 
in seguilo de' fatturi di P e Q si serivaiio quelli di R, s' indicherà un pro- 
dotto eguale a PaQxR , ec. 

Ili. £ conseguenza di ciò rhe ogni numero intero, il quale divida esat- 
tamente uno de' fatturi d’ un prodotto di più numeri interi, deve dividere 
esaltaincnte questo prodotto. 

A questo proposito devesi osservare che un numero può talvolta dividere 
esatlauienle un prodotto, quantunque non divìda alcuno de’fattori. Per esem- 
pio, 20 non divide ne' 12 ne’ 15 e nuUadimeno divide il prodotto di questi 
due numeri , che è 180. Ciò avviene dal perchè 20 è composto di fattori 
che taluni Irovansi in 12 ed altri in 15. Ma se 20 -non avesse alcun fat- 
tore comune con l'uno de* fattori 12 c 15, esso dovrebbe necessarìanienle 
divider I’ altro , come andrà a provare il seguente 

281. Teobbma. Ogni numero P-, il quale divide esattamente u» prodotto 
AB di due numeri , ed i primo con uno di essi, deve necessariamente divi- 
der l'altro. 

Ponumo die P sia primo con A; allora operando su questi due numeri 
come se si volesse trovare il loro massimo comun divisore, devesi necessa- 
riamente giungere ad un resto eguale ad 1. Sia A > P , e dinoti 

0 il quoziente di A per P , ed R il resto *, 

• Q' il quoziente dì P per R , ed R' il resto -, 

Q" il quoziente di R per R', ed R'' il resto 

ec. 


Queste divisioni successive dan luogo alle uguaglinze seguenti 
A = PQ-fR, P = RQ'+R', R = R'Q«-|-R'', ec. 
e , moltiplicando ciascuna per B e dividendola per P , si ottiene 


p — *^+ " — P ^ ~Ì>~’ 


BR_ BR' BR» 

■p — p U + pi 


ec. 


Posto ciò, secondo l’enunziato, AB è divisibile per P, c quindi il secondo 
membro della prima di queste eguaglianze dev’essere un numero intero, e 
poiché BQ è un intero, è d’ uopo che sìa BR divisibile per P. La seconda 
eguaglianza in seguito prova, che la divisibilità di BR per P porla per con- 
seguenza quella di BR' per P-, indi la terza prova che la divisibilità di BR 
e BR' per P porla per conseguenza ancora quella dì BR" per P; erosi ap- 
presso. Laoodc i prudulli di B poi successivi resti sono tulli divisibili per 
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ma r ilUimo di questi resti ò K , dunque Bxl ovvero B è pur esso divi- 
sibile per P. ('.io che bisognava dimostrare, 

283. Corollario. Un numero primo P , die divide il prodotto . . 

di più numeri, deve divìdere uno di questi. Scompongasi questo prodotto 
in AxBCU. . .E; e poiché P è un numero primo, se non divide \ sarà 
primo con questo numero, e però, in virtù del teorema preo*dente, dovn» 
dividere BED .... E. Si scomponga parimente quest’ iillinio prodotto in 
BxUD ... E, e si concbiuderà pure che se P non divìde B, deve iimsjs- 
sariamente dividere CD ... E. A questo modo continuando si scorge che se 
nessuno de' fattori precedenti ad E sia divisibile |>er P, dovrà necessariamente 
essere E divisibile per P Pertanto P divide uno de’ fattori (80^. 

285. Teorema. A'on v ha che un eoi »i$tema di numeri primi^il prodotto 
de' quali eguagli un numero dato; ovvero, in altri termini, due jnrudotli di 
numeri primi non possono essere eguali, se non sien comimsti di fattori eguali 
ciascuno a ciascuno (DO). 

Sicno ahed .... e ABCD . . , . i due prodotti eguali. Essendo il primo 
divisìbile jier a dev’ esserlo pure il secondo prodotto ABIiD ; ma a ed 
A , B, C, ec. son tutti numeri primi, quindi se a non è uguale a qualcu- 
no di questi fattori A, B , C, etc. non può neppure dividerlo. Or, secondo 
il teorema precedente , se a non divide nè A nè B non |miò dividere il 
prodotto AB-, e non dividendo nè;^\B nèC, non può dividere ABt;-, e cosi 
appresso -, laonde perché a possa dividei-e il prodotto ABCD .... deve es- 
sere uguale ad uno de’ suoi fattori. Poniamo dum|ue elle sia n= A, e to- 
gliendo dai due prodotti eguali questi fattori eguali , i riinaniMili prtHlotti 
hcd . . . , BfiD . . . saran pur essi uguali -, donde si concbiuderà, come in- 
nanzi che 6 dev’ essere uguale ad uno de’ fattori B , C , D . . . , e sia B. 
Allo stesso modo si dimostra che dev’essere c = C, c cesi appri-sso^ laonde 
i due prodotti abed. . ., ABCD. . . son composti degli stessi fattori primi. 

Questa dimostrazione non richiede che i fattori a, b, c, . . . sieno disu- 
guali -, in guisa che se, nel primo protlollo , un fattore trovasi più volte 
ripetuto, altrettante volte deve trovarsi ripetuto nel secondo. 

281. Da questo tet)rema discende un gran numero di curuilarìi, e qui ci 
limiteremo a numerarne solo i principali. 

I. Un prodotto di più numeri contiene lutti i fattori primi che questi 
numeri compongono , nè può i-ontenerne altri. Iniperoccliè , da una fvarlc, 
( 280, cor. Il ) è dimostralo che il prodotto di più nunu'ri può esser «>n- 
sider:ilo composto di lutti i fattori primi di questi numeri^ e d’altra jwr- 
te (285), non v’ Ita che uu sol sistema di fattori pricni, il cui prodotto sia 
eguale ad numero dato. 

II. Una frazione i cui termini son primi tra loro non può essere ridotta 
a più semplice espressione. E per fernao sicno a e A due numeri primi , 


formanti i termini d’una frazione, e sia , se è possìbile 2 = £ essendo 

h 6 ^ 

a' <a. A' < A-, e poiché dall’eguaglianza stabilita ne risulta F altra ny=ba‘, 
ed a e A, per ipotesi non hanno alcun fattore comune, ne consegue i he o' 


(89) Di ciò srRoe incori cko ae lotti I fittori sono esaili Ira loro, e ebe perciò 
il prodotto ABCD ... B li elogia lo ani poteoii A**, il nomerò prtiau P ch« divi- 
de .V", deve dividere pure A; cioè se no nomerò primo divido una potenzi , deve 
divider pure li radice di questa potenza. 

(90) O più breveroesle socora: vn numiro dafonon può ssumporst in fitllori primi 
che in un sol modo. 


00 1 I.RT.lOM n «I^RIIRA. 

niiiliiMic i ratliiii primi di a, i- h' ({uclli di b\ iaondo i numeri a' e b' non 
possoiin ciìserc minori di b (IM). 

III. >Diie proilcitti di numeri interi sono primi tra loro, quando i fatlori 

dell' uno sono primi con quelli dell'altro. Sieno .MiC ■ . ubc . ... i due 

pi'odolli ( e poiché ABd . . . non ha altri divisori primi che quelli de' fat- 
tori A , B ed il prodotto abc. . . . non ha altri <livisori primi che 

((lielli de' fattori a , b , c . . . . , così ne se"ue che se ucssuno de’ numeri 
A , B , ha de' divisori eommii con u , b , c , cc. gli stessi prodotti 

non possono ammettere divisor comune. 

IV. Se o e 6 son primi tra loro, le potenze a" e 6* si trovano nel caso 
del corollario precedente, e però qo«'ste potenze sono pur esse due numeri 
primi tra loro. Gli esponenti m ed n |)ossono d' altronde essere uguali o 
poro disuguali. 

V. Il massimo divisor comune di piii numeri è uguale al prodotto di tulli 
i faltori primi comuni a questi numeri. Sia, infatti, I) il massimo divisor 
comune di piii numeri : i fatlori primi di (]ucsto divisore dehbunsi , p<d 
cor, I , trovare tra i fattori primi di ciascuno de’ numeri dati •, nè ri può 
csseru alcun altro fattore primo d comune a tutti , altrimenti i delti nu- 
jneri aimuellerebbero il divisor romune Dd, che è maggiore di D. 

Da ciò segno che se si determina il massimo divisor comune, D di duo 
munì ri A o B, |k)ì il massimo divisor comune D' di D e d’ un terzo mi- 
nierò G, sarà D' il massimo divisor comune de' Irò numeri A, B, C. Quo- 
slo principio si può applicare ancora quando s’avessero più de' Ire numeri. 

vi. Bali pili numeri , comivmiamone un prorlolto in guisa che ogni fal- 
lure pi'iiiin appartenente a qualcuno di«(piesli numeri si trovi in questo pro- 
dotto con I' esponente il più elevato tra quelli ai quali trovasi elevato in 
questi diversi numeri \ il prodotto così formato sarà il più pic-col numero 
divisibile per ciascuno de' numeri dati. Imperocché egli è chiaro che se un 
mimero non contienu UiUi questi fattori, o li contiene elevati a potenze mi- 
nori , non sarà esso divisibile per ciascuno dei numeri dati ; e d' allrondo 
se. olire questi fattori, ne contenesse ancora degli altri-, sarebbe maggiore 
del prodotto di cui è parola, 

28.'», l'noBi.KMA. Trovare tutti » divisori <f un dato numero N. 

i.U prillili idea, che naturalmente sì presenta, nella risoluzione di questo 
prolilemu , è certo quella di mettere alla pruova la divisione del numero 
dalli N |HT 1 , 2 , 5 , A , , , sino ad N ; ma questo numero di divisori da 
sperinicnlarsi può rendersi inferiore , osservando che , se D è un divisore 
di N e B' è il quoziente di N diviso per D, si ha DB' = N, ovvero 
BO' - ^/fT X l/tT, sicché se B < j/N , al^ contrario B' > |/iT Laonde dopo 
ver trovati tutti ì divisori minori di \/ n , i quozienti otlenulì , dividendo 
^ per questi divisori , saran quelli maggiori diJ/N^ 


(9t) Si può IroTire nel tempo stesso le relsiiooe che deve pesstre tra I termini 

t' e quell nei perché l' egaaglitnii possi aver luogo nel ceso che > sia 

DRS frsiioue irreducibile. Peiocchè, risullendo dall'egnaglianie precedente l'altra 
oh* 

quella seconda frasione dev'essere un numero intero, quindi ai dev' es- 
ser divisibile per h, ma questo oamero non diride a, dunque deve divider s (38t), 
{loò dev'cBser b>=kb, ove A dinota un numero iplcro. Allora ssri pure ka. 

Cioè psrcbè una fraiinno aia èguale ad nn' slira irredncibile , i termini della prima 
dabbuuu estera ngualuienle moliiplici de' rispettivi termini della seconda. 
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Cosi, por esempio, sia N = 5«0', la radico quadrata di 560 è compresa 
tra 18 e 19, e quindi si dividerà 560 solo pò' numeri 1, 2, 5 ... 18, con 
che s' avranno tutti gli altri , come qui appresso si veggon segnati 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, lo, 18 

3C0, 180, 120, 90, 72, 60, 43, 40, 56, 50, 24, 20. 

286. Problema. Formare una tavola di numeri primi. 

Secondo la definizione del numero primo, questo non può avere altri di- 
visori che 1’ unità e se stesso -, e però se , applicata la regola precedente 
ad un dato numero , non siesi trovato alcun divisore , si è certi che quel 
numero è primo. Ad evitare molli calcoli , si sono costruite delle tavole , 
che contengono tutti i numeri primi , sino a certi limiti (•), 

Il modo più semplice di costruir queste tavole sta nello scrivere l’un do- 
po l'altro i numeri impari 1,3, 5,7,9, ec. sino a quel limite elicsi vuo- 
le, e sopprimere tutti i multipli di 5, quei di 5, quei di 7, ec. Cosi fa- 
cendo è chiaro che restano i soli numeri primi , ai quali debbonsi aggiun- 
gere ancora gli altri due numeri primi 1,2. Or è fàcilissimo scorgere co- 
testi multipli , perchè quei di 5 si hanno , contando i numeri 5, 5, 7, ec. 
di 5 in 5 a partire da 5 ■, quei di 5 si hanno contando di 5 in 5, a par- 
tir da 7 , e così appresso (••) 

287. Osservazioni. I. La serie de’ numeri primi è illimitata -, perocché , 
se altrimenti fosse , rappresenti n il massimo tra tutti, e , formato il pru- 
dono P= 2. 5. 5 . . . . n, il quale racchiude tutti i numeri primi, sarà 
d'uopo che il numero P-{-l, che è maggiore din sia divisibile per qualcuno 
di questi numeri \ ma ciò è palesamcnte impossibile , perchè si trova sem- 
pre per resto 1 , dunque è pure impossibile che la serie de' numeri primi 
sin limitala. 

II. Paragonando tutti i numeri coi multipli d'uno stesso numero, si trova 
che possonsi essi rappresentare sotto forma diversa. Per esempio , parago- 
nati a 6 , si potranno rappresentare con una delle sei formule 

6a: , 6x-f-l , 6x-p2 , 6®-f3 , 6j-|-4 , 6x-f5 , 

dove X dinota un numero intero qualunque. Volendo però i soli numeri primi 
non si potranno altrimenti adoperare che le sole due formole 6j;-f-l, 6x>-(-5-, 
|MTcliè tutte le altre danno de numeri divisibili per 2 o per 5 , e perciò 
non primi. Osservando che 6ar-}-3 = 6(i-)-l) — 1, e che essendo x un in- 
tero (|ualunquc , si può in questa formula sostituire x ad x-f-1 , ed avero 
perciò 6* (**) — 1 , ne segue che tutti i numeri primi , ad eccezione di 2 e 
di 5, che soli divisori di 6, van compresi nella formola 

N = Cj_hl. 

(*) Lioekdrb citi pirticoUrmente le tavole di Crsbkac e quella di BcacanARDT. 
Halle prime ai trovano tolti i numeri primi aino ad 1000 000, e i diviaori di tutti 
pii altri Domeri compresi in questo limite. In quella di Burckhardt poi si esten- 
dono i nomeri primi sino • 3 036 000. 

(**) S’ immagini ani tavuletia forata di tanti bachi , dispoati con ordine, in lince 
orizzontali , a atavi nel primo baco il nomerò 3, nel secondo 5, nel terzo 7, e rosi 
per gli altri numeri impari; indi a mano a mano che, contando di 3 io 3 di 3 in 
S , di 7 in 7, si giunge ai mnltipli che si dfbbono sopprimere, zi tolgano essi d.ii 
corrispondenti buchi in cui si trovano, i quali perciò rimarran vuoti; cosi sulla ta- 
voletta vi rrsteranno solo i numeri primi. Tal' è appunto il famoso crivello ( cribrum ] 
di iìRATOsiE.vB , il quale viveva in .llessaudrit '.18U anni prima di U. C. 
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Iti nimlo amilogo si ragion», prendendo i multipli d'un altro numero di> 
verso da 0. 

2S8. Problema. Scomporre un numero in (attori primi, e trovar quindi 
tulli i tuoi divisori. 

Un numero qatilunqiie N, purché non sia primo, può esser sempre rap- 
presentalo da un prodotto di numeri primi a , 6 , c , ec. elevati ciascuna 
ad una certa potenza , in guisa da essere N = a"ò’ce. . , , ed il problema 
proj¥tsto si riduce ad elTetluare cotesla scomposizione. 

Prendiamo ad esempio il numero SOt. Dividendolo successivamente per 2 
tante volte per quanl’è possibile, s’ottiene 

504 = 252x2 = 120x2x2 = 63x2x2X2 ; 

indi si divide 65 , tante volle per quanl’ è (possibile , per 5 che è il piii 
pirrolo numero al disopra di 2 , e si ha 63 = 2lx3 = 7x3xS- Pertanto 
504 = 7x3x0x2x2x2, ovvero, seti’ altra forma 

504 = 7x3’X2> 

Se la divisione per 5 avesse menato ad un uitimo quoziente che non fosse 
stato come 7, un numero primo, allora si sarebbe continuata l’operazione 
jxtnendo alla priiova gli altri numeri primi 5 , 7 , ec. 

Trovati cosi tutti i divisori primi di 504, riuscirà facile formare tulli i 
divisori , i quali altro non sono se non quei numeri che oltengonsi pren- 
dendo i fattori primi ad uno ad uno , a due a due , ec. *, e per esser si- 
curi di non ommellere alcun divisore, si adatta la disposizione seguente 

1, 

2, 

5, 6, 12, 24, 

U, 18, 36, 72, 

7, M, 28, 56, 21, 42, 

84, 108, 03, 120, 252, 504. 

La prima colonna a sinistra contiene il numero dato e i quozienti delle 
divisioni successive. Accanto a questi numeri, in una seconda colonna, tro- 
vansi segnali i numeri primi, presi per divisori. In flne alla dritta di que- 
sta colonna si segnano tutti i divisori di 504 , nel modo che passiamo ad 
esporre. 

In lesta alla terza colonna , al disopra della linea orizzonLale in cui si 
contiene .504, si scrive l’unità, che deve riguardarsi come il primo fattore 
di .501. Si moltiplica quest’ unità pel primo numero della seconda colonna, 
e s' ha cosi il divisore 2 , che si scrive accanto a questo numero. Si mol- 
tiplii-ano inseguito i divisori già ti-ovali 1 e 2 pel secondo numero della se- 
conda colonna", c ommeltendo la ripitizione del prodotto 1x2 ovvero 2 , 
s’ ottiene il nuovo divisore 4 , che si scrive su la linea dell' ultimo molti- 
plicatore. Si continua a questo modo sino a che si moltiplica finalmente per 
l’ultimo numei'o 2 della seconda u>lonna , il che dà un’ultima serie di di- 
visori , la (luale sarà sempic terminala dallo stesso numero dato. 

Conoscendo i fattori primi d’un numeio si possono altrimenti ancora tro- 
vare i suoi divisori. Puniamo che un numero N scomposto ne' suoi fattori 
primi sia N = a"à''cf’. . . . •, i divisori di N saranno rappresentati dalla for- 
inola a^'b 've '. . . . , ove gli esponenti m', p' non debbono sorpassare 


504 

252 

120 

05 

21 

7 
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m, n, p. . . . \ dnl che si riconosce che questi divisori saranno i dilTurenli 
termini che ottengonsi eseguendo il prodotto 

P = (i+a+o’+..+o")(l+6+6’+...+t-)(t+c+c*+..+ci’). ... 

S89. OMemutoni. La moltiplicazione de’ due primi polinomi! di qiieslo 
prodotto dà un numero di termini espresso da (m+1) (n+t) •, per (•oiise- 
guenza quella de’ tre primi polinomii dà (m+t) (n-i-t) (p-f-t) termini, e 
cosi appresso ^ laonde il numero totale de' divisori di viene rappresen- 
tato da 

(m-i-1) (n-l-1) (p+1) . . . 


Nel tempo stesso P è la somma di tolti questi divisori •, e poiché secondo 
n num.° 55 , i polinomii che compongono P sono rispettivamente uguali a 
— 4 — 4 

- j — —, ec. (92) , cosi delta somma P di divisori può espri- 

mersi pure cosi 


P = 


— t — t — t 

/? ì ^ A ^ "7 ì X • • • 
fl — 1 b — 1 c — 1 


(91) Sol proposito di qneste formolo , crediimo olile oggioogere In qorsto nota 
altre proprieU relilire ai nameri, e pirtieolirmente per qoei del nostro siatemi de- 
cimale. E prima d* ogn' altro giori osservare che te a, b, e, d ... i, k, l sono le n 
cifre d' on nomerò N rootite a partir dalla destra, esso nel sistema decimale, sarà 
Il somma delle potenza soecessire di 10 moltiplicaM rispeUivaaMate per a,b,«..p 
e però a’ arri la formoli generale 

[1] N = fl-i-tOà-|-10’c-HO’tf-|-...t(>r-’t-f-tO'— t-f IO"— <: 

cosi per esempio se 3 è la cifra delle onità , 2 quella delle decine , 7 quella dell» 
eentioaja e 8 quella delle migliaia di un numero , questo sarà espresso da 

N = 5+2. 10+7. 10"+8. 10>= 8725 

Volendo dividere il nnovo ff per IO per 100 per 1000, ee. basterà fare questa di- 
visione su ciascun lennioe del secondo membro della [I], a supponendo per fissar lo 

idee che si faccia la divisione per 1000 = 10> , ed osservando che 10- 'a» 

^ = 10-6,^*=10-e, S’avrà 

[2] ^ = l0-’a+10-’6+40— c+d+...+10"-*i+tO"-»i+tO"-‘f. 

Or con la divisione di iV per fO*, ossia per iroO , il numero If ha acquistato Ir» 
cifre decimali > dunque on numero N eoo m cifre decimali , sarà ra|ipresentito da 

ed avrà nel suo sviluppo ordinato secondo le potenze ascendenti della base IO, 
vn potenze negative di questi base. 

Quando il numero iV ai divide in groppi, a partir dalla destra, contenenti lo stesso 
numero m di cifra tra significative e seri, e si dinotino con A, B, C, ... i rispet- 
tivi valori numerici di cotesti groppi, il numero iV può essere rappresentato ancora 
dalla formola 

[5] A'= 4+B.tO-+C.tO»’"+D.U>“'+. 

Per esempio 0 numero 84 745 096544 scomposto io groppi di 3 cifre ognuno, a 
partire dalia destra , è rappreseoiato da 

544 + 9610» +74.5. 10" + 84. IO". 

Oc iBUi i lermini del secondo membro della formola C31, ad eccezione del primo 
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Per esempio , sia N = 504= 2’x3*x7 ; sarà « = S,fi=2,p=l, 
e però il numero dei divisori di 504 sarà 4x5x^=-^t e loro som- 
ma sarà 

2» 4 5j 4 7« I 

2 15X13X8 =1560. 


sono ■ppareoiemeote divisibili per 10» e perciò per ao dirisore qotlanqoe di IO»; 
laonde se incora A fosse divisibile per questo divisore medesimo, ludo il numero 
K lo sarebbe parimente ; ma A dinota le m cifre di questo numero N , dunque la 
la divisibilità d' un numero N per un diviaore di IO» è dipendente dalle nliime m 
cifre a destra. Cosi nel numero precedeute 81748 095 544 l'ultima terna di cifre a 
dritta cioè 814 è divisibile per 8=3* che è no divisore di 10’, dunque tutto il 
numero è divisibile per 8. 

Considerando fioilmeote una fraiione decimale periodica, e supponendo che il suo 
periodo sia di m cifre non esclusi i zeri , e che il valor numerico del periodo sia 
p, Il detta frazione periodica y sarà rappresentata dalla formoli 


F = ^P- 4- P 4.^P~A. 

10»^ 40*»^ lO'»^"'* 


W • 10» ^ 10 

Teniamo ora alla formola , trovala nel n.°53, eloò 


la quale col porre a = 1 diviene 

?*^=a:»-‘+*»-*+j:»-«+...+a:*+x-|-l , 


e fatto X = 10 , si ha 
10 "— 1 

ò 


10»-'+10--*+10— ’+...-f-10«+10-f-l, 


il che c'insegna che qualunque potenza di 10, dimiouita dell'nnilà è divisibile per9s 
ed il quoziente è ugnale alle successive potenze dello stesso dieci, a partir da quella 
che ha un esponente d un'unità inferiore a quello della data, sino alla potenza 10." 

Essendo che nella formoli [5] x ed a rappresentano due quantità qualunque, ritti- 
piazziamo x con x', ed a con a’ e verrà 

donde , fatto soecessivamente a = 1 e quindi x = 10 , si tris 

['] *+....-l.a!‘+x*-l-l 

4 0'" 1 

[8] li ;l=10’"--f 10’»-‘-l-10’«-’-f..,.-l-10‘+10‘-l-l. 

IO* — 1 

Or, qualunque sia l'intero tu, 3m rappresenta sempre nn numero pari, d'altronde 
X’ — av =(x — a)(x-Hi], dunque la [6] c'insegna che ogni espressione della for- 
ma x’*a*» è sempre divisibile por i'— a’, per x — a e per x-f-o, e la [8] par- 
ticolarmente ci mostra che ogni potenza pari di 10 dimiouita di t è divisibile per 
99, e quindi per 11 e per 9, ed il quoziente pareggia la somma di tolte le potenze 
pari di 10. a partire da quella di grado inferiore per due unità a quello della datUf 
sino alla potenza 10°. 

Kitenendo sempre che fi dinoti un intero qualunque, sarà, evidentemente 
la formoli de'onmeri impari. Abbiasi l'espressione e ai cominci a di- 
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200. Pp.oRf.KMA. Quante volle un numero primo $ è fullnre nella neiie ile' 
numeri naturali da / sino ad ii V -, o in allri tcriniiii , qunl' è la più ulta 
potenza di J, che divide il prodotto 1 . 2. 5 ... ii ? 

Sia n' la parte intera del qiio/.icntc di n per Nella serie proposta si 
trovano gli n' fattori 2j, 3j, . . . del prodotto 

S- 2j. ~>s . . . n'B, 

ed è chiaro che sono essi i soli divisibili per $■ Or questo prodotto può scri- 
versi ancor cosi 

1. 2. 3. . . n'it'' 

adunque s’avrà la potenza renata molliplicando $•' per la più alta potenza 
di B contenuta nel prodotto 1. 2. 3. . . n'. 

yuesto medesimo ragionamento può applicarsi eziandio a questo secoinlo 
prodotto, in guisa che dinotando con n" la parte intera del quozi^'iile di n' 


videre per x-f-a; s’avri per qaoiiente 2», ed an prlpio resio 


— OX"-f — o"'"). 

Or quest’ espressione i divisibile per x-f-a, come qoi innanzi è dimostrato, dnn- 
qae ancora jc=-+>-|-a»«+' è divisibde per x - 4 - a. Goniionando ad eseguir la divisione 
si trova facilmente il quoziente di 


3 -V.+' j-a“+‘ 

['•] — rrn — =x“ — 


e quindi 

[10] 

[11] 


X-f-tt 


X-f-1 
10» + -f-1 


: X*" — x’*“'-f-X*' 


li 


- = 10” — 10”-'-f-10’’ 


— ... -f-a*~*x* — a”-'x-f-a” 

— ....-f-x» — •x-f-1 

- 1 - 10 »— 10 - 1 - 1 . 


Dunque ogni potenza impari di 10 , aumentata dell’unità è divisibile per 11 , cd 
il quoziente egnsglia la somma delle potenze pari di 10, a partir da quella immo' 
«natamente inferiore alla data sino alla potenza 11), menu la somma delle potenze 
impari tra quello pari comprese. 

Da cotesti risultameoti facilmente si ricavano dne regole già note altrimenti in 
aritmetica ; e per mostrarlo diamo, primamente, alla [1] la forma 

A’ = (IO — 1 ] 6 -f-( 10 » — l)c-f-( 10 » — l)d-f-.... -|-( 10 — »— l)it-f-( 10 — — 1)1 
-f-o -f-A -f-c -f-d..,. k +^) 

la quale rappresenta sempre lo stesso numero ff , il quale ba per cifre a , h, e... , 

f ioicbè i termini - 4-6 e — b; -4- e e — c, ec. scambievolmente s’ elidono. Or la prima 
inea orizzontale delia formolo precedente è composta di termini che son tatti divi- 
sibili per 9 , come sopra si è dimostrata, e la seconda linea è la somma delle cifre 
«lei numero dato ; dunque se la somma delle cifre d’ un numero à divisibile per H, 
Il numero esso stesso sarà divisibile per 9 . 

Dando invece alla [ 1 ] l’altra forma 


A’ = (10-f 1)6 -KlO»— l)c -1-(10’-1-I)i -f-...(10— •— 1)* -f.(10»--|.l)/ 

-f-ct — 6 -f-d — rf -f- . "1“A — /, 

cd osservando ebe, per ciò ebe innanzi i dimostrato, la prima linea orizzontsiè i 
diviaibile per 11 , se ne conchiude ebe se la somma delle cifre di posto pari d un 
numero diuinuita di quella delle cifre di posto impsri è divisibile per 11 , il nu- 
mero esso stesso è divisibile per 11. 

Fuurcy Algebra. 27 
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fci si troverà rhc la più alUi pulenza di $ contenuta neU’ultinno prodot- 
to , si compone della polcnna ;*" moltiplicata per la più alta potenza di 9 
contenuta nei prodotto t.S. 3.. n". Cd allo stesto modo ancora, dinotando 
con n'" la parte intera del quoziente di n" per 9 , saremo condotti a cer- 
car la più alta potenza di 9 contenuta nei pr^olto 1. 2. 5 Contìbuan- 
do in cotal modo sino a che non sì giunga ad un quoziente < 9 , e per fis- 
sar le idee, supponendo che quest’ultimo quoziente sia n"',sì conchiuderà 
che la più alta latenza di 9 , contenuta nel prodotto 1. 2. 3.. n, è 

Passando ad un esempio, supponiamo che voglia trovarsi la più alta po- 
tenza di 7 coutenuta nel prodotto 1 2 3. . . iOOO. Fatto n = 1000, e pren- 

4000 4 90 

dcndo la sola parte intera de'quozientì si avrà —— = 142, ^^- = 20, y-=^ì 

or la somma di questi quozienti è 101, dunque la potenza cercata è 7“*. 
291. Coronario. Sicno m, n, p, j... de’ numeri interi tali da essere 

m=zn+p+q+...-, 

r espressione 


1. 2. . . nxl. 2. 3. . .pxt* 2. 3. . g X oc. 

rappresenterà sempre un numero intero. Imperocché, essendo 9 un fattore 
primo del denominatore , s’ avrà 


-=5a. 

9 0^ 9 

X 


+ 



e dinotando oon m', n', p', q'. . . i quozienti interi , avremo 


m' = oppure > n'-j-p'-f-j'-}- cc. 

Dividendo nuovamente per 9 c chiamando m", n''.. i quozienti interi 
s’avrà pure 

tn" = oppure > n"-f p"-(-g"-t- ec.j 

« si continuerà lo slesto ragionamento , sinché non sia ciascun quoziente 
minore di 9. Allora , addizionando , s’ avrà 

oppure >(n'-fn"-i-...)-Kp'+p".f..)+(,,'+ 5 »+ ec.) 

Or queste somme fan conoscere le più alte potenze di 9 per le quali si pos- 
son dividere i prodotti dell’espressione [IJ; laonde non v’ha alcun fattore 
primo nel denominatore di ipiesta espressione , il quale non sia nel tempo 
stesso fattore del numeratore, e però detta espressione rappresenta sèmpre 
un numero intero. Questa conclusione contiene, come caso particolare, l'os- 
servazione del num.° 210. 


CotUinuaaione. — Ttormi su i residui. 

292. Teore.«a. Sia p un numero primo rispetto ad a •, se si dividono per p 
» multipli successivi di a, sino a(p— l)a inclusivamente . i resti di queste 
divisioni saran tutti diversi. 

Ammettiamo , se è [xjssibile che due multipli ma , m'a , minori di pa , 
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posson dare lo stesso residuo r-, c dinotando con E cd E' la parte intera 
de' quozienti , dovrà essere 

Hia = Ep+r, m'a = E'p+r*, 

donde 

(m' — = (E'~ E)p, • (”** ~ = E» — E -, 

e poiché p é primo con a , dovrebbe essere p divisore di m' — m , il che 
è impossibile essendo m ed m' minori di p. 

Ofsercazione. Dinotiamo con r, r', r".... i p — 1 residui che ottengoosi 
dividendo a, 2a, ó«, . . (p — i)a per p, e ixmiamo che sia 

a = Ep+r, 2a = E'p+r', óa = E"p+r", ec. 

Aggiungendo pa ne' due membri di ciascuna di qneslc uguaglianze , s’ avrà 
(p+t>i= (E+o)p+r, (p+2)a = (E'+a>-|-r', ec.-, 

donde si vede che sorpassato pa , che è il primo multiplo di a divisibile 
per p , i multipli seguenti , riproducono i medesimi residui già trovati , e 
nello stesso ordine disposti. Senza più oltre continuare il ragionamento, ben 
si vede che questo periodo di residui si presenta dopo ciascun multiplo di a, 
che sia divisibile per p. 

2‘J5. Tkorf.sia. Sia p «B numero primo con a -, te si diride per pia se- 
rie di potenze 1, a, a*, a’, . re «e sarà almeno una che precede hi ac. 
la quale lascia un residuo 4 \ sino alla più piccola lutti i residui saranno 
differenti ; e al di là , si riprodurranno periodicamente i medesimi residui. 

Dovendo i residui esser minori di p, non se ne posson trovare |>iù di p — 1 
ebe sieito diversi-, quindi, ne' primi p termini deila serie t, a, a’,... oc—', 
ve n' ha almeno due ehc danno lo stesso residuo. Dinotando con «" ed «■"' 
queste t>o(eozc e con r il residuo comune, c con E ed E' i rispettivi quo- 
zienti interi , s' avrà 

[I] o*=Ep+r, B’*'=E'p+r, 

e quindi 

— tt" = (E' — E)p, ovvero a"{a "'~" — 1) = (E'— E)p; 

ma p è primo i-ou «, dunque esso dttvrà ttividere o"'"" — 1 , vale a «tire 
eli#- dividendo j>er p la potenza a"'~", la quale è minore di o^', s avrà pet- 
rer ii» t -, ciò ( he bisognava dimostrare in primo hiogo. 

Sia ora «" la più piccola initenza , dhersa da a", fa quale divis;i p«,T j» 
dà il resto 1-, dico che tutti i resti precedenti sono diirerenti. Imperi «-e la':, 
se per due ladenze a", o”', minori ciascun di a”, si iK)t('ssero avere le ugua- 
glianze [ 1 1, se ne coneWiuderebbe |»arimenti clieo*'-" darebbe il residuo 1 ; 
laonde a" non sarebbe più la più piccola potenza ehc dà questo residuo, coo- 
Iro r i(Hilesi. 

Sia E un numero intero ed o"= Ep+t. Per esponente maggiore ili «sTavià 

a*-*-* = Eop+«, «'+• = Efl-p+a'*, o'+’ = Ea'p 4 ^’, ee. ; 

dunque dalla potenza a’ sino alla potenza o""-' i resti sono gli Stessi die 
dalla potenza «" sino alla potenza 

Per a" il residuo sarà 1, come jier a'-, ini|>enK.'i;liè l’i-guagtiaiiia<r=t‘./i-t-l, 
Uulliplicala per a', dà a™ = Ea-'p-bu"» Eoi iiiedL-simu r.igiixuiueiUu sì ino- 
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‘■Iri'ia iliiiiiiiic dir il |ti rioilo dr’ióbli ncuin|iui iscc dalla potenza a’" ulla {>o- 
tcii/a <! cosi :i|i|irrwi. 

2!ii. Osserrazioni. 1. Dall' p"unsli:in/.a a' = K/)-f-t, drdiiconsi le altre 
fi'" = K(i7i+a% 0 ”"= Ea^^+a"", ec. ; e da ((iiesle si coin hiude che il re- 
siiliio 1 corrisponde a lutti "li esiionenli mnllipli di n. Si può ancora pro- 
vare che 0 "ni esponente maf[giore di « , e che dà luo"o a (piesto residuo 
dev'ccscre nuilliplo di «•, i>erocchè si è dovuto innanzi osservare chi? il re- 
siduo d' una potenza di a non cambia, ag"iuii};endo o togliendo n all’esix)- 
nenle , tante volle per quanto si voglia ; quindi se quest’ esponente non è 
un multiplo di n, si potrà ridurlo al di sotto di n, senza ridurlo pertanto 
a zero , c però non sarebbe pio a" la più piccola potenza , diversa da a", 
la quale potesse dare il residuo 1. 

II. I.a medissima osservazione porge il mezzo di otienere i resti delle po- 
tenze mollo elevale, conoscendo i residui delle potenze del primo periodo. 
Qtiesti si delerminano direttamente; ma si può render più semplice il cal- 
< ole , riflettendo che per passare dal residuo di a' a quello di a'+', basta 
molliplieare il primo per n , o pel residuo di o, e dividere il prodotto 
per ;i (95). 

Vogliasi, per esempio, il residuo della divisione di 4”" per tl. Oudli di 
4", V, t', sono di t , 4, Il prodotto fi x 4 , ovvero 20, dà il residuo 
!t X 4, ossia 5C>, dà il residuo 3; e 5x4, ovvero 12, dà il residuo 1. 
Qtd si |X)n termine , e si rorma la tavola seguente 

Potenze .... 4", 4', 4*, 4’, 4‘. 

' Residui .... 1, 4, 5, 9, 3. 

Or l’esponerle S essendo quello che produce il resto l,si dividerà l’espo- 
ncnle dato S98 per o, l'd il resto 3 indicherà che la itotenza 4'“" dà lo stesso 
resto che i% e quindi questo resto è 9 

III. Se p non è primo con «, cessa d' aver luogo il teorema ; perocché, 
poniamo i he. la divisione di a' per p dia n'^Ep-|-r, ed allora si vede che 
se v’ha de’ fattori comuni ad a e p, essi devono esser comuni aticura ad r; 
quindi r non potrà essere uguale ad 1. 

(93} In elTetli qnilanqae sia 1 si ha 

[4] o< = E,p-|-r,. ^ 

ove K. ìniiira il qnnzientc cd n il resto della divisione di a' per p. HoIliplicaDdo 
1' eguaglianza precedente per a , ollieosi 

[2] ■ «'-H = E,ap.f r,a 

e da qui si vede che il resto che dà a't-> è lo stesso r, che di a', ma moltiplicato 
per u, è diviso per p. 

Inoltre sia 

a = Ep-}-r„ 

e soatltncndo in [3] verri ' 

«'+■ = [E,(E,p-f-r,)4-E.r,lp-|-r,r, 

0 più compcndinsameole 

fj'-' = E, ,p-t-r,r,, 

r qnesi* eguaglianza ri mostra appnnin ebe il residuo di o'-!'' è Io stesso r, di u' mol- 
tiplicalo |HT quello r, che di a , e diviso per />. 
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29"i. Teorema. Se p è un numero primo che non divide a , la dii-ùione 
di ac~' per p darà il residuo 1 ; o , ciò eh’ è lo stesso, a;*"' — t sarà un 
numero divisibile esallamenle per p. 

In «pipsto teorema, dovuto a Febmat convien ricordarsi che p è un nu- 
mero primo assolutamente considerato , e non già primo con a. 

Cosi essendo , dinotiamo con 7, 7', 7 ", . . . ed r, r', r . i quozienti 
ed i resti che s’ ottengono dividendo per p le p — 4 quantità o, 2a, 5a... 

moltiplicando tutte queste quantità tra loro, e dinotando con E 
un numero intero , s' avrà 

a.2a.3o...(p — l)a = (7P+r) (q'p+r') {q''p+r")..., 

= Ep+rr'r'.,: 

Ora in quest’ eguaglianza il primo membro è uguale ad 1 . 2. 5 ... . 
(p — e d’ altra parte , essendosi dimostrato (292) che i p — 1 re- 

sti r, r', r"... son dilTerenti tra loro, il prodotto rr'r"... dev’essere eguale 
ad 4. 2. 5. . . (p — t)', laonde 1' eguaglianza precedente si cambia nella se- 
guente 

4. 2. 3. ,. (p — 4)X«»^~'= Ep-l-4. 2 3,.(p — 4), 

donde si trae 

4 . 2. 3. . . (p — 4) (or-' — 4) = Ep •, 

Laonde il primo membro di quest' ultima eguaglianza è divisibile per p; 
ma , per ipotesi , p è un numero primo, dunque non potendo esso dividero 
alcuno de’ fattori t, 2, 5.. p — 4 deve necessariamente dividere ai—' — 4. 

290. Osservazioni. 1. Se oe~' non è la piu piccola potenza, diversa da a*, 
la quale dà il residuo 4 , 1’ osservazione I del n.” 294 c’ insegna, che l’e- 
sponente di questa più piccola potenza dev’ essf-Te un divisore di p — 4. 

II. Quando ai'~' è la più piccola potenza, diversa da o", la quale divisa 

per p dip per resto 4 , p de\' essere un numero primo assoluto. Il teore- 
ma del n." 295 prova infatti, che i resti delle potenze le quali prendono ai’-' 
son tutti disuguali tra loro-, e però debbono essi comprendere .tutti i nu- 
meri 4 , 2 , 5 , p — 4 , ma in altro ordine disposti. Se p fosse un nu- 
mero composto ed r ne fosse uno de’ fattori primi , r farebbe parte del- 

li p — 4 residui, e per conseguente dovrebbesi avere una potenza bile ila 
dare a' = Ep-f-r. Donde si conchiuderebbe essere r anche fattore di a (94) ^ 
laonde a e p non sarebbero primi tra loro-, e allora, dopo l’osservazio- 
ne 111 del n.“ 29-4 non sarebb’ egli neppur possibile trovare al di sopra 

di a" una potenza di o, che conducesse al residuo 4. 

III. Doniamo che si prendano per p solo de’ numeri primi -, se vuoisi 

che le potenze a", a', dieno per residui tutti i numeri inferiori 

a p , bisognerà dunque si-cgliere a tra numeri tali che a'"-' sia la più pic- 
cola potenza , al di sopra di a " , la quale conduca al resto 4 -, e so tra 
quei che verificano tale condizione , non si prendano per a che i numeri 
al di sotto di p , si avran quelli che Ecler chiama radici primùii-e rispet- 
to a p. Per la ricerca di queste radici si dovrà consultare Jvonv , voi. t.* 
del supplemento all’ Anciciupedia Britannica, pag. 098., e Cauciiv negli 

(04) In fatti dinoti p. il prodotto di tutti gli altri fattori di p. in guisa da es 
arr p — p,r , allora aerebbe pura a' = ( Ep, -{-1 ) r, donde ai Veda che r deve di- 
videre a' , e quindi ancora a ( nota 88 ). 
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Ejcercice» malhi'maliques ^ anno i, pag. 21" (‘lo). Qui ci limilercmo a ri- 
jioilarc le radici primitive de’ numeri primi sino a 57. 


^ Il meri p 

Radici primitive di p. 

5 

2. 

5 

2, 3, 

7 

3, 5, 

11 

2, 6, 7, 8. 

13 

2, C, 7, 11. 

17 

3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14. 

19 

2, 3, 10, 15, 14, 1.3. 

23 

.3, 7, IO, 11, 15, 14, IH, 17, 20, 21. 

29 

2, 3, 8, 10, 11, 14, IH, 18, 19, 21, 26, 27. 

31 

5, 11, 12, 15, 17, 21, 22, 24. 

37 

2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 3H. 


Dando uno st;uardo a questa tavola . si trova esser 5 radice primitiva 
di 7 , ed in cITelti , se si dividono per 7 le imtcnze 5", 5', K'*, t>\ ?>‘, 5’ , 
si trovano i residui 1 , 5 , i , 6 , 2 , 3 che son tutti inferiori a 7. 

Polrebbesi egualmente mostrare , die per ogni valore di p , v‘ ha tante 
radici primitive più una, |icr quanti sono i numeri primi con ;> — I, com- 
presi tra 1 e p. Ma, per questa, come per liitt’ altra proposizione relativa 
ai numeri , rimandiamo ulta l'héorie de» nombrts di Legbndkb. 

• 

Su le grandette incommensurabili — Approtsimatione delle radici. 

9SI7. Due grandezzze sono commensuralnli quando baniio una misura 
comune, quando, cioè, v’ ha una terza grandezza, che è contenuta un 
esatio numero di volle in ciascuna di i|uelle \ nel caso precisanmnle op- 
posto le due grandezze sono inrommensurahili. 

Allorché si dice chi! una grandezza , isolatamente presa , è commensu- 
rabile o incommensurabile, s’intende che v’ha sempre una certa unità, 
(olla quale si paragona, c tra questa e la grandezza data v' ha u pur no 
una misura comune. 

Puniamo , per esempio , che una retta data contenga 25 volte una certa 
lunghezza . e che il metro la contenga 7 volte-, la retta data sarà commen- 
surabile , e poiché essa è uguale a 23 settimi dell’ unità, la si rappresen- 
terà con^i. Questo solo esempio liasta a mostrare che ogni quantità coni- 
mensiirabile può esprimersi esallamcnte in numeri interi o fraziunarìi. 

D’altra parte, ogni quantità rappresentala da un numero intero o fra- 
•/.ionario è commensurabile, perchè v’ha |>ilesameMle una misura comuno 
tra essa e I’ unità. Dosi , abbiasi una lunghezza die sia eguale aj’,e sia 
il metro I’ unità sottintesa , la comune misura sarà il decimetro. 

Pertanto una quantità dio mm possa essere i-siircssa esattamente nè per 
mozzo d’interi, nè por mezzo di frazioni, è incommensurabile. Cosi ì',\' \1 
sono quantità incommensurabili. 

Ossenando che il rapp.-H’Io o la ragione Ira una qiiantilà coininensurabite 
e l’unità alla quale si riferisce, e sempre espresso da uu numero inlei-o 

(9S) Veggasi incori d’ Andrei; open eit. pag. 630. 
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o frazionario , ji' intende perchè le quantità commensurabili si dican pure 
razionali , e le incommensurabili irrazionali. 

29H. La radice eT un numero intero e di qualunque grado ^ non esprimi- 
bile con un numero intero , non può esserlo neppure da una frazione , e 
perciò è incommensurabile. 

Puniamo in effetti che possa essa esprimersi con una frazione , che può 
sempre mettersi sotto forma d’un numero frazionario irreducibile Or , a 

qualunque potenza vogliasi elevare un tal numero , lungi [dal trovare un 
numero intero, dimostro che s* otterrà sempre un numero frazionario irredu- 
cibile. lo effetti, i numeri che dividono a non potendo dividere 6, ne segue 
( n. 281) che essi non divideranno àx^ ovvero A*, nè 6*X^>, ovvero 6’, ec.; 
il che , in altri termini , vuol dire che i numeri primi, i quali dividono le 
potenze di b non possono dividere a: laonde, in virtù dello stesso numero, 
essi non divideranno nè ox» , ovvero a’, nè o.*X<« ossia a’, ec. Quindi le 
potenze di a non hanno alcun fattore comune con quelle di />, e però sup- 
posta irreducibile la frazione tali saranno ancora le potenze j-;, 

Pertanto le radici de* numeri interi, quando non sono esprimibili in numeri 
anch* essi interi , sono sempre incommensurabili (90). 

299. Determiniamo ancora il carattere al quale si riconosce essere incom- 
mensurabile la radice d* un numero frazionario. 


Secondo quel che ora si è dimostrato la potenza g; d’una (razione irre- 
ducibile ^ è essa stessa irreducibile *, laonde, perchè una frazione sia ugnale 

ad una potenza di grado n , convien che dopo averla ridotta alia sua più 
semplice espressione, se ne possa estrarre esattamente la n. ma dal suo nu- 
meratore e dal suo denominatore. Quando queste, due condizioni son verifi- 
cate, egli è ch iaro che si otterrà la radice delia frazione data ; cosi si tro- 
va \/kT= V^T!? = rf- 

500. A questa regola puossene sostituire un’altra, fondata sul principio 
che, se una frazione è la potenza n ma d' un’altra frazione, e uno de* suoi 
termini è potenza n. ma, tale pure dev' essere I* altro. Imperocché, ponia- 
mo che la frazione ^ sia eguale alla potenza n, ma d' una frazione ^ e do- 
vrà essere 


A__^ 

>“ 6 -’ 


. «rB» 

ovvero A=-^ j 


quindi o"B* dovrò esser divisibile per 6”; ma, intendendo a e B scomposti 
in fattori primi f è chiaro che tutti questi fattori trovansi elevati alla po- 


(96) Oacsla proposizione dedacesi inunediatimeflle e eon più semplicità dilla no- 
ti 88 Poiché se tosse possibile che eia N( essendo N no oamero intero do- 

Tiebbe esser pare ; ma ^ é una frazione irredacibile , perché altrimenti se 

a* e b* potessero ammettere nn fattor comune , questo (nota 88) dovrebb* essere por 
cornane ad a e é, il che è contrario all’ ipotesi, essendo che j i frazione irreda- 
cibile. 
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Ieii7,:i n. ma in o*B', e lo stesso ha Iuoro per quelli di 6" ; dunque , dopo 
aver diviso a"B' per 6’ , il ohe vale lo stesso elio sopprimere i fattori co- 
muni ad a'B' e b*, non resteranno al quoziente che de' fattori elevati alla 
potenza n. ma -, c però A è una potenza esalta dell' ordine n. 

Posto ciò osserviamo che, data una frazione^, si può sempre moUlpIi- 

care o dividere ambi i suoi termini per tal numero da rendere il suo de- 
nominatore potenza esatta dell’ordine n -, e ()uindi sarà d’uopo che allora 
anelli! il numeratore sia potenza dello stess' ordine, perchè la fraz'ione data 
poiesse essere ii;;iiale alla potenza n. ma d’ una frazione. 

Cosi , p<!r esempio , moUiplieando i due termini delia frazione pel deno- 
minatore , questo lo si rende Un quadrato perfetto ; e diverrebbe invece 
un cubo, moltiplicandolo pe l suo qua drato, e cosi appresso. In questo modo 

si ha \/-;aì = v' IrÌTÌf? = t5t I e i riducendo questa fraziono 

alla sua più semplice espressione , ottiensi { J-, come nel n.“ prec. 

501. Passiamo ora a mostrare in che modo si valuta per approssimazione 
la radice d’ un numero, quando essa è incommensurabile. Questo problema 
può enunziarsi cosi ; data una quantità qualunque M (97) , determinare la 

eua radice n.ma con un errore minore di-. 

Ciò evidentemente riducesi a cercare quante volte questa frazione sia con- 


tenuta in v' M-, perocché se r esprime questo numero di volle, è chiaro che 
v/ M sarà compresa tra ^ ed ì ® poiché la differenza di queste due fra- 
zioni è appunto la stessa frazione data i, ne segue che la differenza tra ^ M 
c ciascuna di dette frazioni è < 1. Porremo dunque. 


• [ 1 ] 

ed il valore di r, calcolato con un errore minore di 1, sarà il chiesto va- 
lore di r. Ur dalla [I] si trae. 


^=M, ar’ = M/>', a=V^M^, 

quindi si deduce che bisogna estrarre la radice di Mp» con un errore mi- 
nore d’ un’ unità. 

Laonde può stabilirsi la regola seguente : per valutare con un' approssi- 
maiione dinotata da una certa parie dell’unità, la radice n. m<i <f una quan- 
tità M , si moltiplichi questa quantità per la potenza p* del denmunatore 
della frazione , che dinota l’ approssimazione ; si estragga dal prodotto la 
radice sino alle unità, e quindi si divida questa radice pel denominatore p 
di questa frazione. 

Vogliasi p|pr esempio, la radice di 2 approssimala sino ai sesti, cioè in 
modo che differisse dalla vera radice per meno di J. Si moltiplica 2 pel qua- 
drato di 6 , e si ha 2x36 = 72, da questo prodotto si estrae la radice 
quadrala , con un errore minore dì 1 , e si ha 8 •, finalmente si divide 8 
per 6 e si ha ^ ovvero i j per valore della radice cercata. 


CV7; Già s' iaieode nameriu. 
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Ucbbasi ancora valutare \/T| con un errore minore di J. S'avrà 7’ ■^'23 
= *-’* = 11)1 *. Ed osservando che la ridice quadrata di iiiicsl'ullimo mi-* 
mero, con un erroi-e minore di -1 è quella stessa di 101, si trova quest' ul- 
tima radice , che è 13, e si ha per la radice cercata ovvero 2 

502. Quasi sempre le approssimazioni si fanno coi decimali , ihI in que- 
sto caso la regola generale divicn più semplice : noi qui l’ appliclieremo 
alla sola radice quadrata. 

Poniamo dapprima che abbiasi a c.àlcolare la radice irrazionale d'un nu- 
mero intero ; la regola superiormente scritta riducesi in tal caso alla se- 
guente ; si pongano in seguito del numero dato tante coppie di zeri per 
quante son le cifre decùiiali , che voglionsi avere nella radice , fallo làò , 
dal nuovo numero si estrae la radice quadrata sino alle unità , e quindi si 
separano da questa radice -, con una vii'gola , lo cifre decimali richiesti-. 

Se il numero dato poi contiene già delle cifre decimali , e il numero di 
queste non è il doppio di quelle che voglionsi avere nella radice , se ne 
completa il numero aggiungendovi i zeri necessarii ; che, se per contrario 
ve n’ ha dippiù si sopprimono le cifre de«',imali eccedenti. Del resto , si 
estrae la radice , senza fare attenzione 'alla virgola , la quale in ultimo sì 
pone nel luogo che le compete , in virtù della (diiesta approssiinaziime. 

Quando il numero dato è frazionario, lo sì converte prima in decimale, 
ritenendo nella divisione tante cifre decimali per quanl’ù il doppio di queijc 
che si vogliono nella radiee. 

503. Nell’ «-strafre la radice quadrala da un numero intero , con un er- 
rore minore d’ un’ naità , si trova , comunemente , il più grande intero in 
questa radice contenuto. ()r se invece si prendesse l'intero con un’ miiu'i di 
più , s’ avrebbe pure 1’ approssimazione , ma in più, con un errore minore 
di 1 , e può talvolta quest’ approssimazione in più esser più prossima alla 
vera radice , ebe rpiclla in meno ; c per questa v* ha una regola sempli- 
cissima che ce’ I fa <;onos<-ere. 

Sieno o il numero intero contenuto nella radice , ed R il resto dell’ope- 
razione. Se a è più prossimo di o-pl alla radi<-e, il qu.adrato di n-|-', sor- 
passerà evidentemente il numero dato e , e per (conseguente , dovrà (>sseie 
R < (a-t-;)'' — o* , ovvero ll<;rt-|-j-, vale a dire il resto R ò, in tal caso, 
tutto al più eguale ad a. Quindi se il resto non sorpassa i\ numero trovalo 
alla radice , questo numero è il più approssimalo alla radiee-, in eontrano 
il più approssimato ò questo stesso numero nuinenlnlo d’ un' unità. 

304. Le approssimazioni delle radici ridiiconsi sempre a dover estrarre, 
con un errore minore di uno , le radici di numeri interi. Quando s’ abbia 
ad estrarre una radice qiiadraL) , che deve aver molte cifre , e siansene 
già trovale più della metà , le rimanenti possnnsi più simiplieemenle o| te- 
ner con la divisione ordinaria , (-omc qui appresso passiamo a mostrare. 

Sia N un numero intero-, della cui radice quadrata se n’abbian trovale 
più della metà delle cifre che dove avere , c per dar loro il posto conve- 
niente , poniamo accanto ad esse tanti zeri per quante sono le rinianenli 
cifre che sì cercano. Dinotiamo con a il numero cosi formato e, con R il 
resto completo , che si trova abbassando tulle le coppie non ancora adope- 
rale , e infine con x quel clic devesi aggiungere ad a per averci/ N. l’o- 
sto ciò dovrà aversi 

(o-t-jr)® — fl” = R , ovvero ìax+x* = R , 
donde si trae R x‘‘ 

* 2(1 2tt’ 
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Si:i 7 il quoziente di II diviso per 2 a ed R'sia il resto, e, quest’ egua- 
gliuiiza diviene 

R' X-' 


[1] 


^ = ?+2«— 2a- 


Poniamo che s’abbiano ancora a trovare n cifre della radice, ed il qua- 
drato a:’ sarà minore di 10” ; or per ipotesi, a racchiude almeno 2n -J- 1 

r* R' 

cifre, dunque a> 10^", e quindi 5^ < 1 j d’altra parte — <1, dunque la 

(ìiff ’ii ii/a di queste due frazioni è < 1 ; laonde se si prende a; = 7 , è 
,N :-=^ fl-fqr con un errore minore d' un' unità. 

OsserKiizwne. Può avvenire che il quoziente q sia il valore esatto di ar, 
o che ne dilTerisca in meno o in più. 

Se 7 ar, la [Il dà a-* = R', e però 7’ = R'; 

se 7 < a; , la [ 1 ] dà ar’ < R', e quindi q* < R'; 

se 7>a-, la j lj dà ar'>R', e perciò 7’ > R'. 

Laonde secondo che si ha 7’ = R' , 7’ < R' , 7* > R' , la radice a^^~q è 

esalta e approssimata in meno , 0 approssimala in più ( 98 ). 


(SS; Per corapletire in certo modo le perle elementare delle potenze e delle ra- 
dici de' numeri , gioTerà la eepoeizione di talnni teoremi , che qui eppreteo ci fac- 
ciamo a dirbiirare 

1. Sia 0 nn numero qualsiToglia ed a«, a*-?-' due sue potenze snccessirc: le loro 
differenza sarà dinotala da o^e' — a", ovvero da o’'(o — 1). Or ae o > 1 , sarà 
a — 1^0, e perciò la delta differenza sarà poailiva ; e per contrario , se a <, 1 , 
aarà a — 1 <[ 0, e l’indicala differenza sari nepaliva ; laonde 

TsoanaiA I. Lt patente de’ numeri maggiori di 1 ereieono « quelle delle frtuioni 
diminuiscono col crescere l' esponente. 

3. Easendosi dimostrato ( noia 95 ) che 

0’" — 1 . 

j-= l-fa-1-O’-i-...-l-O»-', 

a — 1 


i chiaro che se nel secondo membro di quesl’egnaglianza ai ponga 1 in luogo di a, 
e nel primo membro continoi a rappresentare a mi numero intero, osserraodo dip- 
più che il Damerò de’ termini del secondo membro i m , sari 

a”— 1 ^ 

a-l>'"> 


ovvero 

a" — 1 > m(a — 1) 
a"" > 1 -1- m(a — 1) 

Or se n d no nomerò intero e tale da essere 

l+m(a — 1)> n, 

oTTero 


[1] 



con più ragione sari 

[■ij «">«•, 

ma grande ebe fosse il nomerò n si pnù seicpre determioare per m nn numero in- 
tero' che soddisfaccia la [1] e qnindi la CSJ, bastando a qoest’nopo prendere per m 

il numero intero immediatamente superiore ad 1 dnnqoe dato un numero mag- 
giora dall' unità ai può sempre trovare una tua polcnia che eia maggiore d'un al- 
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503. Chiamasi progressione aritmetica^ o per dilftrensa una serie di ter- 
mini tali , che togliendo ciascuno dal precedente s! oUien sempre la medesi- 


tra numtro dato , per fuanio grande si fosse. 

3. Sie i Doa fraiioas data epon’altra TrazioDe che possa esser piccola per quanto 
si roqlia ; sari sempre possibile delermioare per l’espoaeote in un valor tale da sod- 
disfare r iDegaaglinza 

[5] 6“ < p. 

Imperocché quest’ iDegnagliania si muta Dell' altra 



ma 7 ed - sono numeri maggiori di 1 , e perciò secondo il detto nel n.° pree. si 

Q P * 

soddisfeii a quest’ ultima inegnagliauze , e quindi alla [3] preudeodo 



dunque , data una frasione è sempre pottiUle determinare una tua potenza , tale 
che risulti minore di uno quantità data per piccola che si fosse. 

4. Sieiio a e ò due numeri interi o frazionari! , tali che , essendo m un numero 
intero s'abbia 

a”+‘ = 6'", e sarà pure a = 

si che se a > 1, sari i > a, e se a < 1» aari b < a; ma facendo inoltre am-iiczòmsa q/ 
ne risulta 

•+»,— ", — 

0= v'? 1 6= V?, 

quindi se a > 1, sari pure ( teoK I ) q > 1 1 e 



e per contrario ee a < t , sari parimente q 1 e 
laonde 

Teorema 11. Le radici de’ numeri maggiori dell'unità decrescono e quelle de' nu- 
meri fflifiori dell' unirà crescono col crescere {’ indice della radice. 

Inoltre se q è numero maggiore di 1 , si può sempre (u.° 2) sudilisface all» ine 
guaglianza 

L'>] C+O”. •'/i 

Mapiìdo f ona frazione piccola quanto si voglia, ma sempre po8Ìli?8p e perciò l-{-r ^ I» 
bastando per qoebto prendere { leor. 1, n.® i). 


^/ — l 

m> " ; 

r > 


ma dalla si trae 


r<l+r, 
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tnit ilijfKrcKzu, (Jlll'^l;l «• (luci clic s’aildiiiiuiidu ragione della pro- 

j;ii!ssioii<‘. 

Kcco (lui due progressioni arilmeliche scrillc secondo l'uso -^3. 7. H. 


ofrero 

[«] 


7” — < < r ; 


don()nA cff$o$ndo l* itìdìCB della t(i4ìc 6 d*un numero maggiore dell* unità etia radica 
andrà diminvendOf m*» sarà iempre maggiore .di 1j tnzi ji può tempre determinare 
tale iin indice per la radice , che la di/Fercnta tra guetla e l*unità risulti minore di 
gualungue quantità data per piccola che si foste. 

Se per cuninnu q è udé frazìuoe si può sempre soddisfire sU'ÌDegusglisQzt 


[■J 




purché quest* equivale all' altra 

(I 7 , ovvero 




e poiché j _ ^ e ^ aono maggiori di 1 , ai soddisferA a quest’ ultima , e perciò al- 
la [7] prendendu 


m>. 


7_ 

1 

1 — » ' 


-, ovvero m> 


0 - 7 ) 0 -*) 


7* 


pertanto , h radici delle frazioni . comunque vadano ingrandendo con l' indice. Ta- 
llono però tempre al di mila deli* unità ; e ti può tempre da una data frazione 
ritraine tale radice, che la differenza Ita guetla é i'unild sta minora d'unu quan* 
lidi data per piccola che ti fotte, 

5. Ecco alcune cioseguenre dei principii precedenti. Sieno N cd N' due numeri 
tuli du eiiere N > N'; dico che card pure N" > N'">, la m > 0 , ed < N'" ae 
III < 0- ^ ^ 

(n cfTetil ai ha 

^ A'" \A'7 i . 

ma per ipotesi é no intero, e perciò ae m è positivo, e sia intero o fraaiono, 


è sempre 



e quindi A" > AW ; e se al contrario m è negativo ieri 


e quindi A-» <" A'". 

6. Aio N un numero 
dico che. torà A“ > A' 
lo elTeiii si ha 



qualunque, e tiene m. m' due quantità tali da aiiara m 
ieA>l, a A-<A.'. Il A< 1 . 


ni A 


e poiché per ipoi 
l■llllll•l che ; ^ I 

pure J'« .i . t. 


'SÌ m — m'^0, tari A"-»* migliore oppure minore di I , 
uppure < 1. Laoude Delle alesse circustauae sari A" )> A"»', 


se- 

op- 
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pf. ; ~ i5. 41. 57. 53. ec. Nella prima b ragione è + 4 , c — 4 nella 
seeonda. I.a prima dìcAP perciò esser cretcente , e l’altra decrcscenle, 

500. Abbiasi una progressione aritmetica qualunque 

~~ a. b. c. d. e. f. ec., 

c siane S la ragione. Secondo la stessa definizione, ciascun termine è uguale 
al precedente più la ragione , e però si ha 

6 = 0 + J, e = 6+j=a+2j, d = c+j = a+3j, ec. 

Laonde, dinotando, in generale con l il termine del posto n. mo, dovià 
nvei’si 

[1] i = a+(n-l)J-, 

e quindi un termine qualunque <f una progresnone aritmetica è uguale al 
primo più la ragione ripetuta tante volle per quanti tono i termini che pre- 
cedon quello. 

507. La l'ormola [1] esprime , in generale, una relazione fra le qnutiro 
quantità l, a, n, J, e perciò essa vale a risolvere quelle queslinni nelle 
quali son date tre qualunque di queste quantità e si va cereando la <|ii ir- 
ta. Cosi , per esempio, proponiamoci £ inferire m medie aritmetiche a due 
numeri dati a ed I. 

Intendesi con ciò che bisogna trovare m quantità comprese tra a ed /, e 
formanti con questi numeri una progressione aritmetica, che cominci con a 
e finisra cmi l. In questo caso adum|ue la ragione J è incogmb , e una 
volta questa trovata si ixitranno, con la sola addizione, formar lutti i ter- 
iiiioi cercali. Or I’ equazione [t] dà 



ed il numero delle medie essendo m , quello di lutti i termini della pro- 
gressione, compresivi a ed 1, è m-f 2, cosi bisognerà fare n — m-1-2 nella 
ìiirmola precedente , la quale con ciò diviene 


m-1-r 

IVrlanlo, per ottener la ragione cercata, si toglie il primo dalV ultimo ter- 
mine , e li resto si divide pel numero delle medie più /. 

508. Da ciò si conchiude eziandio che, essendo data una progressione arit- 
metica, se s’inserisce uno stesso numero di medie aritmetiche a ciascun ter- 
mine ed il seguente, la nuova serie sarà pur essa una progressione aritme- 
tica. Imperocché, cosi facendo, si vengono a formare delle progi-essioni par- 
ziali, aventi tutte una medesima ragione; o poiché l'ultimo termine di cia- 
scuna è il primo della seguente, la somma di tutte forma una sola progres- 
sione aritmetica. 

509 l'assìamo ora a mostrare in che modo si trovi la somma <f un de- 
terminato numero di termini dì una progressione aritmetica. 

Sia questa progressione. 

a. b. c.d. e. .. . h. i. k. l , 

la cui ragione venga dinotata da J. Secondo la definizione stessa di questa 
piogressione , si ha, partendo dal primo termine 

a-|-J = b+S =c, c+i —d, ec.. 


Digilized by Coogle 



22^ LEZIONI d' ALGEBRA. 

c partendo dall' uUimo si ha 

l — J = it, fc — J = i, i — J = ec. •, 
sicché addizionando queste eguaglianze per ordino!*’/ si ottiene 
b-^k^ b-\~k — d^hy cc. y 

il che c' insegna che in ogni progressione aritmetica la somma di due ter- 
mini, egualmente lontani dagli estremi , è uguale a quella di questi termini 
estremi. 

Posto ciò, chiamando S la somma de’ termini della progressione , e pren- 
dendo questa somma nei due ordini opposti , aviemo 

S = a-pfc-f-c-l- ... 

S 1-|- ... -pc-pò-l-fl, 


e però addizionando , e tenendo presente il risultamento precedente , cioè 
che la somma di due termini corrispondenti è uguale ad o , e suppo- 
nendo essere n il numero de'termini della progressione, ne verrà 2S=(o-|-l)n, 
donde 


[ 2 ] 


g _ (°+^» 


Pertanto la somma de' termini <f una progressione aritmetica è uguale alla 
metà della somma de'termini estremi, moltiplicata pel numero de'termini (09). 


(99) Dalla rormoli [2] si ricava che U somma de'iiameri naturali da 1 sino .i 
p — 1 , è 

[a] 1+2+5-f-.. -j-fp— = 

Or se p è Dn Domero primo ed a é on nomerò tale che la a*'—* sia la più piccola 
potenza di lai , la quale divisa per p dia per residuo 1 , i resti delle potenze 

lò] a’y a', a'... a)~\ 

comprenderanno lutti i numeri da 1 aino a p — 1 (n. 293). e quindi il prodotto di 
queste potenze , diviso per p . darà un resto eguale a quello che si ha dalla divi- 
sione di 1. 2. 3. . . .(p — 1) per p. Ma secondo la formula [a] il prodotto delle po- 
tenze (6) è 



Inoltre essendo io generale 

P-* f t 

l , = (6 * _ l)(6 • + 1 ) 

p— 1 

il numero primo p che divide b dovrà dividere uno de' due fattori del secondo 

C— I 

membro , cioè b ’ diviso per p deve dare per resto -|- I o — 1. Se ora a à si sostituisca 
il proposto numero u , ricordandosi che af—t è la più piccola poleoza che divisa 

per p dia per resto 1 , ne consegue che a > divisa per p deve dare per resld — 1; 
c(c-» l 

e quindi ancora ( n. 291) a > dar-i per residuo — I; laonde il residuo del prodot- 
to [e] diviso per p sarà — I. e quindi, come p'b 'opra si è fatto osservare, questo 
sarà pure il residuo del jwudottu 1.2. 3... (p — 1) diviso per p , cioè sarà 

1 . 2. ■>. . . (p — 1) = Ep — 1 , e 1 . 2. 3. . . (p — 1 )-H 1 = 1*!/*- 
quest' oliimo risultamento s’ eniinzia nel teorema seguente dovuto a Wii.su». 

Taonsus. Essendo p im iiuiiieru primo, il prodotte (fa’numeri naturati da t sino 
0 p — 1, uumnilalu dall'unild, è divisibile per p. 
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r>10. Entrando nelle relazioni [1] e [2] le ciic^TO quantità a, J, n, I, *, 
potremo, in generale , trovar due di queste quantità essendo date te altre 
tre; sicché per mezzo loro potremo risolvere tanti problemi per quante so- 
no le maniere diverse di poter combinare cinque cose a due adue;orquc- 

sto numero di combinazioni è = iC, Perchè questi problemi sien pos- 
sibili è d’uopo che il numero nsia non solo reale, ma intero e positivo an- 
cora ; e senza scendere a catcoli speciali, riportiamo qui i risuUamenti delie 
soluzioni di cotesti problemi. 

'■ tog”;.eVs( + s = 

J = Ti S = •ìn(a-{-t); 


li 


III 


IV. 


V. 


VI. 


VII. 


vili. 


IX. 


Dati a, n, I 
Incognite S, S 
Dati J, n, S 
Incognite 
Dati 
IneO; 

Dati l, n, S ( 
Incognite a, J I 


n — 1 

2S — n(n — 1)J , _ 2S-|-n(n — 1)J 


’ I 

«, I ( 

i a, n, S f i_^ f 2(S — an) 

Qgnite J, I I n — I ) y 


2n 


2S , r 

a= 1, ii- 

n ’ 


2(nl — S) 


Dati o, J, I ( l — a , , g _ (/+«) ( I — o-PJ) . 

Incognite n, S [ J ’ 2J ’ 

Dati a, t, S ( . _ (t-t-g)(/— g) 

Incognite n, J ( ” a+l' 2S — (l-|-o) ’ 


Dati a, (T, S 
Incognite l, n 
Dati I, J, S 
Incognite a, n 


J — 2a± l/(,f — 2a)'-f8jS 

B_ ; 

* = a+C«— I)>f i 


, _ _ <T -h 2/ -t- \/(i - 2/y— 8JS 
2J 

( o = I-(n-I)J. 

Progrettione geometrica. 


311. Chiamasi progressione geometrica o per quo:iente una serie di ter- 
mini tali che , dividendo ciascuno di essi per quello che lo precede , st ha 
sempre lo stesso quoiiente. Questo quoziente ragione della progressione s’ ad- 
dimanda. 

Ecco due esempli ove si vede in qual modo si scriva una progressione 
geometrica ~ 2;G; 18;3t;ec., C0;20;?^; ^ ; ec. La prima di queste pro- 

gressioni, perchè ha una ragione 5, maggiore dì t, si dice crescente-, l’al- 
tra all’opposto avendo una ragione cioè una quantità minore di 1, si dice 
decrescente. 

312. In generale, dinotando con a , 6 , c, ... & , li termini d’ una pro- 
gre.ssipnc geometrica , si ha 

[p] -H-o:à:c;d:e;...:*:/; 
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e dinolandonc con q H* (|uo/.ienle o la ragione , dov’ essere per defìnizinne 
b = aq , c = hq = aq'', d = cq= aq\ ec. ; ed in generale rapprescnlando 
con n r ordine del posto che occupa il tenniiie l nella serie , sarà 

[t] l = aq^'-, 

cioè un lerniinc qualunque è uguale al primo moltiplicalo per la ragione 
elevata ad una )>oteii/.a di grado eguale al oimi. de' termini che precedono 
quello che si considera (100'). 

SIS. La lormola precedente ci porge il mezzo d’ inserire m medie geome- 
trirhe tra a ed I: in efTelti osservando che il numero totale de’teniiini, in 
questo caso, è m+2, basterà nella forinola [t] porre n = m+2, e quindi 
se ne trae 


«+i 



donde si scorge che per avere la ragione cercata conviene estrarre una ra- 
dice , la quale comunemente mena a calcoli troppo laboriosi , e meglio vi 
si riesce adoperando i logaritmi. 

5t t. Da quest’ ultima forimda discende che te s' tnserisce uno slesso nu- 
mero di medie geometriche Ira ciascun termine d' una progressione geometrica 
ed il seguente , la nuova serie sarà essa pure una progressione geometrica, 
linperocclic, se nella forinola indicata si pongano in luogo di a ed l due 
termini consecutivi, il quoziente sotto il radicale avrà sempre lo sUisso v.i- 
lore, sicché la ragione delle diverse progressioni parziali è una per tiilta -, 
d’altronde ciascuna terminando con quello stesso termine col quale comimia 
la segiienle, ne viene per conseguenza che l’insieme di coleste progressioni 
parziali costituisce una sola progressione geometrica. 

515. Si rappresenti con S la somma degli n termini della progressione , 
e sarà 


Moltiplicando quest’ eguaglianza per y, ed osservando che un termine qua- 
lunque moltiplicato per la ragionerò uguale al termine seguente , avremo 

e, togliendo da quest’ eguaglianza la precedente , ne risulta 


donde 
[2] ' 


{q — i)S = ql — a, 



Laonde la somma de' termini cP una progressione geometrica s’ oltienc tnol- 


(tOO) Se nelle progreseione (pi si ponpsno in toogo di 6, e, d, ec, i valori eqoi- 
veleoti ag, ag’, ag*, ce., ed indi fi sopprima il fattore cornane per a , il che non 
• Itera la progressione, e ponendo q’> io luogo di 1 , avremo 

il che c’insegna che se gli esponenti delle potenze d’uno stesso numero formino una 
progressione per dilTereoza 

-.0.4. 2. 5.. ..fi — 2.n — 1, 
le potenze formano noa progressione per quoziente. 
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tìplkando l' uUimo termine per la ragione , togliendo dal prodotto il pruno 
termine , e diridendo il mio per la stessa ragione diminuita di 1 . 

5 Hi. Se nella [:2] si punga In luogo di I il valore generale [l] s’avrà la 
nuova foruiola 



che ci faremo ad esaminare, ponendo le varie ipotesi cnii — i. 

1. “ Sia ? > 1, vale a dire si Imiti della progressione crescente. In f|n(v 

slo caso la quantità q" ò, tanto più grande per quanto più grande- è n-, né vi 
sarà limite assegnabile che non possa sorpassare, dando ad n un valore con- 
siderabilmente grande. E i>er ferino, ponendo la ragione si ha 

g’ = (t + «)''= l+n«4- ec.-, laonde q'^ l-pna: or eomumpie piccolo possa 
essere il valore di « si può sempre pc-ro , com’ è chiaro , prendere n lal- 
inenle grande da far si die \-\-na risultasse maggiore di qiialiinipn- qnan- 
lilà (lata , c quindi, con più forte ragione, allreltanlo ne. sarà di q”. hopo 
ciò si concbiude che la somma S può divenir grande per quanto si voglia , 
prendendo un sulliciente numero di termini della progressione. 

2. “ Se ? < I , cioè se la progres.sione è decrescente , la quantità (/’ può 

impicciolire per quanto si vuole-, perocché, ponendo ^ = 1 , sarà /3 , I , 

q'= ; ma, secondo il dimostralo qui innanzi, prendendo « di più in più 

grande , jS' aumenta sino all’ infinito , quindi per 1’ opposto ha per limi- 
te zero. Or dando alla [5] la forma seguente 


S = 


i — q 


aq* 

’i~q' 


si vede che nel caso in quislione , il secondo termine del secondo membro 
decresce pur esso con n sino a zero, e però la somma S va crescendo ix-r. 


raggiungere il limile 
rigore 

[41 


c quindi , facendo n = oc , si avrà con ogni 


S = 


\-q 


laonde prolungando nlF infinilo una progressione goometriea decrescente , la 
somma de' suoi termini è uguale al primo diviso per f unità diminuita della 
ragione di essa progressione. 

Seguendo questa regola s’avrà la somma 1 4- x+ i -f ponodo 

in [ i] 0=1 e 7 = y , con die risulta S = i. 

3." Se 7 = 1 , la furiiiula [3] dà S = |-; qui-st’ indeterminazione per altro 
è soltanto apparoute , perchè dividendo q’ — 1 per q — 1 si ha (.>3). 

8 = 0(7’-+?"-*+.. .-f<7-fl), 

e questa nuova formola , nell’ i|iotesi di ? = 1, dà S = on, romc polevasi 
ollenere anche a priori., osservando che per essere la ragione = 1 , lutti 
i termini sono eguali ad a. 

317. (Jssenunioni. La divisione di 7 * — 1 |)er 7 — 1 non fa che riprodur- 
re, in un ordine inverso, la progressione della quale la formola [3] ne rap- 
Fourey Algebra. 2‘.) 
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I)r*f.v;iila la somma, f' diiaro, iiiiaUi , die questa progressione può rappre- 
sciilarsi «-■osi : 

4f a\aq\aq'‘.....a(f-' . 


Volendola trovare senza inveisione, basterà scriver la formola come qui 
apprcssso 

g_ °(* — ?’) 

1 —q 

Ancora ; la formola [l] che esprime la somma di tutti i termini d’ una 
proyiessione. decrescenle (jiolungala all’ infinito, può riprodurre questa pro- 
gressione. K per fermo facendo , secondo la regola ordinaria , la divisione 
di a per 1 — 5, s' ottiene 


1.” resto 

a 

+(iq 

2.“ 

+ uq’ 

5.“ 

+aq 

ec. 

OC. 


> — 7 

“+a2+“7’+‘-‘^- 


Posto ciò serondo elio s'arresta la divisione al primo, al secondo al terzo 
resto, ih;., si vede eliiaro die per eonipletare il quoziente bisogna aggiun- 
gergli rispellivamenle 

aq aq' aq' 

r^’ \-q' “ ■’ 

ma, poieliè 9<t, queste frazioni hanno de’ valori diOTCscenli, e inoltre si 
jinò spingere la divisione sino ad avei-e nel resto quella qualunque si vo- 
glia potenza di q, per grande che sia; così, supponendo i termini del ipio- 
•ziente prolungato all' iufinito, la frazione complemenlale dev’ esser conside- 
rata come uguale a zero. Laonde la serie di tutti i termini, continuata al- 
l' infinito , è il valore esatto del quoziente. 

Giova tener presente che cotcsta conclusione è legittima finchò sia 7 < t. 
Nel caso contrario, le frazioni complementali, lungi dall’avvicinarsi a zero, 
andrebbero , all’ opposto indelìnitamentc crescendo. 

518. Le progressioni per quoziente, al pari che ([uelle per differenza pre- 
sentano dieci qtiistioni distinte, le cui soluzioni si traggono dalle due equa- 
zioni 

[»] l = n?-, [2] S = 

e sono registrate nella tavola seguente 

I. Dati a, q, n f 
Incognite /, S ( 

IL Dati l , q ^ n ( 

Incognite a, S 1 

III. Dati a, n, 1 ( 

Incanite 7, S ) 


I , c ql — a 0(7’ — 1) 

a=-L, 

7 — 7’-'(7 — t) 

"—I «—I 

’“/7 

'^-[/(i’ “i/r_Và ' 
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Incognite q, l \ 
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(I, l l q”— 1 ’ 


■+7*~’+ 


, _ Sy”-'(7-t) 

r— 1 

• +‘=Ì ’ l = aq’' 


Incognite q, l ( ^ ^ « ’ " 

VI. Datii, n, S ( AX*- . /'i\— ^ ,,_S 

VII. Dati a, g, I t g gl — a ^ ^ 

Incognite n, S ( q — l’ logj 

Vili. Dati l, S ( S — a ^ log/ — Ioga 

Incognite 5 , n l ^ S — /’ lug(/ , ‘ 

IX. Dati a, S f ^_ g^S(q— 1) , log/ — Ioga 

Incognite l, n { q ’ log q 

X. Dati l, q, S ( . .. . log — Ioga 

Incognite a, n ( * logg 

È (la osservarsi che pel quinto di questi casi, eliminando l Ira le [l] 
c [2] s’ottiene un' equazione del grado (n — 1) mo rispetto a g, la tinaie, 
eccettualo il caso din = 3, che la riduce al seconda grado, non può (èssere 
allrinienli risoluta se non con metodi che saranno più innanzi esposti. D' al- 
tronde, conosciuta che sia la ragione g, si trova l mercè l’equazione [1]. 
La stessa osservazione pel caso VI , ove si è presa per ignota la Irazione 

in luogo di g. 

Finalmente è da osservarsi che, negli ultimi quattro casi, l'equazione [2] 
dà inimedialamenle ciascuna delle quantità a, I, g, S in funzione delle al- 
tre tre , in guisa che tutta la diUìcoltà sta nel risolvere la [1] , ove I' in- 
cognita' è r esponente. Questa risoluzione si è fatta coi logariliui; secondo 
regole che saranno a proprio luogo dichiarale (capo segue:) (Idi). 


ali d, 1, S ( _ _ S — a , log / — log a 

icogiiile g, n l ^ S — /’ logg , ‘ 

ali a, g, S f ^ _ a-hS(g— 1) ^ , log I — log n 

icognite /, n ( g ’ log g 

ati 1, g, S f . . log — Ioga 

icognitc a, n ( * ' logg 


(lOI) Non sarà fuori proposito il discorrer qui di lalauc proprietà delle quantità, 
che trar si possonu da quelle che costiiuiscunu la detiniziune delle firupuriioni geo- 
metrirlie , ma che sono ancora consenuenza dì propricià più generali. 

1. Abbiasi la propurzioue geomeirìca 

o;f.; 

cd applicando a questa proporzione lo steaso ragioaameiito che si tieoc in arilmcli 
ca , SI trova 

a-f o';l;-l-6': ’a.’ò; ',a']b, 

cioè 

a+a' a a' 

riìi gcncralmcDle Siena quanti si voglitu rapporti eguali 

(I a' a" a"' 

e s' avrà jufccssivnmcnlc 

n-ffl' n' n" 

l'~ U“' 

a+a'+a" a" a'" 


[’] 


b+b' + b" b" b”' 
a-t -a'-fg"4-... a o' a" o'" 

b-\-b'+b"+...^ b~b'~ P~ b'" 
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S'itnma delle potenze simili fd intere di più quantità in progressione aritmetira. 

/“iramidi di palle. 


519. F.levando ad una mcdosinia potenza ciascun termine d' una progres- 
sione geometrica , ne risulta una novella jirogressione geometrica ; ciò die 




Il prime membra di qDest'egoigliinzi si chiami la media tra le qcantil^ 


<1 



a' n" 

ji* j//)*®-; 


al che la media tra più qaanlitù eguali è uguale a ciascuna di esse. 

3. l’iù generalmente s' addimanda media tra più quantità dato un' altra quantità 
compresa tra la più piccola e la più grande delle date, in guisa che, se g ò questa 
più piccola, e à è la più grande, ed h è la media, tra tutte le dilTereoze $ — à cd 
h — k Sun dello stesso segno. 

Volendo dinotare la media tra più quantità a, o', a'', ec., ci aerriremo dalla se- 
gnatura del sig. Caucbv ( CouTS d'unutye» , pag, 444 ) scrivendo cosi : 


M(o , o",...) , 

ove la lettera Mèi' iniziale di media. 

Posto ciò sia h la media di dette quantità a, a', a",.., e però 

[i>l A=M(a, o', fl'',...). 

Sieno g la più piccola e. à la più grande Tra le quantità date a, n'..„ e per delini- 
lione le due diiTrrenze g — h, h — k saranno positive, e quindi dinotando con n uua 
quantità arbitraria , i due prodotti n{g — A), n(A — k) ovvero le due differenze 


ny — uh , nh — nk 

saranno dello stesso segno , e quindi sarà 

nh = M(«g , fifc) , 

e poiihò ng cd nA so^due de' prodotti na , no', no", ec. , sarà , con più ragione 

l.">] «A = ««', nn", oc.). 

I.Bonde si ha il seguente 

Tkooema I Se una quantità media tra pài altre è quantità date , il prodotto di 
esca per una qu nlitd arbitrari i n ’sard medio tra i prodotti di ciateuna aeile quan- 
tità date per n. 

3. llappresentino A, A', A" , ec. de’ numeri qualunque, e sia 

[I] 7/ = M(.4, .4", cc.). 

Poniamo inoltre che sia G il più piccolo e AT il più grande di detti numeri ; e le 
differenze 

n—G, K — II 

saranno positive e conseguentcmeole (uutt 99 , n.° 6} le differenze G’'—-II" sarsa 
dello stessa segno ; laonde 

//■"=: A"'"), 

e con più ragione 

[.v| //-' = (.4-, /!'•«, A''",..,)-, 

dunque 

Teobema II. Se un numero è medio tra più altri numart dati una qualunque po- 
lenta , politica 0 negativa , del primo è media tra le umili potente da' leeundi. 

Suppusio paiticoliriiieute m=^, si trae dt questo teorema che, ammessa la re- 
lazione [4] si ha pure , 

1/77 .= M (y A, V iC'', . . .) , 

cioè la radice quadrata tf un numero medio tra più numeri dati è media tra le ra- 
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non ha parimonle liinjTo por le progressioni aritmetiche ; ma quando i Ut- 
mini d’ una progressione di queste specie si elevali tutti ad una stessa po- 


dici quadrate di questi- 

*. Sia ora A un nnirirro qualnnqae i b , b', b", . . delle qoantili, la media Ira le 
quali sia h. rosta inoltre che sia g la piò grande e /> la più piccola di dette quan- 
tità le difTrrenze g — A, h—k saran positive, e però per ciò ch'ò stato dimostrato 
nella nota 99 o.° 6 le due diGTerenze À9 — X*, X'> X* saranno dello stesso scolio ; 
laonde 

X^ = MIX7, X^), e con più ragione 

[C] • .4‘=M(.1\ -.4 .1", ec.). 


Abbiamo cosi il seguente 

TEOREMA IH. 5a A à <m numero qualsivoglia e b, b', b"..., b sono delle quan- 
tità tali da essere 

h = JU(b, b', b'',..) 

sarà pure 

A*=M(A% A^', A"',...). 


Se b, f, b"... rappresentano de’ nnmeri interi , si ha allora, come corollario, che 
le uno stesso numero e' inttalsa a differenti potenze . e tali che l' esponente di un t 
sia medio tra quelli di tutte te altre , sarà quella patema media tra queste. 

8. .\bbiangi n quantità dello stessa segno 6, ò', ò e sieno a, o', a",., altre n 
quantità qualunque. Ponendo che g sia la massima e A la minima di tulle le quantità 


le differenze 


a a' 

b' P' 6" ’ 







ec. 


Saran latte posiilre , e però moltiplicando le prime due per ( , le seconde dnc per 
b', e cosi appresso, ed osservando che. per ipotesi, b, b', b", ec. sono dello stesso 
seguo , i prodotli che se ne ottengono , gioè 

•gb — tr , a — bk •, 
gb' — a', a' — 6'fc : 
gl,"- a", a"—b"ks 
ec. . 


saran pure essi dello slesso segno di b, b', b", ec. ; e tali saranno ancora le som- 
me di questi prodotti . cioè 

g[l,+b'+h'‘-\...) - („+a'+o"-f.) -, a+o'+a"-!-.. - k{b+b'+b"+...) 
ed i quozienti di queste somme per b+b' -i - cioè 

0 _ a+a'+a"+ — _t. 

b+b'+b"+—' b+b'+b"+— ’ 

laonde 


m 


b^b^b'^^- 





e però se nc runrliinilc il seguente 

ÌEUKEII.V IV. Se s'abbiano i/nunle si tagliali quantità della slesso segno, ed al- 
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lenza positiva cd intera, la nuova serie di termini che oc risulta potrà som- 
marsi , come (]ui appresso ci faremo a dichiarare. 


IrellanU gaantilà qualunque, il quoziente della somma di queste seconde per la som- 
ma delle prime é medio tra i quozienti di ciascuna di dette seconde per ciascuna di 
nette prime , rispellnamente. 

Li formoli [7] compreade come caso particolare la [1] ; perocché nel caso che 
latte le quanti té cc. fossero egnali , la loro media é ogoale a ciascana di 

esse, e si ha 

a a' a" 

6+6'4.6"4.r, — b~ b^~ 

Se poi b=sV = bii = ...rzul, ia [.7] di 




■=M(a, a', o",...y, 


or io questo caso il primo membro di quest' eguagllanta rappresenta appunto quel 
che dicesi media aritmetica tra n qosoiiié a , a', a"-- 
Ancora ; se a, a', a", ce. rappresentano quintili dello stesso segno, e si ritengo- 
no per b, b', a , a', .. . gli stessi signilìcati come sopra, saranno xb, x'b ', . . . 
quantità dello stesso seguo e xa , x'a', . , . quantità qualunque , si cbé pel teorema 
precedente 


[»J 


(.luiodi , se 

[0] 


= M 




«a 

a 
h ’ 


a'a' 

«V’ a"b" 
a' a" \ 
6'’ V'’*7' 



a 

6 




sarà pure 

[lOJ 


at^^-a'a'■^•a"a" -i-. a a' 

T, — /T' “ 6" “ ■ ' 


Cosi pure, elevando a quadrato le [9], si trae 

a’ __ o"“ _ 


e quindi per ia formola [1] 


[“] 




b~b^ 


oppure , estraendo ia radice quadrala 

ri-vi 

^ " ‘ b l’’ b" 

Ciascana delle formole [IO], [11], [12] contiene in se un teorema, e il modo onde 
dalla [9] si traggono é ulilissiiuo ne’ calcoli analitici. 

I.a formolo [1] e queste ultime [tO], [tl], [12] sono ntilissime nella eliminarione 
delle incogiiite. quando le equazioni clic le contengono si possan mettere sotto for- 
ma di rapporti eguali , contenenti le iucojnltc nel numeratore al primo grado. 
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Sia una qualunque progressione aritinelica 

e , chiamandone S la ragione , avremo 

b := u+ J , c — b~\~S ^ ^ * I — fc-1- J ^ 

indi , elevando ciascuna di queste eguaglianze alla potenza (m+ 1). ma , 
s’ ottiene 

6«+'=o"+'+— o”J + -a"— J"+cc., 

c»+'=l)’+‘+'^t^ b”S + p — ec. , 

• i 1.2 

Addizionando queste eguaglianze, sopprimendo i termini 

che risultano comune ai due membri della somma , e trasportando a”"*'* nel 

primo membro, verrà 

p»+> _ fl-f = ’!ÌÌ*J(a"+6'"+. . . +t") 


_^ (m+ t }m cc., 

1 • ^ 


sarà pure 


c ponendo per brevità 

fi -f-à -pc -p . • , *pA “pi S,, 

G^-pà^-pC’-p. • • “p/.*“pl*“— 

0"-p6’"-pc”’-p. . .-pfe'"-pl"= S, , 

i- P- «’"!-■ = <f(S. - 1")-P _ 1— )-P 

donde si trae 

La legge con che progrediscono i termini di questa formola è manifesta, 
ed è chiaro inoltre rhe, s’ arresta la serie, quando si giunge a quel termine 
che i"jcchiude il fattore m — m , ossia zero. 

Mercè questa forinola si troverà la somma S. , conosciute che sieno le 
somme inferiori. Ponendo m=0, s'avrà S„-, iKinendo m = t, s’avrà S. j 
jvonendo m = 2 , s’ avrà S, , e così appresso. 

520. Per farne un’applicazione, consideriamo la progressione formata con 
la serie de’ numeri naturali, cioè -p- 1. 2. 5, . . N. tu questa progressione si 
ha a = l, d=l, I = N, e però 

N*4** — 4 «I 

S.= _ N— ) 


m+1 
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fi f;iLfii(lu in qufisla (ormolu siufifissivainfinle m=Oj 1, 2, 3, i, cr., se 
uc liagL;ono facilmeiilc i valori seguenti : 

R,.= N, 

C _ N +N_>(N+n 

o — 2 ’ 

SN-+5 N-+N N(N+0(2N+1) 

* 6 6 ’ 



521. Comunemenle negli arsenali le palle da cannone son disposte incerte 
maniere di piramidi, e le forniole precedenti ci oflfrono il niez/.o come ca- 
colare il numero di palle contenute in una data di queste piramidi, le quali 
possono essere triangolari , quadrangolari , rettangolari. 

IHramidi triangolari. Si disi>one sul suolo un primo strato di palle in guisa 
che i centri di quelle che trovansi su i confini rurmino un triangtilo e(|iii- 
lateroj su questo primo strato un secondo se ne dispone, ponmido le palle 
al di sopra de’ vuoti che lasciano tra loro le palle del primo; questo secon- 
do strato avrà pur osso una forma di triangolo equilatero , ma ogni suo 
lato conterrà una palla di meno. Cosi si continua finche non si giunga a for- 
mare uno strato d' una sola palla. 

Dinotisi con N il lato della base, 'cioè il numero delle palle contenute in 
un lato dello strato che |>oggia sul suolo ; c si chiami Y il numero delle 
palle in questo strato contenute. Così essendo, si ha Y' = l-|-2-}-3 . . . -p N; 
ma ipiesta somma è quella stessa dinotata con S, nel numero precedente , 
dunque 

V N’+N 


Ponendo in quest’espressione, in luogo di N, successivamente 1, 2, 5, ec. 
s'avranno ì diversi strati che compongono la pinimide, a partire dal vqr- 
2’-l-2 5'*-t-5 

tire, e sono: — ^ i , ec. ; laonde la somma Z di tulle le 

palle contenute nella piramide sarà 

f+1 2*-f2 3«-f-5 N«-pN 

C)“*" et * £»•••» 

la quale può scriversi ancor cosi 

l«-l-2’4-5’-l-..-fN« 1.2. 3-J-. .+N 

I — 1 ^ , 


ovvero, osservando che i numei’alori di queste frazioni sono rispctlivamenle 
le S„ S, del numero precedente , sarà 


^(^-^1)(2N-^-l). N(N + 1) 
12 + 


c , riducendo , si trova finalmente 

.^_ !N(N-plXN-p2) 

0 
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Supposto, por esempio che il lato della base contenga rio patte, si larà 
N = ÓS , e si troterà N = Tì"0. 

Piramidi quadrangolari. Hanno qnoslc piramidi per base uno strato di 
palle in forma di quadralo -, e gli altri che al primo si sovrap|Mingono so- 
no parimente de' quadrati , ognuno de’ quali ha ogni lato con una palla di 
menu, a misura elio si elevan dal suolo, in guisa che il più elevato ha una 
sola palla , che forma il vertice della piramide. 

Si dinoti , come sopra , con N il lato della base c con / il lolal numero 
di palle rontenule nella piramide. Addizionando tutti gli strali , a piirlire. 
dal vertice , si ha Z = . .-f-N’j ma questa somma è appunto 

quella dinotata da S, nel n.° prec. , dunque. 

^^ N(N + t)(2N-H) 
tì 

Posto, per esempio, dm sia N^rrófi, risulterà Z=149IO. 

IHramidi rettangolari. La base di ipicste piramidi (> un rettangolo , e 
parinieiite rettangoli sono gli strali succi^ssivi, i quali a misura die si seo- 
sUino dal suolo , hanno una palla di meno in ognuno de' quattro lati , in 
guisa che lo strato ultimo , asimndendo , à un fdare di palle. 

Posto ciò, dinotando (ani p-f-t il numero di palle che questo lil.are con- 
tiene , lo strato immediatamente inferiore conterrà due filari di />-{-2 )Kille 
ciascuna ; il terzo m; conterrà Ire , ciascuno di p-pó palle, e cosi appres- 
so. Se dunque si dinoti con n il numero delle palle che formano il luto piu 
piccolo della base ,e Z quello delle palle di tutta la piramide , s’ avrà 

— (/'+ ')+-(P+^)+o(p+3)+ • • +”(p+f*) 

= /<l-f.2-f3-p. . . . . +n-) 

_P»C"+«) , «C«+l)(2n-f 1) 

~ 2 ~li ’ 

ridiicendo allo stesso denominatore c mettendo in vista il fattore comune , 
n(n-J-l) , s’otterrà finalmente 

1 _n(«-t-^)(^;’+2n.ft) 

L 

In questa formola p dinota il numero delle palle, meno una, le quali sono 
nel filare superiore •, e volendosi introdurre il numero N di palle die sono 
m.'l lato maggiore della base, si osserverà che esso (• uguale a p-f-n, in guisa 
che essendo N=/»-fn, sarà p=N — n, e per cons(!guenle la precedente espres- 
sione di Z in funzione di N, n sarà ; 

,_n(n-t-l)(5N — n-t-l) 

Poniamo per esempio che sia N = .30, n = 3o, e verrà Z = 21300. 

Ciascuna delle tre specie di piramidi considerate può esser troncata, nò 
più dillìcilc riuscirà il calcolo delle palle che vi si contengono, poiclni essa 
è .'illora la dilTerenza di due piramidi eoiiiplete. 

Sarebbe <[ui il luogo di discorrere de’ numeri figurati c numeri poligoni; 
ma essendo essi un semplice oggclto di curiosità, saremo contenti di ri- 
mandurc il lettore alf Algebra d’ edlero (102). 

(102) Chi irrise vighrzzi d' iver conoscenza di culeslo genere di nameri , senzi 
il bisogno di ricorrere all’ algebre d’ Ecleru , o in qoilchc litri incora, potrà leg- 
t'oureg Algebra. 30 
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Frazioni ronlinue. 


:>22. Definizumi. rjiiam.isi frazione continua Ogni espressione della forma 

rf+ec. 

ove a , 6 , c , d . . . sono de’ numeri interi e positivi. La serie di questi 
miineri può d’altronde esser limilata o illimitata. 


grre quanto qui passitmo brevemrnie id «sporre sa iste trgonento. 

K prinianieiite c <la sapersi che In generale nnmerl poligoni son qnelli che rappre- 
sentano le somme d' un determinato nnmero di termini conseeotifi , appartenenti a 
progressioni aritmetiche , che banoo per dilTereoia na oiunero intero , come le se- 
guenti ; 


fi 

[3 


-f-t.2.5.4 n; 

-f-t.ó. S.7 n -, 

-f-1.4. 7.10 n -, 

cc. 


Prendendo la somma di dne , di tre , di qniltro , ee. primi Urmini della prima 
di queste progressioni si ottiene 

[»] 1, 5, (i, 10 

e questi numeri son detti triangolari , perché , formando nn triangolo equilatero , i 
cui lati fossero composti di tanti punti per quanti ne indica il posto di uno de' na- 
meri della progressione [1] si potranno in detto triangolo disporre tntti i punti che 
sono indlc.iti da quel numero della serie e che rappresenta la somma de'termini del- 
la 11] sino al termine in questa preso : cosi 


Fanti d’ nn Iato | * 
Ponti del triangolo | ^ 


Operando allo stesso modo sulla t2] si hanno le somme 
[8] 1. 4, 9, 16, ... , 

e questi numeri si dicono quadrati, perchè possono disporsi in quadrati i ponti in- 
dicati da ciascuno di essi numeri , e aventi in ciascuno de' lati I, 2, 3, 1... punti. 

Le sole sommo [4J e [8] sono disponibili in figure geometriche, e nolla ostante le 
somme 

[ 6 ] 1 , 8 , 12 , 22 ,.... 


del primo , dei due primi ec. termini della progressione [3] s' addimandano nameri 
pentoloni. Cosi pare dalla progressione 

[7] -f-l.B. 0. 13. .. .n 

si traggono I nameri eiagoni 
L8] 1. 0, 18, ss, . ... 

e cosi oppresso. 

Fusto ciò è facilissimo ottenere delle forinole generali per ciascana specie di que- 
sti numeri , e per questo sarò suIBciente di fare uso della formola 


L‘J] 


„ 2<i+(n— 1)J 

S_n , 
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In Rcncralc, si potrebbero iiivete dell’ imilà prendere ilei mimeratori ipia- 
Iiim|ue , c considerare la o , i , c . . come quantità qiialsivo^'liaiio -, ma le 
frazioni, al modo da noi definite, sono le sole che meritano piii la nostra 
atteniione. 

Chiameremo quozienti incompleti o semplicemente quozienti i numeri 


ìodictDle li somina de' primi termini d’ ani progressione aritmetici 

-f- o. ft. c. . . k. l 

trovali dair A. nel n.° 310. 

Cosi pe'nomeri triangolari si hi o=l, 8 = 1)0 quindi , dinotando con Ni il 
numero triingolare , sarà 

[> 0 ] 

Per i numeri quadrati si tu a = 1, S = 3, e quindi , dinotando coq N j un numero 
quadrato , avremo 

[llj N,=n'. 

£ ragionando alio itesso modo si trovorl po' numeri pentagoni 


[ 12 ] 


n(5n —1) 




pe’ numeri esagoni 
[15] 
cc. 

In generale per aver la formoli de’numeri m. goni, basterà prendere ani progres- 
sione aritmetica di primo termine 1 , e di differenza tn — 2, iodi applicar la for- 
moli [9] e si ha 


[U] 


N„= w(2n — 1) -, 

sola de’oomeri m. gol 
mine 1 , e di differen 

n\m — 2) — n (m — 1) 


li numero rappresentato da n in lotte le formole qui innanzi trovati si chiama 
lato ed anche radice del nomerò poligono; e potremmo proporci la qacstiniic di tro- 
var» la radice poligona d' un numero dato, la quale dipciidur.l da un'equazione del 
secondo grado; imperocché chiamando a un numero dato ed x la sua radice m. go- 
ni , si ha dalla precedeote (111) dopo d' avervi messu 

N = a , n=x 

[ 1 5] (m — 2)x’ — (m — i)x = 2a. 

Nel caso de' nomeri triangolari , quest’ equazione diviene più semplicemente 

x^+x = ^. ) 

e dà 

— 1 ^ V tiri 1 


e poiché X dev’essere assolutamente positivo, bisognerà ritenere il solo segno su 
petiore , e s’ avrà 


X — 


— l-i-V'Sa-bl 


Da questa formoli si ricava ancora 

8«-f I =(2.r-f ly, 

c quindi si concbiudo che moltiplicando per Sun numera triangolare cd aggiungo)!. 
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« , /» , c . . , che nnlrano iic'll:i lr;i/.i(inc coiiliiiii;i, spmzm supporre per oiic- 
slo clif essi provuiis.ino d;i iiit:i divisione. I quozitnli rompteli son iiuolli 
ihe s' humio prendendo ciascun quozieiile incompleto con tutta la quantità 

<he a lui è unita col scgiio+: cosi 6+ un quoziente completo. Le 

trazioni^, - son comunemente appellate frazioni parziali o integranti, 

Prendendo suecessivamente, nella fr.izione continua, il primo termine 
indi I due pruni termini , poscia i tre primi termini , ec. s’ avranno dilTel 
lenti espressioni die si potran ridurre a forma di frazioni ordinarie. Queste 
frazioni vengono indicate col nome di ridotte o di frazioni convergenti 
7,p. Legge con che si formano le ridotte. Per i due primi tcruiini della 
trazione continua , si ha immediatamente. 



ai+1 

~T~ 


Si passa alla terza , ridotta ponendo nella seconda, già formata, 6+ - in 

• C 


luogo di A , c si ha 




c) + * ^ (afc+lVj^ 
4c+ 1 


A + - 

^ c 


Mutando e in c q- ^ in questa terza ridotta s'avrà la quarta, e cosi ap- 
presso. Ma g'a si scorge che I termini della terza si formano moltiplicando 
1 rispettivi termini della seconda pel (piozienlc ineompletoc e agiiundu ai 
I.iodotti 1 rispettivi termini della prima. Se dunque si dimostrasse che ve- 
rilieata questa legge per una ridotta qualunque abbia lungo ancora ner la 
ridotta seguente , allora dalla terza ridotta si passerà alla quarta da niic- 
sta alla quinta , e cosi appresso , sempre con una stessa legge. ’ 

Sicno pertanto-, — , Ire ridotte consecutive qualunque; siaml'ul- 
tiiiio quoziente adoperato nel calcolo di , c poniamo che s'abbia 
P"=P'm-|-P, = 

Indicando con I la frazione integrante che, nella frazione continua, segue 
imniedialanicnle il quoziente m, è chiaro che s'avrà la ridotta che succede 

<la t al prmlottn. la somma che oVienti dev’essere un quadrato. Ooesla Dronrirlit «i 
scorgo . colpo d’ occhio dolio oleoso scie 1, 3. 6, 11?, 15, ec^^do’naK 

dc!l«"c'Sy.* ®“*"*" P" 6“ aa®*" poligoni, focendo oso 

II. fine ò do sopersi che i numeri figurati sono de’ numeri de’ anali cerloni hanno 
elle rcl.i'on. con le figure gcomeiriche , come sono sppnnlo quelli irovoti dall' A. 

P r la espressione del numero gì palle cuouoaie nelle piramidi de’ parchi di ArU- 
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ni/ f , p’/ 

alla rimpiazzando m con »» + - nell’ espressione di c poiché 1’, Q, 

P', Q' non contengono m, s’avrà per la nuova ridotta 


n)+ ^ _(P'm+P>+P'_r "n+P' 
Q' (m +s)+ Q ~ ~ 


Cotosto risultamenlo prova ad evidenza la logge di che sopra <> dello , 
e però : cia»CM«a ridotta , a partire dalla terza , si forma molliplicando i 
due termini della ridotta precedente pel nuovo quoziente, e aggiungendo ri- 
spetticamenle a questi prodotti i due termini di quella precedente di due posti. 

Nell' applicazione di cotesla regola, riesce coniiiiodo il disporre tulli i 
quozienti a, b, c, d ... orizzontalmente , e porvi al disotto le corrisiKm- 
denti ridotte : Cosi data , per esempio , la Trazione continua 


a^=3+g:r-Li 


si disporrà il calcolo come qui appresso 
Quozienti 

Ttidottc . 


• 

K, 

2 , 

7. 

3 

46 

3.3 

20 1 

‘1 ’ 

o 

Tì’ 

82' 


Nel caso in cui la Trazione continua è illimitata , la legge con la quale 
si Tormano le ridotte prova che i numeratori e i denominatori costituisci - 
no line serie crescenti all’ infinito. 


32 1. Le ridotte sono alternativamente minori e maggiori della frazione 
continua. 

In elTelli la prima è uguale ad o, e poiché si trascura la parte Trazio- 
naria che l è aggiunUi, cosi essa è evidentemente < a:. La seconda ridotta 

è a + ^) e poiché si ritiene per divisore di 1 il quoziente b che é minore 


del vero divisore esìstente nella Trazione cosi questa seconda ridotta é niag- 
giore di x. 

1 t 

La terza ridotta è a H , e qui il divisore 6 + _é maggiore del ve- 

ò + A c 


IO, come si é provalo per la seconda frazione, dunque la terza ridotta 
è < X ^ e ( Osi apiircsso. 

52.'i. La differenza tra due ridotte consecutive qualunque è uguale alUunità 
divisa nel prodotto de' denominatori delle due ridotts- 

' 1» p/ [>ii 

Siene le tre ridotte consecutive — , — , —, e chiamando m l’ ultimo quo- 


ziente , si avrà (325) 
Posto ciò si ha : 


P" = P'm+P, Q'' = Q'm+Q. 

P' P QP'_ PQ' 

Q'“Q“ QQ' ’ 


p;i ^ ])/ _ P'm^-P _ P( _ I>Q' — QP' 
tp Q' O'm + Q Q' Q'iji" 
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Or (|iii‘sto due dilTcrenze hanno (“-^uali iiuiiieratori c di soglio contrario ; c 
jMaò S.0 nc può ronrhiuden! che la diflerenza tra due ridotte consmilive 
ipialiin(|ue, l'alta astrazione dal segno, è uguale ad un numero costante di- 
viso pel prodotto de' denomiiiatori di esse ridotte. Pertanto, considerando le 
due prime ridotte , si trova 

nò-pl a ■! . 

~ir T “ ò ’ 

dunque il numeratore costante in tutte le dilTerenzc, in valore assoluto, è 
uguale ad I , e quindi 

QP' _ PQ' = ± 1. 


In questa l'ormola si rilerà il segno superiore o pure l’inferiore, secondo 
che si sottrae una ridotta di posto ìmpari da un' altra di posto pari, o per 
contro. 

Poiché i denominatori van crescendo airìnrmilo, così è manifesto che si 
possono assegnare due ridotte consecutive bli che la loro ditTerenza risulti 
minore di quella quantità che si voglia , e poiché ancora tra queste due 
ridotte è compreso il valore di x (ó2-i), cosi puossi fin da ora conchiudere 
esser ixissibile il trovare una ridotta prossima per quanto si voglia al va- 
lore della frazione continua. Voli-ndo , per esempio che 1’ approssimazione 
sia siilo ai millesimi, si spingerà il calcolo delle ridotte, sino a che il pro- 
dotto de' denominatori delle due ultime sia almeno eguale a 1000, e allora 
la penultima ridotta avrà I’ approssimazione richiesta. 

520. Le ridotte^ formate secondo la regola messa nel n.° 323 sono sem- 
pre frazioni irreducibili. 

p 

In effelti se una ridotta qualunque ^ixitesse ridursi a più semplice espres- 
sione, dovrebbe esistervi un fattore k comune a P c Q , il quale per con- 
seguenza dividerebbe ancora la differenza QV — PQ', il che è iiiqxissibìle, 
jxirchè della differenza è uguale o -+- 1. 

527. Ciascuna ridotta s’accosta, pia che la precedente, al cero valore della 
frazione conlinua. 

Per dimostrar questa proposizione, s’osserverà primamente che se in 
ciascuna ridotta si completa l'ultimo quoziente adoperato iier forinola, si 
avranno delle espressioni eguali al valore totale di x , e che riuscirà age- 
vole paragonarle con (Quelle delle ridotte. Sia , per esempio , la ridotta 

P" P'm-f.P 

ove m è l’ ultimo quoziente adopiiralo : Ponendo il quoziente completo 
rn-t- ec = y, e rimpiazzando m con y in questa ridotta, s’avrà un’espres- 
sione eguale ad x , cioè sarà 


P'y-pP 

■*~Q'y+Q’ 

P P' 

e questa espressione può facilmente esser paragonala con le due ridolle - , - ■ 
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Posto ciò, prendendo le dilTi-ren/A; tra x e qneslc ridnlle , no risulta 

I! _ ^y+1 r _ (Q» ^' - ^ Q')y 

^ Q'Q'y+Q Q “ ’ 

P' P'y+P P' PQ' — QP' 

WffQ ~ U' “ Q'(Q'y+Qy 

Or qualunque sia il valore della quantità PQ' — QP', queste differenze sono 
sempre di sc"no contrario , e , per conseguente , si conchiude , come nel 
num." “)2i, che il valore di .r è sempre compreso tra due ridotte consecu- 
tive. Inoltre, lenendo presente che QP' — PQ'=±;li le precedenti diffe- 
renze si riducono a 

P rhy t» ~1 

u ~ yCQ'y-pyy Q'~U'CQ'y+U)’ 

e poiché y é un quoziente completo e Q' è un denominatore che segue lo 
altro Q , deve aversi v > 1 e Q' > Q •, e però la seconda differenza , fatta 
astrazione dal segno , è minore della precedente. Per questa proprietà la 
ridotte sono state denominate ancora frazioni convergenti. 

528. Osservazione. Essendo il quoziente y compreso tra m ed m-pl , ne 
segue che , se nel denominatore della seconda diffi^renza pongasi or l’ una 
or l’ altra di queste due quautità, quella frazione aumenterà nel pnmo caso 
c diminuirà nel secondo -, laonde , fatta astrazione dal seguo , sarà 

p' , 4 P' 1 

< Q'(Q'ì;h:q)’ Q'CQ'm-l-Q'-l-Q)’ 


ovvero , osservando che Q'm-j-Q = Q", sarà 

P' 1 P' 1 

* — Q/ < QÌQ^r ® - Q' > Q^'+^y 


P' 

In questo modo otteniamo due limiti per la differenza x — — il primo 


de’ quali si traduce nella regola seguente già conosciuta (525) prenilnulo 
una qualunque ridotta per valore approssimato di x, ferrare che si commette 
è minore delf unità dirisa pel prodotto del denominatore di essa ridotta mol- 
tiplicato per quello della seguente. Il secondo limite poi c’ insegna che f er- 
rore é maggiore dell’unità divisa pel prodotto del primo denominatore, mol- 
tiplicato per la somma di questo 'denominatore e del seguente. 

529. Ciascuna ridotta s' apjyrossima ad x, non solo più che ogn altra ri- 
dotta precedente , ma eziandio più di qualunque altra frazione , che avesse 
un denominatore minore di quello dd essa ridotta. 

Abbiamo già veduto che ciascuna ridotta s'approssima ad x più che ogni 
altra ridotta che la precede-, ma ancora essa viene espressa in termini piu 
grandi, e non può ridursi a più semplice espressione. Siamo dunque cosi na- 
turalmente condotti a cercare se v' esiste una frazione in termini più sem- 
plici che quelli d’ una ridotta e che nel tempo stesso non sia meno approv 
simato ad x. 


Kiprcndiamo le due ridotte consecutive 


p p/ 

ti’ Q' 


e poniamo che una fra- 


Digitized by Google 



2lrt 


LEZIo:«I D ALGEBRA. 


zionc che può sempre supporsi ridolla alla sua più semplice espressione 

^ . P' 

s’ approssimi ad x più che non s’ approssimi E poiché x è compreso Ira 

P P' 

le due ridotte - , , ed è più prossima alla seconda che alla prima , è 

d'noiw che ^ cade essa pare tra queste medesime ridotte, e perciò, fatta 

P 

astrazione dal segno delle differenze, dev’essere 

« P^P' P Q«-‘P|3^ 1 


pia il numeratore Q« — P/3 è , per lo meno , eguale ad 1 , dunque dovr.ì 
essere U/S>QO', cioè (8>Q'. Laonde perchè una frazione s' ap|irossimi 
P' 

ad X più che la ridotta , deve avere un denominatore maggiore (*). 

(à)lesta proprietà dà alle ridotte un carattere degno d’esser considerato, 
r.eiieralinente, quando s’ adoperano delle frazioni nelle approssimazioni, non 
bisogna credere che prendendo denominatori più grandi s’ottenga sempre 
un maggior grado d’ esattezza. A meglio farci intendere , abbiansi le tre 
frazioni * , I , i, che ridotte allo stesso denominatore divengono 

, e così si vede che esse sono disposte secondo l’ordino di gnuide/.za. 
Or può darsi elio il valore d’ un’ Incognita x cada tra * e -f, ma che s’ ac- 
costi più a J che a quelle due frazioni-, in tal raso è chiaro che è iiiqxissibile 
d’ ottenere in settimi un valore per x piii approssimato che Quest’esem- 
pio ei fa chiaro che cercamlo de' valori approssimati tra le frazioni che lian- 
iiu un dato denominatore, si può talliata avere un grado di precisione mi- 
nore di quello che si ha con denominatori più piccoli. Ma è osservabile che 
ciò non deve mai avvenire (piando i valori approssimali sono scelti tra le 
ridotte che si ottengono dalla frazione continua eguale all’ incognita -, ed è 
.ippiinln questa la proprietà di die intomlevaino discorrere. 

óòo. fiw frazione continua periodica f/0:ì) è uguale ad una delle radici 
di wi equazione del secondo grado a coejficiei ti razionali, 

Sieno a , ò , c . . . , i primi quozienti che formano la parte non pcriodi- 


(*) Ancora.- se si considerano solo de' valori approssimati che sirn talli minori o 
(atti maggiori di x , si può facilmenle provare che ana fraziono perché , più eiio 
una ridona , e nello stesso senso , s' approssimi ad x deve avere un deoomioaloro 
inapRiore di quello rhe ha la ridotta sefiaente. 

(103) Una frazione coniioua é periodica, quando i quozienti incompleti, da un certo 
posto io poi , si ripruducooo sempre eoi medeaimo ardine ; cosi 


‘■ + S+.' 


1 


<•+ i 

“+6i:-L 

e + 


Si sottintende non esser necessario che il periodo cominci sempre dal primo quo- 
ziente. 
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i quozienti seguenti che si riprodurano pcnudi- 


x = a+ 


ST. 


y=p+ 


9 +• 


{ 


1 


p + ec. P+ ec. 

È chiaro potersi in queste due espressioni sostituire y alla serie perio<li<!a 
p + cc., in guisa d’ aversi 

t \ 


x = a+ 


b+. 


4 




4 


Considerate queste due espressioni mnae terminate ad y , e applicandovi 
le regole relative alla composizione delle ridotte, si giungerà a due equa- 
zioni di questa forma 

P'u4-P R'u+R 

"=Q'J+Q’ 


e ricavando il valore di y in x, dalia prima, e sostituendolo nella seconda, 
chiaramente si vede che si deve giungere ad un' equazione del secondo grado 
in X. Dunque ec. 

La proposizione inversa è parimente vera; ma la dimostrazione essendone 
alquanto ditncoltosa la rìserbiamo per la fliic di quest' articolo (557). 

55t. Sviluppare una quantild qualunque in frazione condnua. 

Dinotiamo questa quantità con x la regola generale consiste a fare suc- 
cessivamente 

4 14 

*=«+ps x‘ = b+pi, x" = e+ -prn ec., 

ove a dinota il massimo intero contenuto in x , b quello contenuto in x', 
e cosi appresso. Trovati una volta questi numeri , s' avrà 


x = a+ 


b+ 


4 

c-t- ec. 


Quando x è una quantità incommcnsur;ibilc , la frazione continua dovrà 
prolungarsi indelinitumenle-, altrimenti, se cosi non fosse, le ridotte s:ircbl>em 
in numero limitato , e l’ ultima rappresenterebbe il valore di x , il quale 
perciò sarebbe razionale, contro l’ ipotesi. Per contro se x è commensura- 
bile la frazione continua dev’ esser limitala , rame passiamo a diiiiuslrare. 

533. Convertire una frazione ordinaria »n frazione continua , e formar 
quindi le frazioni convergenti. 

Sia una frazione 


X 


M 


” N' 


Dividendo M per N, chiamando a il quoziente ed R it resto s'avrà: 

M II 

IS — ® + N ■’ 

Fourcy Algebra. 31 
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divklmido parioicnte N per R, diiumando & il quoziente ed R' il resto s'avrà*, 

N R' 

R — R> 


donde 


R 



dividendo nuovamente R per R', chiamando c il quoziente ed R" il resto, 
b’ avrà 

R . R" . j R' t 

® + uT. ipy 

® +IF 

Conliniiando il calcolo sempre allo stesso modo , il che si riduco a cer- 
care il massimo divisore comune di M ed N si gìugncrà necessariamente 
ad un resto nullo , perocché i resti successivi sono dei numeri interi de- 
cresecnli. Per fissar le idee , poniamo che siasi arrivato ad ottenere senza 
resto 

■R' , R" t 

j^7> = d, d ondCjjT-— ^5 


allora facilmente si scorge che 


M , R , 


i 




^ =a + — 

— IJ77 f> + 

+ìV 



Mercè i quozienti a, b, e , e seguendo le norme date nel n' 323, 
si calcoleranno le ridotte o frazioni convergenti. E per dichiarar ciò con 

un esempio, poniamo che si tratti della frazione 

divisioni indicati qui innanzi avremo 





i 

3 1 [16 

1 

Divisioni ... 

80100 

209292684 

2141 

543^31 

16 


2681 

214lj 543 

512 

311 16,15 

1 


Indi pel n.° 323. 

, Quozienti . . . 4 , 7 , t , 3 , 1 , 16 , 1 , 1 , 15. 

_ 4 29 35 128 161 2704 286.5 5369 86Ì00 

«idolte... _, 


Essendo che la frazione data è espressa in numeri molto grandi, potre- 
mo allora sostituirle una delle ridotte , se si crede conveniente, ed allora 
si è certi che non vi sarà frazione più semplice che più della ridotta rite- 
nuta, si possa accostare alla frazione data. Prendendo la ridotta 1 er- 
rore che si commette è < -rTx'rr , , ovvero < ttItt • 

355. Ridurr» in frazione continua la quantità irrazionale ^ «’-ft» “ 

dinota un numero intero. 
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Essendo, evidenlementc a il massimo intero contenuto in a’+l, si Tarà 

^à^l = a+jn donde — 

ed x' sarà un numero maggioro d ell* un ità, dal quale volendone cavar l' in- 
teri si moltiplicheranno per a+ v^a'-|-l i due termini dell' ultima frazione, 
che rappresenta x', e s' avrà 

«' = fl + ^ o'-i-l ; 

d'onde facilmente si scorge esser 2a il massimo intero contenuto in r', c 
però si farà 

, 1 t 

*'=s a-f- v^o*-|-t = 2o-|- ;t 7 , donde *" = -,l. l , 

* y tt’-M — a 

Or questo valore di x" essendo della stessa forma di quello di x', ne se- 
gue , senza ulteriori ragionamenti , che 


a*+t = 

2a-|- 


t 

2<»-f-ec. 


Trattando allo stesso modo la radice quadrata d' un qualunque numero 
intero, che non sia un esatto quadrato, si trova sempre una frazione con- 
tinua periodica , e potrà solo avvenire che il periodo non si manifesti sin 
dai primi quozienti. Celesta proposizione va in quella la cui .dimostrazione 
Tabbiam rimessa nel n. 557. 

354. Calcolare il rapporto approssimalo della circonfcrema al diametro 
con frazioni lati, che nessun' altra frazione più semplice vi possa essere, la 
quale ptù s' apjtrossimi al detto rapporto. 

Colesta questione, in vista della proprietà dimostrata nel n. 520, si ri- 
duce a sviluppare in frazione continua il rapporto deOla circonferenza al 
diametro, e calcolar poscia le ridotte. Or per un tale sviliqipo non si hanno 
melodi diretti , e vi'si supplisce servendosi del valore , approssimalo ed 
espresso in decimali , del rapporto in discorso. Dinotando , ctuue è d' uso, 
con « cotesto rapporto, ed arrestandosi alle prime dicci cifre , si ha 

»= 3,lilo92Co33 

ed aggiungendo un’ unità all’ ultima cifra , il valore esatto di ir si troverà 
compreso fra le due frazioni 

51 415 920 535 31 415 920 .550 

10 000 000 000 ’ 10 000 000 “ 000 ' 


fliducendo quindi queste due frazioni in frazioni continue , e rilcnendo l.v 
parte comune ai due sviluppi , si sarà certi che essa deve appai tmiere a 
quello del rapporto di w. Per non perder di vista l'oggetto prmeipale, aiii- 
niettiamo (pii quest’asserzione come dimostrala ( ved il n. 555 ). 

Formando piir ciascuna delle predette frazioni le successive divisioni com’è 
detto ucl n. 552 , si troveranno (lucstc due serie di quozienti 


5, 7 
5, 7 


1 

1 


15, 

13 , 


I, 292, 1, 1, 6, 2, 15, 5, 1, 12, 5, 
I, 292, 1, 1, 1, 4, 1, I, 1, !.'i, I, 


8 . 


Considerando dunque ([uei quozienti che son co nuni a ipiestc due serie. 
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.■) pia tirò ilul primo senza iiilerruziono, e lurmando le corrispondenti ridotte, 
b’ avi anno i valori ferrati 


Quozienti 
Hidotle . 


. .3, 7, t.a, t , 21Ì2 , 4 , 4. 

3 22 535 5!‘>.'S 4031195 104 348 208 544 
■ ■ r 7 ’ 40«’ H5’ 33 402’ 33 215 ’ 00 31? ' 


La prima ridotta {• lo stesso quoziente 3 al quale è dato per denomina- 
tore r unità •, la seconda è uguale a 3-}--;-. 

La terza ridotta f— s’ è formiita moltiplicando i due termini della pre- 
cedente pel terzo quoziente 4.5 ed aggiungendo rispettivamente ai prodotti 
i Irrniini della prima ridotta. Con modo analogo sono stale uonqioste le sc- 
giinili (325). 

Queste trazioni sono alternativamente minori e maggiori del vero valore 
di it. tàisi la frazione iyt è maggiore, ed è quella die rappresenta il valo- 
re approssimato del rapporto t , come fu trovato da Abciiiheoe. Secondo 
il n." 328 , 1' errore elle ne deriva , ritenendo questa frazione è compreso 
TS-;— '■'1 TmTFTp Ira -,J, ed 
La frazione 

rap|)orlo esalto , 

l'errore che si cominelle ritenendo la frazione f4rè compreso tra ,-r,Vrrrrm 
rTs 7 TT'i + i rnraj' ossia tra ^ «j»! . 

Il rapporto ff; posto fra quell di ArrhiiiieUe e di Mezio pare che sia stalo 
conosciuto dagli Indiani , ed è poco piii semplice di , ma molto meno 
npprossimalo-, penhè l’errore cade tra ,-jT 5 rrr» *'■ « c ♦ 1 1 « « -Fi T i l ovvero tra 

V I « fT à's « I 4 ' 

Volendo paiagimare questi rapporti col valore di« sopra scritto, basterà 
ridurli in decimali, e s'avià 


Trr+TTTp emi- u.i , cu ,-,-7. 

ff-j è d rapporto d'AuRiiNO Mezio, e supera esso pure d 
o, ma è più approssimato di (piello d’ A rciiimkoe •, |K,■|•ocdlè 


22 


= 3, 4W 






donde si vede che il rapporto d'-VacHiMEOB è in errore alla terza rifra de- 
cimale , quello di Mezio alla settima , e qitdio intermedio alla (piinla. 

IVallronde, cercando il valore approssimato di ir |M*r Via di poligoni iscritti 
e circoscritti , e prendendo il quadralo per punto di partenza , si verrà a 
conoscere che liisogii.a elevarsi ni poligoni di 428 lati per avere due cifre 
decimali esatte, a qtudii di 2018 lali per averne quattro, e a quei di 8192 
fMT averne sei. finn ea'i sì vede da quali poligoni dipendano i tre rapporti 
)iieredenli. Nulla abbiam detto degli altri rapporti, (lercbè essi sono ancor 
pili complicati ni^ hanno celebrità alcuna. 

533. Nel n. prece, abbiamo ammessa un'asserzione senza dimostrazione 
verun.T •, ora passiamo a darne la seguente. 

Sia X una quanlilà compresa tra u e r , e poniamo che sviluppando in 
frazioni contìnue tutti c tre queste qiiautità u , t’ , a; s' abbia 


u = a-t-ji, «' = 6+i, tt"=c-|-A,ec. 
u = a-t-^, e' = à-|-^:L, u» = c^-X,ec. 
x=a'+l^ = 

Essendo x cempn so tra ii c r, c la slcssa parlo iiilcra trovandosi in «or, 
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questa, medrsimn parte intera dovrà pure trovarsi in x, chiaro ancora 
clic —, , deve andar compreso tra ^ ed e perciò x' cader deve tra «' 

e r'-, sicché può ragionarsi sopra e', x', come si è fatto sopra «, r, x, 
e se ne conchiuderà essere 6' = 6. Indi si passerà a dimostrare die c' = r, 
c si continuerà con lo stesso ragionamento , tinche vi saranno termini co- 
muni alle due prime frazioni continue, c si troverà che questi termini deb- 
bono ancora trovarsi nella terza-, il che è appunto quel che volevasi dimo- 
strare. 

350. Le frazioni continue olfrono un mezzo come risolcere in numeri in- 
teri r equazione indeterminata 

[t] ax-i-by = c, 

nella quale i numeri <i, b, c sono numeri interi , e i primi due si supiMii- 
gono non ammettere alcun fattore comune. 

Sup|X)ngasi sviluppata in frazione continua il rapporto e, calcolale tutte 
le ridotte , I' ultima delle (jualì sarà questo stesso rap|xirto , si tolga da 
quest' ultima la penultima che dinoteremo con ^ , e il numeratore della dif- 
ferenza , per la proprietà esposta nel n. 323 , sarà 

ab' — ba' = -t- t , 

ove si riterrà il segno superiore o l’ inferiore secondo che T ultima ridotta 
è di posto pari o di posto impari. 

Moltiplicando ora per ± c cotesla eguaglianza , si ha l' altra 

oX ± b'c+bX + o'c = c , 

che paragonandola con la [I] ci fa conchiudere che si soddisfa alla proposta 
C(|uazione [I] prendendo a; = b'c , v = Conosciuta questa solu- 

zione si (lossono scrivere le fui mole (die comprendono liittc le altre ^ c di- 
notando con t un numero intero qualunque (137) dette formule sono 

x = zLb'c — 6f, y a'c+ at. 

Esempio. Abbiasi 1’ equazione 




26tx — 82|> = 117 ; 

201 


e riduceiido in frazione continua il rapporto Z — , si trova 

02 


Quozienti . 
Kidutte . , 


5, 

3 

T’ 


2, 7. 


16 35 

5’ 11’ 


201 

82' 


Prendendo il numeratore della dilTereiiza , ed osservando che 

r ultima ridotta è di posto pari , s’ avrà 

261 X H — 82 X 33 = + * , 

e quindi 

201 X H X117 — 82 X35X 117=117, 

laonde si soddisfà alla [3] facendo jc= 11 X in = 1287 ed y=35X 
— 1093 -, cd i valori gniierali di x ed saranno 

x= 1287-1-821 , i/= i09o-}-201t. 
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P'accndo inoltre la divisione di liBI per 82 e quella di 4095 per 261 , si 
trova 1287 = 82 X 15+57 , 4095 = 261 X 15+180 ; e però, osservando 
die t è un numero intero qualunque , si potrà scrivere più scmplicemcute 

a: = 57+821, y = 180+26U 

* 557. Crediamo opporluno porre in questo liiojro la seguente questione: 
ogni radice irrazionale d un' equazione del secondo grado , « cui coefficienti 
sono razionali , si sviluppa in una frazione continua periodica. 

(irdinando la proposta equazione del secondo grado, e moltiplicando per 
2 , se è necessario , perchè il cocITiciente del secondo termine sia pari, la 
detta equazione può mettersi sotto la forma 

[1] o'j’ — 26x — a = 0 , 

ove a'i a' , b sono de' numeri interi , positivi o negativi. Prendendo una 
delle radici di quest' equazione , e sia la 



supponiamola positiva ed incommensurabile ; dico che essa deve svilupparsi 
in frazione continua periodica. 

. Sia , in elTelli . m la parte intera di x , si ponga x = m+ ^ , e cerchiamo 
la parte intera di x'. Primamente si ha 


1 6+ yJlF+aa' h — o'm + ^ b’-^-aa' 

x' «' a' ’ 

e quindi 

cd «'( — {Il — a'm) + \/ b'-\-aa‘) 


b — a'm+\fb‘+aa' [6 — a'm+ v ò’+aa'] [ — (6 — a'm)+ y' 6'+«o'j 

ovvero , riducendo , 

X' = ~ ft+ V^ò» + «g' 

— o m’+^w+a ’ 

c ponendo per semplicità 

b' = a'in — ò , o" = — a'm’+2&m+a , 

sarà 

, ò'+ \/ b +na' 

X ^ - ■ — » 

a" 


Osservando inoltre clic dai precedenti valori di b' ed a” si ha ò ’+a'o" 
— ò‘+oa' , si potrà sotto il radicale rimpiazzare fc’+«n' con b'’’+a'a", 
ed in questo modo è chiaro che se tu' è la parte intera di x' , c si pone 

x' = m' + , si troverà , ripetendo i calcoli precedenti 

,,_b"+ v'à''+oV' 

X — , 

a 

essi'ndo h" = a"m'— />' , a'" = — a"/»'» + ìb'm'+a ' , c , come innanzi , 
/."i+a",,'" _ t'i + a'a". 
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Sia m" la parte intera di x'\ e , ragionando sempre allo stesso modo, 
si troverà 

ì 

in + 

m"+ ec. 

Si osservi ciò che forma il punto essenziale , cioè che nella serie do’ va- 
lori analoghi ad x, x\ x'\ il radicale è costantemente eguale a ^ b*+aa'. 
Inoltre al principio della serie delle quantità a, a', a", ec. , può avvenire 
che ve n’ abbiano delle positive e delle negative •, ma, al di la d’ un certo 
termine , esse dovranno esser tutte d’ uno stesso segno , ed è questo un 
altro punto che bisogna stabilire. Per la qual cosa, invece di calcolare suc- 
cessivamente ciascuna delle espressioni x\ x", ec. , per mezzo della pre- 
cedente, andiamo a mostrare come tutti si possano dedurre dalla prima. 

Poniamo, per un istante, che a:, x\ x" siero tre espressioni consecu- 
tive qualunque , che s' incontrano nella serie de’ calcoli e le parti intere 
delle quali sieno m, m', m". Secondo questa supposizione, cotesti numeri 
saranno tre denominatori consecutivi , presi in un modo qualunque nella 

frazione continua eguale all’ espressione [2] ; e però , dinotando con 

le ridotte corrispondenti ad m ed m', e osservando che x" rappresenta il 
quoziente completo m"+ oc., il valore esatto della frazione continua sarà 
P'x"+ P 

eguale a q, /V^q ’ essere 

P'a;"-f P b + ^b’+aa' 

QV'-PQ à' 


Quest’equazione deve dare per x" il valore g esegucn- 

do i calcoli si ha succcssivameale 


o'P'a:''-f-a'P=Q'a:"(6-|- ['''b +aa')+Q(jb + l/ò’-fao') 
a-,/ _ o'P — 6Q - Q 
6Q'- 

_ (rt'P— ÒQ - Q \/b^+aa') (bQ'- a'P'- 

{bQ'- a'Vy—Q'Xb'+aa~) ^ 

_ ò(PQ'-HQP')-faQ Q'— a'PP'-|-(P'Q — Ql’») \/h+aa' 
a'P’— 26P'Q'— oQ'> 

Posto ciò , per la teorica delle frazioni continue, si ha P'Q— QP' = ± 1, 
secondo che la ridotta y, è di posto pari o impari: se s’ avesse — 1, biso- 
gnerebbe cambuire i segni al numeratore e al denominatore, perchè la parte 
irrazionale fosse -p y/ 6'-faa'. E supponendo , per fissar le idee che s' ab- 
bia -f 1 , allora , il precedente valore di x" dovendo ridursi 

ò"-p \/ b'+aa' 
a'" ’ 

dovrà essere 

a'" = a'P'_ 2òP'Q'_ aQ". 
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Polrt-bbes! qui verificare che b"‘+a"a"'=b*+aa\ ma ciò è superfluo. 

S<>, mercè le ridotte, si fosse calcolato allo stesso modo x', il iiioltipli- 
catorn di v' b‘+aa' sarebbe riuscito di segno contrario a quello che si trova 
il) x", e quindi si sarebbero cangiati i segni al numeratore e al denomi- 
nature , e si sarebbe avuto 

o"= — a'P*-|-96P'Q'-|.aQ". 

Teniamo presente che il vero valore di x è compreso tra le due ridotte 
P P' 

Q e Q], la dillercnza delle quali è tanto più piccolo per quanto più esse 

ridotte sono d’ordine più elevato, e detta diflerenr.a può divenir tanto pic- 
cola per quanto si voglia (595). Posto ciò, le due radici dell'equazione [1] 
essendo disuguali (senza che non sarebbero incommensurabili) è permesso 
P P' 

supporre le ridotte g ^ qi scelte In guisa da non comprendere la seconda 
radice della [t]. 

Uinoliamo con x, , la radice in discorso sinora , e con x. 1' altra , e pel 
dello nel n.* 185, il primo membro della [t] può scomporsi in due fat- 
tori cosi : 

fl'(x — X.) (x — X,). 

Una delle ridotto è>x, e P altra <x,-, ma esse sono entrambe maggiori 
o minori di x,, e però sostituendole successivamente in luogo di x nel pre- 
cedente prodotto , dnvrannosi ottenere due risullamcntì di segno contrario, 
e lo stesso dovrà avvenire se si sostituiscano nella [t]*, laonde le due quantità 

0^2 __ _ 

Q* tì “ ’ Q'* Q' “ 

deggiono essere di segno contrario. Cambiando il segno della prima, e quindi 
mulliplicando le due quantità rispettivamente per Q* c Q'*, potrà dirsi aa- 
cora che 

— o'P* -p2òPQ-paQ% o'P"— 26P'Q'— oQ'* 

sono due quantità dello stesso segno ; or queste sono appunto quelle rap- 
presentate da a" ed a'", dunque o" e a'" sono dello stesso segno. La me- 
desima conclusione vale pure per le quantità che seguono o'", imperocché, 

secondo la nostra supposizione, tulle le ridotte che succedono alla-^, son 

tali, che due qualunque di esse, consecutivamente prese, comprendono sem- 
pre x, e comprendono x^*, laonde si è oramai certi che nella serie di quan- 
tità a, a', a", . . . devesene trovare una, a partir dalla quale, tulle le al- 
tre saranno dello stesso segno. 

Stabilito cosi questo secondo punto, facciamo b'’-|-aa'=R, c leniamo 
presente che nella serie di valori x' , x" , ec. si ha sempre 

6'*-i-o'a" = R, ò"«-i.o"a"' = R, ec. 

E poiché le quantità a, a', o", ec. , a partire da un certo posto, dcblwn 
tutte avere lo stesso segno, ne segue che i prodotti n'o'', o"o'", ec do- 
vranno esser costantemente positivi, e partire da quel posto; quindi pure, 
al dì là d' un certo posto , e in virtù delle eguaglian/.e precedenti , i nu- 
meri i»', t", ec., a', a", cc. , fatta astrazione dal segno dovranno rimaner 
compresi tra certi limiti. 
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Da rio rons»'"Uc dio ponendo, nello esproissioiii ili x, x', x" , oe., fuori 
del radicale P"' S', al numeratole c al dciioiiiinalore, delle i|uanlilà Ira i|ui> 
sli limili comprese, non si |)olià avere che un numero limitato di valori; 
e però tra i valori a; , x' , x" , . . . ve ne dovrà aver di ()uelli che si ri- 
petono. Se, per esempio, si suppone che al di là di x" si trovi un valore 
ey:nale ad x", si fxdrà esser certi di trovare pure gli stessi, e nello stesso 
ordine, i valori che hanno successo ad x" ; laonde ancora i termini della 
fra/.ione continua , i ipiali sono stati dedotti da x" e dai valori seguenti deb- 
bono riprodursi. Kgli è d' altronde evidente, che questi termini ih lihono ri- 
prodursi periodicamente sino all' inlinito c (|iiindi la frazione continua eguale 
alla radico [2] deve esser jìcriodica , che è ciò che volevasi dimostrare. 

CAPO xm, 

Teobia pe' logaritmi. — Questioni su l' interesse composto 
Definizione de’ logaritmi. — Loro proprietà — Vantaggio delle tavole. 

37(8. Abbiansi due progressioni, l’ima geometrica e che cominci con 1, 
r altra aritmetica c che cominci per 0 , cosi come qui appresso si vede 

-H- 1 : 2 : A : R ; tC. ; 52 : 0l ; 428 : ec. 

0 . 5 . 0 . 9 . 12 . IS . 18 . 21 . ec. 

Paragonando queste due progressioni facilmente si scorge che moltiplicando 
tra loro due termini qualunque della prima, e addizionando i corrispondenti 
termini della seconda , anche il prodotto sarà corrispondenle alla somma ; 
così A X 10 = 01; 0-f-t2= 18, e ben si vede che 01 c 18 si coriispon- 
dono. In questa guisa una moltiplicazione si trova eseguila per mezzo di 
un’ addizione. 

Cotesla semplice osservazione è senza dubbio antica ; ma si deve al ge- 
nio di Neper barone Scozzese, raverne saputo trarre la teoria de’ logaritmi, 
che forma una delle piti utili scoverte moderne, e fu pubblicala nel 10 H, 
sotto il titolo di Mirifici Liigarithmorum canonia Deacriplio. Andremo qui 
oppresso c^|¥lnendo siffalla teoria con lutti i convenevoli sviluppi, c atlenen- 
diM'i il più che si può dappresso alle idee deU’inventor.!, senza far uso pero 
della considerazione di moto della quale faceva egli uso. 

Comincia il dotto Scozzese dall’ osservare che i numeri, in tutte le gra- 
dazioni di grandezza, possono esser considerate come i termini d’ una pro- 
gressione geometrica. Per bene intendere questa verità consideriamo la pro- 
gressione geometrica 

-=i ; 1-t-a : (1+»)” : (i+«)’: ec. 

c supponiamo che « sia una quantità piccolissima , in modo che i termini 
vadan crescendo per gradi piccolissimi ; anzi supixmendo che « diminuisca 
ìndeiinilamenle , si potranno , nel limite , considerare i lerniiui di questa 
progressione come variabili da uno all’ altro in modo continuo. Stando al 
vero, non possiamo giammai scrivere una progressione ove questa continuità 
esista ; ma lo spirilo la concepisce , e tanto basta : In conseguenza di no 
si potranno considerare tulli i numeri maggiori di I come compresi nella 
progressione geometrica ; lasciando per ora da jiarte quei che soli iiiiuori 
di 1 per considerarli da qui a poco. 

fourcy Algebra, 32 
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Nel tempo stesf.o p’’"ndi‘ il Neper una proi;ressìonc aritmetica 
-t- 0 2/8 . 3/8 . ec., 

i riti termini a partir da /ero , vanno crescendo, per differenze tanto pie- 
mie per fju mio si voglia ; allora considerando i termini di questa serie, nel 
loro legame ido (luei della prima , li dinota col nome di logaritmi. 

Laonde , i logariimi de’ numeri lono i termini d' una progressione arit- 
metica , che comincia da zero , e corrispondono a questi numeri considerati 
come formanti una progressione geometrica , che comincia con V unità 

3M. Questa definizione, a quanto può sembrare non accorda logaritmi 
minori di 1 -, e se invece di prendere la progressione geometrica crescente, 
se ne assumesse un’altra decrcsi-cnle allora, all’opixislo, i numeri maggiori 
rii t sarebber quelli che non aminettcrebliero logaritmi. Per fissar le idee, 
ragioneremo sempre, mettendo la prima ipotesi, e così, perchè la progres- 
sione abbraeeinsse ancorai numeri minori di t, basta prolungarla al di sotto 
rielf unità, ciò che corrisponde a dividere f unità per le potenze successive 
della ragione l-far. 

Ma quali saranno i logaritmi di colesti numeri , ed in che modo conti- 
nuar la progressione aritnielica al di sotto di zero? Egli è possibile formare 
i termini di questa progressione in un ordine retrogrado, togliendo da cia- 
scuno di essi la ragione della progressione •, ma quando si è giunti a zero, 
la sottrazione non essendo più possibile, ci pare che la progressione dovesse 
arrestarsi. Qmrsta difficoltà si toglie ad un tratto con 1' uso delle quantità 
negativo, le quali si verrebbero in questa occasione, naturalmente, ad in- 
trodurre, quand’anche non fossero state già note*, e ciò si fa ponendo il 
segno — innanzi ai multi/di della ragione che dovrebbero essere tolti da zero, 
(pialora dò fosse possibile. In questo modo operando sì formano de' termini 
negativi, mercè i quali si fa discendere la progressione aritmetica al disotto 
di zero , c che sono i logaritmi de' numeri minori dell’ unità', e quindi, se 
si scrivono alla sinistra delle due serie i loro termini discendenti , queste 
serie potranno esser presentate cosi 


[ 1 ] 

[ 2 ] 


t 


(<+«)» 
- 3/8 . 


- 2/3 . 


— /8 . 0 . /9 . 2/3 . 3/9 




e i termini della seconda saranno i logaritmi de’ corrispondenti termini della 
prima. Bisogna non dimenticare che nella definizione de’ logaritmi si com- 
prende, come condizione essenziale, che il termine 1 della progressione geo- 
trica debba essere il corrispondente del termine zero nella progressione arlt- 
melic.a , il che , altrimenti vuol dire che log. 1 = 0, 

In entrambe le serie la parte ascendente aumenta all’ infinito ; ma nella 
prima , la parie discendente tende indefinitamente verso zero , mentre che 
nella seconda ess:> decresce sino all’infinito negativo. Pertanto logx=iì, 
e log 0 = — » 

Queste due serie manifestano ancora la seguente osservazione , cioè che 
se un qualunque numero n è |X)sto ad una crrta distanza da l nella parte 

ascendente, il numero — , deve occupare lo stesso posto nella parte discen- 
dente^ e però questo secondo numero ha lo stesso logaritmo del primo, ma 
negativamente preso, cioè log -= — log » 
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540. Pnssiamo aHe proprietà de’ logaritmi. I-a proprietà fondauienlalo à 
quella osservala nel n.“ 558, e che amliainu ora a dimostrare in generale; 
essa s’ cnunzia cosi ; Il logaritmo d' un prodotto è uguale alla fomtna dei 
logaritmi de’ fattori. 

1 .0 Poniamo che a c 6 sìeno due numeri apparteneoti alla parte ascendente 
della progressione [1] , e sia , per esempio , 

0 = (i+a)*v 6 = (l + «)*, 

e sarà pure 

ab = (!+«).*+’ 

Nella progressione [2] I logaritmi di a e 6 sono 23 Ufi, e. però log a+log b 
= (2+5)/8 -, ma (2+5) /S è il logaritmo di (4+«)’+% dunque 

log o6 = log 0+ log 6 


2 “ Supponiamo in secondo luogo che a sia nella parte discendente e b 
nella ascendente, e che più che a si allontani da l,iu modo clic, per fissac 

le idee, sia o= ^ = ®Jtrà cosi 

nò = (!+«)«; 

ma log a = — 2^ , log n = 5j8 , dunque log a + log 6 = (5 — 2) ^ ; e poi- 
ché (5 — 2) /3 è evidentemente il logaritmo di Cl+a)"”’» coucinudc, 

come sopra log nò = log a + log b. ... 

5.‘ Sia ora a nella parte discendente , e b nella ascendente , ma pm vi- 
cino che a ad 1 , in guisa che sia a = h =(!+«)* ì in lai caso 

“^=(TmP’ 

ma logo = — 5/a, logft=2/j, dunque log o+ log h = — (5 — 2)/g ; c poi- 
ché — (5 — 2''/3 é il logaritmo di _ — 1- — , e dunque , ancor qui , log ab 

(l+«)=^ 

= log + log b. 

4. Prendiamo finalmente ambi i numeri o e 6 nella parte discendente , 
e sia a = b= /tt-t,’, wrà pure 


(! + «)•’ (»+«)" 


nò = 




ma in questo caso log a=: — 2/8, log i> — — 5/8, quindi loga+Iogà (2+5)/ì; 

d' altronde — (2+5)^ è il logaritmo di dunque 


log «5 = log a + log 6. 

Dimostrala vera quest’ eguaglianza io tutti i casi, sostituiaiiKi 6c a 6, ed 
essa diviene 

log abe = log a+log he = log a+log t+Iog e ; 

e potendosi continuare a ragionare allo sti'sso modo per qualunque sia il 
numero de’ fattori se ne conchiude la proposizione enunziala. 


òli. Ponendo ^ = 9 , sarà (i<y=rt, e quindi 1(^ ò+log 9 = log a, donde 

log 9 .= log rt — log ò. Dunque il logaritmo dd guozicnte é iiguulc al Uya- 
ritmo del dividendi} meno il logarilmo del divisore. 
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342. Se uu prodotto è compobto di n fattori eguali ad a , si ha 
log «' = log o+log n+ . . . = n log a. 

Per estender questa forniula al caso degli esponenti frazionarii , si farà 

m 

X = a", donde x" = a", e quindi log x’ = log a", ed appurando la formola 

m 

precedente , ne viene n log x = m log a , e log x = log (C =— log a. 

n 

Se l’esponente è negativo, come — n, si osserverà elio o~". a' = 1 e quin- 
di log o-"-|-log a" = log 1 = 0 -, dunque log a*» = — log n" = — n log a. 
Pertanto il logaritmo tCuna potenza qualunque d' un numero è uguale al 
prodotto del logaritmo di quetto numero per f esponente della potenza. 

313. Sia r= V 0 ) e sarà pure r* = a; quindi, per la regola precedente 

n log r = log a, donde si trae log r = log ^ a = . Laonde il logaritmo 

n 

(ìrìla radice d ' un numero é uguale al quoziente del logaritmo del numero 
(liriso per l' indice della radice, 

3 SI. r.oteste proprietà chiaramente mostrano che se s’avessero didle ta- 
vole ove si |K)tessero trovare tutti i numeri , e accanto a ciascuno il eor- 
risiHimiente logaritmo, sarebbe facile di ridurre la moltiplicazione all’ addi- 
zione . la divisione alla sottrazione, l’elevazione a potenza ad una niolti- 
plicazionc , e l’estrazione di radice ad una divisione: cosi se si dovesse, 

per esempio, calcolare \/857 , si prenderebbe nelle tavole il logaritmo di 

837, In si dividerebbe per 7, ed il quoziente sarebbe il logaritmo di 1-^837 
si che, cercando nelle tavole il numero corrispondente a questo logaritmo, 
s’ avrebbe la ladice dimandala. 

Tavole de’ logaritmi. — Sistemi diversi considerali secondo i loro moduli 

Sistema neperiano. 

34.3. Ren s intende non poter le tavolo contenere i logaritmi corrispondenti 
n tutte te gradazioni che possono avere i numeri ; perocché l:di gradazioni 
sono in numero iniinito, anche tra due limiti molto ristretti. Nemmeno pos- 
Kono delte tavole contener i logaritmi di tutti i numeri interi, essendo illi- 
mitata la serie di cotesti numeri. Non (Milendo dunque ottener ciò, si pon- 
gono nelle tavole i logaritmi de’ numeri interi da 1 sino ad un cerio limite, 
e sia tOO ODO ; e poictiè tutte le operazioni numeriche si riducono a cal- 
colare sopi-a immeri inieri, (pieste Invade cosi limitate, saranno non pertanlo 
d’ un' utilità immensa. Per tanto seguendo sempre le ideo di Nefi ii, cì fac- 
ciamo (|iii appresso a dichiararne la costruzione. 

Periliè la progressione geomelrica abbraici i numeri maggiori di 1 , in 
lidti gli siali di grandezza, convien intenderla formata di iermini i quali 
crescono in un modo insensibile a partire da l -, e, per avere i loro loga- 
ritmi, bisogna intendere egualmente la progressione aritmetica si come com- 
(losla di terndni che variano per gradi insensibili a partir da zero. i’. necessario 
tpiesta condizione, altrimenti de’ numeri lìniti avrebbero de’logaritmi iiiliiiiti. 

(.li accrescimenti simultanei che possono ricevere i termini t ctl, alla loro 
origine, sono d’ima piccolezza inestimabile; ma piccidi che sieno , ben si 
iniende piilersi stabilire Ira loro un certo rapporto , il quale è del tutto 
arbitrario. Cosi, quando cominciano questi accrescimenti, si potrà supporre 
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rhe qiidio Jcl logarilmn 0 sia doppio, triplo, cc. di quello del minierò I. 
Questo rapporto , iu generale modulo de' logaritmi s' appella, e lo indiche- 
remo con M. 

l'osto ciò, diamo al termine 1 della progres>ionc geomeirica 1' aeerestà- 
meiito piccolissimo o, ma die sia nnnpertaiito, valutahìie in numeri t l.'ai:- 
rrescimeiito corris|iondente del termiiie zero della progressione arilinelica 
dilTerirù pocliissiiiio da Mw, e si iHitraniio prendere per le due indicate p:o- 
grcssioni le seguenti 

[1] -H- I ' t-|-u I (i-f-u)’ ; (i-pu)’ ; fi-|-u)' ; ee. 

[2] 0 . M.J . 2M„ , 5Mu . 4Mu . cc. 

Abbiam detto potersi il modulo M scegliere a nostro piacere -, per con- 
seguente, secondo i valori particolari che gli si attribuiranno, s' avran pure 
diITcreiiti sislemi di logaritmi, 

I logaritmi da I\'eper pubblicali eran dedotti dalle progressioni seguenti; 

[•^] -fr t r 1-l-u r ('+")’! (*+“)’! (! + «)* !•• 

f'i] -f- 0 , u . 2(j . t)u • 4j • • \ 

comprese nelle precedenti, c che da quelli si ottengono prendendo M= I, 
e quest' ipotesi naturalmente si presentava , affine d'evitar le molliplica/.io- 
ni per M 

I termini delle due serie [ó] e [4] variano lentamente, in guisa che pro- 
lungando l'una e l’altra tanto che si voglia si è certo di trovare, nella prima, 
de’ termini eguali ai numeri 2, 3, ec. , o rosi prossimi a questi da d ITe- 
rirne pc“r quantità insensibi •, quindi i termini corrispondenti della seraind i 
potranno esser presi per logaritmi di questi numeri, e sono appunto quelli 
che dovrebbero essere registrati nelle tavole. Da ciò si vede che questi lo- 
garitmi non sono esatlameiile quelli de' numeri accanto ai i)uali sarabliero 
e,si scritti \ e oltre a ciò , v' ha pure una seconila causa d’ inesattezza , l i 
quale deriva dal non rappresentare u se non per approssimazione raiiiiient i 
che deve prendere il logaritmo 0, quando u è quello del numero 1. Niil- 
ladimeno , ipiesta supjiosiz.ione s’ accosterà tanto più al vero , per (pianto 
pi'i u sarà piccolo. 

I iogariliiii in dis(»rso, e che corrispondono al modulo M=l , son delti 
-Ve/ieró/ni , e vengoii pure ciriamati {pertmiici , per una ragione che non 
polrebtie (pii essere intesa. Dal paragone delle due espressioni [,2].c [i] 
cons(*gue che , per pasmire dai logaritmi neperiani a quelli d' un altro si- 
/tema , basterà mol iplicarli pel modulo di questo sistema, 

óU>. Poniamo qui due valori sovente iu uso, 1’ un de’ (piali è il logarit- 
mo iie|N!rlano di IO, e l’altro, che coniiineiiienle vien rappresentato (la e, 
è il numero il cui logaritmo neperiano è I' unità ; Questi valori sono 

Log. iicp. di 10 = 2, 302 .383 002. . . . 

e = 2, "18 281 828. . • . 

ti agevole calcolare questi due valori dojio (luel che più sopra è detto in- 
torno alle serie [3] e [ti. 

347. Siccome s|>esso avviene iffie s’ abbia a moltiplicare e a dividere p(rr 
IO, 100, tool), ee., cosi, formaiido delle tavole nelle quali il niimeni IO 
avesse per logaritmo I, quelle due operazioni, cioè di moltiplicazione c divi- 
sibile, si riducia-hbcro all’ addizione o alla sottrazione di una i> più unità, 
tiolcsta osservazione non era sfuggila a Nti'iai -, ma la morte non gli [ler- 
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mise (li (•Ostruire (jiicisltì nuove liivole , le ()uuli poi dal Briggi , professore 
d' Oxford, e al (piale lo stesso Nei'er iie uvea raecoinaodata la cumpusiziu- 
iic, liiruii |ier la prima volta pulililicatc nel 10:21, sotto il titolo di Arilh- 
melica logiirithmicn. yui;sti lopintmi smi quelli usali ne’ calcoli numerici, c 
ven;;ouo deooiiiinali higarilmi di Briggs o logaritmi volgari. 

Dietro l’ osserva/.iotie del ii " 513, si scorge che calcolati una volta i lo- 
garitmi neperiani , si lrus|xirtcranno nel nuovo sistema , moltiplicando cia- 
scuno |ier un conveiiieide modulo M , il (piale agevolmente si trova, (K-roc- 
chè essendo 1 il logaritniu di 10 in questo nuovo sistema , devesi avere 
M X log. nep. di 10= 1 ; ()uindi dividendo 1 pel logaritmo neperiano di 
IO, più sopra scritto, s’avrà il modulo 

M = 0 , 131 101 181 .. . 

De' differenti tislemi de' logaritmi , considerali secondo le toro basi. 

Sistema di Briggs. 

518. Supponendo sempre che, a partire da 4, si progredisca al di sopra 
c al di sotto di questo termine , seguendo una progressione i cui tcniiini 
varino gcoihetriiaimeute ed in modo continuo, sì possono a ipiesta progres- 
sione far córrispondere infinite progressioni, i cui termini, a partire (ia /.ero, 
crescano aritmeticamente ed anche in modo continuo. Per una tal ragione vi 
possono esistere intìniti sistemi di logaritmi -, ma , fissato che sia a nostro 
arbitrio il numero al (|uale corrisiionda un certo logaritmo, il sistema è pur 
C.SSO determinato: Questo numero può esser quello che abbia per logaritmo 
I' unita , e allora prende esso il nome di base del sistena 

Sotto quest' aspetto, il sistema che primo si presenta, come più semplice, 
è quello di base 10 , ed è per ciò che di esso iu pcculiar modo ci occu- 
peremo. 

In questo sistema, i logaritmi di 10, 100, 1000, ec., sono 1, 2, 3, ec., 
ed in generale log 10^ = A‘-, in guisa che questi logaritmi che si spesso si 
presentano ne’ calcoli , son sempre e senza i>cna alcuna , noli. 

I numeri compresi tra 1 c 10 hanno i loro logaritmi compresi tra zero 
ed 1 quelli compresi tra 10 e 100 hanno i loro kvgarituii compresi tra 1 
c 2; quelli de’ numeri compresi tra 100 e 1000 |j hanno tra 2 e 3 ; e eo'iì 
appresso. Or, la parte intera d’un logaritmo s'addimanda caraUeris/ica 
dunque nel sistema di base iO, la carattesistica del logaritmo d' un numero 
ha tante unità , meno una , per quante sono le cifre contenute nella parte 
intera del numero. 

210 .Moltiplicando o dividendo un numero per 10, 100, 1000, ec. , il 
suo logaritmo deve aumentarsi di quelhi di 10, di 100, di 1000, ec., cioè* 
deve aumentarsi di 1,2, 3, ec. -, laonde, finché il numero dato sarà mag- 
giore di 1 , la parte decimale del logaritmo sarà sempre la stessa, e cam- 
bierà sollanlo la caratteristica. (103). Cosi , prendendo per punto di par- 
tenza il numero 038 , si iia 

log 0:>8 = 2, 818 22.V.» , 
log 03,8= 1 , 818 2230 , 
log 0,38=»', 818 2230. 

(104], K l(j decimale saolsi appellare manlissi. 

(liti) Hrupriclà questi rii» più brcvetnentc si counzia . dicendo ; i logaritmi ilei 
nu'neri decupli Ì uno dell’ altro, coniervanv la stessa launlistu, « variano solo netta 
caraneristica. 
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Continuando a dividoro per tOj s'ottiene 

log 0, G:,H =n, 818 227,0 — 1 = — 0, 18 1 77tl, 

log 0; 007,8 = 0, 818 22.',0 — 2 = — I, t8l 77it, 

ec. 

Ne' logaritmi di questa speeie i>erò, si è trovato più convenevole non ese- 
guir la sottrazione, e dare invece alla parte decimale una caralterislii'a ne- 
gativa , che si scrive cosi ; t, 2 , ec. . . . Per esempio 2 , 818 22.',0 sarù 
come una abbreviazione di — 2-f-O , 818 22’,0 

Ammettendo , in questo, dei logaritmi con le caratleristiche negative, si 
potrà dire in generale , che in un dato numero decimale si può , come si 
voglia , far cambiar di posto la virgola , senza che la parte decimale del 

suo logaritmo venga con ciò ad alterarsi: Nel tempo stesso si vede che sarà 

sempre facile di stabilire la caratteristica alla sola ispezione del numero 
dato (106). 

5.70. Passiamo ora a mostrare in che modo calcolar sì possono i logarit- 
mi de’ differenti numeri da t sino a 100 000 , per esempio. Nel sistema 
in di.scorso, 1 e 10 sono duo termini della progressione geometrica ai quali 
corrispondono i due termini 0 ed i della progressione aritmetica -, e per 
avere de’ termini che variano per gradi piccolissimi , inseriano un grandis- 
simo numero di medie geometrica tra 1 e 10 , altrettante di medie arit- 
metiche tra zero ed 1 , e prolunghiamo le due serie » finché, nella prima, 
si giunga a 100 000. In questa progressione si troveranno de’ termini cosi 
poco differenti dai numeri interi 2, 5, 4, ec., che si polran disprezzar le 
dilTcrenze , c prendere i termini corrispondenti della seconda serie pur lo- 
garitmi di cotesti numeri. 

Sia n un numero che cade tra due termini della prima, ai quali corrispon- 
dono l ed l' nella seconda. Potendo sempre col pensiero concepire che am- 
mettendo di più in più il numero delle medie inserite, si passi via via per 
tutte le gradazioni possibili di grandezza, nelle due progressioni; allora chiaro 
risulta che, nella seconda , il termine corrispondente ad n sarò tra l ed l' 
e per conseguente, prendendo log n=l, l’errore sarà minore di V — l. 
Ammettendo jier esempio, che i termini della progressione aritmetica rr<v 
scano per un millionesimo, detta progressione darà i logai'itmi con sei cifre 
decimali esatte. 

A mandare ad effetto cotesla supposizione, convien che 10 abbia un mi- 
lione di termini innanzi a sé , nella progressione geometrica ; e però , per 

(106). B per qnesto si poò stabilire come regola, che, 1.® ta caraneristica ear.l 
poiitiva 0 ntgativn secando che il numero comincia con nna cifra intera o rnn una 
cifra dtcimaU ; 3.° che in valore assolato , qocsla ctrattcrisiica cunlerrà, in and>i 
I casi, tante nnità per qnanli sonni posti compresi tra quella prima cifra ( la qualu 
a’ intende che aia signiÙcativa quando ò decimale ) e la virgola : cosi nel iiuincrD 
8742, 3806, la prima cifri è intera e tra essa e la virgola vi sono altri Ire po<ti 
danqao la caratteristica del logaritmo di esso iiamero è 3. Parimente nel numero 
0,0000820 la prima cifra signincativa A decimale, e tra essa e la virgola vi sono al 
tri 4 posti , dunque la caratteristica del logaritmo di questo numero A l. 

Si poò dire ancora che la caratteristica avrà tante unitA per quanti sono i erri 
ivecessarii a rappresentar l'ordino dello prima cifra signilìcativa a sinistra: cosi nel 
primo numero 5742, 3800, la prima cifra sta nel posto delle migliaia, e tOOO «in- 
meuendo tre zeri, la caraitcnsiica sari 3; nel secondo iiumeru 0, OOOOMitI , la 
prima cifra signidestiva è nel posto vW ceotomiUcstmi, o 100000 ammettendo 3 zeri, 
la caratteristico sarà 0 e dippiù negativa. 
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nvor la ragione di quesla progressione liisogneià estrarre da tO la radiec 
niilioiiesinia, la quale, osservando che 1000 000 = 2" X •’»“ si può ollenere 
eoli r esira/.ione di ladiei (|iiadrale e di radice quinte-, il che per alli'o ri- 
chiede ancora calcoli lahuriosi, e Tu per questo che Neper si piese la dira 
(l'indicar egli uiedesiino il mudo onde trovare i logarilini de' iiuiiieri, fucendo 
uso di sole radici quadrate. 

Dinolianio con n il numero di cui vuoisi il logaritmo, e sia esso compreso 
Ira 1 e 10. Si calcolerà la media geometrica tra t e tO , il che s' oUiene 
con una semplice estrazione di radice quadrata, c parimenle si calcolerà la 
media arilinelica tra 0 e 1. Indichiamo con A la prima e con a la seconda. 
Siipponcndu che n cado tra 1 ed A, si ceridierà la inedia gcoinelrica 1> Ira 
1 e(J A , c la inedia aritmetica h tra 0 ed «. Supponendo che n rade tra 
A B , si cercherà la media geometrica tra A e B , e quella aritmetica tra 
a e 6. Si continuerà a questo modo, sino a che si sia giunto a contenere 
n tra due nn-die geometriche, alle quali corrispondono due medie aritmeti- 
che , che av(!ssero le stesse prime sei cifre decimali : allora , dispre/.zando 
i diH'ìmali d’ordine superiore, si sarà certi che una di queste due medie è 
il logaritmo di n con l'approssimazione dimandata. Per ottenere la massima 
approssimazione possibile lain sei cifre decimali, s'avrà cura di calcolare an- 
cora la settima-, e nel caso incili questa fosse 5 o maggiore di 5 s'aggiun- 
gerà un' unità alla sesta. 

r>.’)l. Da quanto è dimostrato nel n.“ òlO, consegue che basta calcolarsi, 
con un tal mezzo, i logaritmi di soli numeri primi-, perchè quelli degli 
altri nnmori s'ottengono addizionando tra loro i logaritmi de’ fattori primi 
da' quali quei numeri son composti. 

(Jueste addizioni potranno fare elevare 1' errore al di là d’un mezzo mi- 
lionesimo , ma è facile il fissare un massimo , che non sia da (jucir errore 
.sorpassalo. Osserviamo rhe, nella nostra ipotesi, le tavole devono arrestarsi 
a tuo OvjO , rhe il più piccolo numero primo è 2, e che 2”= 151 07-2 ; 
«piindi mi numero minoro di 100 OUO non racchiiule piii di 17 fattori primi 
e. per conseguenza, rerrnre dì ciascun logaritmo essendo minore d'un mezzo 
iiiilionesimn, la somma degli errori, anche nel caso in cui fossero essi tulli 
nello slesso senso, sarà minore di 17 mezzi milionesimi. Non pertanto s'in- 
lemle clic questo errore si può molto approssimare a detto limite, e per 
ovviare ad un tale inconveniente, si calcoleranno i logarilmi de’ numeri 
primi con olio decimai'. Allora nell’ addizionarsi questi logarilmi, per aver 
(piello del iiiimcro composto , 1' errore non andrà al di là di 2 unità dei 
7 '" ordine, c perciò sarà minore d' un’ imilà del sesto (*). 

5.‘)2. Nel determinare i sìslenii di logaritmi per mezzo delle loro basi, è 
sempre facile il passaggio da uno ad un allro sistema. Dinotando con « una 
(piaidità piccola per quanto si voglia , lullì i numeri si ricavciunno dalla 
progressione 

■Tf i : (>+«): (>+«)’: oc. 

Supponiamo che /8 e -y sicno pur esse delle quantità tanto piccole per 

(*) Non si poò aCTermare che dello errare sia minore d' nn mezzo milionesimo- 
Sapponiamo . per esempio, che. dopo le addizioni, le olio cifre decimali sieiio 0. 
Mi 321 4(1. I.a parte disprezzala polendosi elevare quasi ■ dne nnilà del selliino 
ordine, l’errore rhe si coinmellc, prendendo le prime sei cifre o, 472 321, ginogerà 
quasi a selle uniti del sellini' ordine ; ma, siccome lo s'ignora, non si A ucl drillo 
di aumentar d' uii' uuili la sesta cifra. 
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quanto si voglia, e che i logaritmi dei due sistemi, che si paragonano, sienq 
presi nelle due progressioni arìlinctìrhe 

-f- 0 . /8 . 2/5 . 3(3 . ec. 

-7- 0 . y . 27 . Sy . ec. 

Cosi si vede immediatamente che i logaritmi d’uno stesso numero, nel se- 
condo c nel primo sistema, stanno tra loro iu un rapporto costante^ in guisa 
che , dinotando con a:' ed j due tuguriimi, e K questo rapporto costante, 
s'avrà ;r'=Kic. 

Per ottener questo rap|)orlo basta che sìeno noli i logaritmi d'uno stesso 
numero ne’ due sistemi. Or , s’intende che il logaritmo della seconda base 
sia noto nel primo sistema, e, nel secondo, questo logaritmo è t ; laonde, 
dinotando con a ed a' le due basi , e con log a' il logaritmo di a' nel 

primo sistema si avrà t = Kloga', donde K = |— — . 


Dei logaritmi considerati come esponenti 


355. Riprendiamo le due progressioni 

-f- ... — 5(3 . — 2/5 . — /3 . 0 . (3 . 2/3 . 3/8 ... 


nelle quali <r e /5 rappresentano quantità piccole quanto si voglia, in giiis.i 
da poter supporre die i termini di esse prowessioiii Varino in un modo con- 
liiiiio. La siTonda serie conterrà un multiplo di fi, che sarà eguale ad 1*, 
sia fj.fi ipiesto multiplo ed a il termine corrispondente nella prima progres- 
sione : s’ avrà cosi nel tempo stesso 


fj.fi = i, (t+a)f* = o, 

donde si trae 

/3 = — , i+a=a^ = a^. 

Laonde, adoperando esponenti negativi, le due progressioni innanzi scritte, 
pussonsi scrivere ancora cosi : 

4f... o-’-s : ar*t^ i : a/3 I a’3 : o»/»..., 

— 3/5. — 2/8. — /5 . 0 . (8 . 2(3 . 5/8... j 


c sotto queste forme si scorge che, dinotando con x un termine qualunque 
della seconda, e con y il termine corrispondente nella prima, s' avrà y=.a‘. 
Rat quale risiiltamento consegue potersi dare ai logaritmi ancor Taltra de- 
finizione seguente : il logaritmo d’un numero è l'esponente della potenza alla 
quale bisogna elevare un numero costante, chiamato base per ottenere il nu- 
mero dato. 

Adottando questa deflnizicnc, è sottinteso sempre che la base debba es- 
sere una quantità reale c positiva. D’ altronde è agevole il provare potersi 
dare a questa base qualunque valore dell’ indicata natura, purchd però non 
sia r unità. 

Fourcy Algebra, 
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, 5i> t. La dimostrazione di quest asserzione riducesi a prosare che , nella 
rquazioott espoMHzialt (107) 

[1] » = o‘ 

dando tir esponente x tutti i valori possibili, si negativi che positivi, i cor- 
rÌs|K)ndentì valori di y comprenderanno tutte le gradazioni di grandezza tra 
/.ero e l’ infinito. 

Pertanto sia a > t . Dando ad x de’ valori positivi crescenti a partire da 
zero, quali sarebbero fV.-, ne viene 

I a 3 

y = a®, <i*% a"‘, a‘°. . . , 

I é.— 

ovvero , facendo y « = «', 

y = t, o', a'\ a'’, oc , 

ed essendo a' una quantità maggiore di t, questa serie è crescente sino al* 
r iniinito. Ancora , è chiaro clic farendo crescere x per differenze minori 
di s' possono approssimare per quanto si vogtiono i valori di y (t08). 

Pongasi X = — * , c s’ avrà y = o~* = — . Or , pel dello qui innanzi, 
facondo passar z per tulli i valori fM>silivi , a partire da zero , a* cresce- 
rà, in modo continuo, da t sino all' infinito *, quindi il quoziente ~,decre- 

seera , all' oppósto , da t sino a zero. Da ciò consegue che i valori nega- 
tivi di X compresi tra zero e — oc , fan pieiidere ad y tulli i valori discen- 
denti da 1 a zero. 

Sia , in secondo luogo o < t , e , facendo a = ^ s’ avrà 


1 



ed a' sarà maggiore di t ; sicché, secondo che si farà crescere x da zero 

a+ao , 0 pure decrescere da zero a — oc , a'* andrà pur essa crescendo da 1 

sino a oc , 0 pure andrà decrescendo da 1 sino a zero ; laonde y dovrà 

decrescere da t sino a zero, o crescere da 1 sino all’ iniinito. 

Pertanto qualunque numero, ad eccezione delf unità, può esser preso per 
base d’ un sistema di logaritmi. 

La stessa discussione ci fa inoltre manifesto-, t° che , in qualunque siste- 
ma, il logaritmo di 1 e zero, e quello della base è uguale ad 1 -, 2.° che 
nc’ sistemi di base maggiore di 1 , si ha log ao = oc e log 0 = — oc*, 5.‘ 
che uei sistemi di base minore di 1 si ha , all' opposto , log ao = — co e 
log 0 = oc (109). 

(107) Si di il nome di iiponiniiala ad ogni eapresslooe della forma a' , in cni 
a è una quinlità data, a coalanle, e diversa dall'uoiiii, ed z e una quantità va- 
riabile. 

(108) Vedete la nota 98 al n. 304. 

(100) Si può , oltre a ciò , osservare cha aiceome una qnintilà , aia miRgiore o 
minore di 1 , elevata ed uni potenza positiva o negativa > dà necessariamente un 
risuttsBienlo positivo , cosi sarebbe impossibile , Snchè a fosse no numero , poter 
eodiiisfare alla equazione = — y, e perciò un numero negativo non ha lugiriiino, 
il che si potrebbe indicare ancora, dbeodo, che il logaritmo d'un oonicro negativo 
é uu immujmarto. 
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353. Seguendo la nuova definizione (555) , le propriclà de’ log.nrilmi si 
deducono immediatamente da quelle degli esponenti. K per fermo , aleno 
y 1 y'i y"> • • • cà x , x\ r", . . ì corrispondenti li^ritmi nel 

sistema di base a •, per l’ indicata definizione dev’ essere 

y = o*, y' — a'‘, j/" = o'", . . . 

quindi per le regole degli esponenti avremo 

yy'y ". . . =o'a''o’". . . = o’'+''+‘". . . , 


y*= (o")' = a'*, 

= o»' 

Ma , secondo la definizione , gli esponenli di a nei secondi membri sono i 
logaritmi rispettivi de’ primi , e però , essendo x = log ^ , x' = log y\ 
x" = logy". . , saià 

log yy'y'- • • = log y+i«g y’+iog y"+ . . 

iog^, = iogy— logy', 

y 

log v"* = *« log y , 

logl/5=-!^, 

e queste formolo comprendono appunto le regole già dimostrate ne’ numeri 

340 . . .543 ( 110 ). 

(110) AbbUnsi pib namerl If, ffi IV'*. . . , e sls 

[1] ir<t=M(2V, W', N",. ..). 

Sit iDoltre G II missimo « JT il minimo di colesti nomeri B". ■; le due 

fraiiooi e ^ sarsnoo eolrambe posilive, e però se in oo sislems di fisse quslun- 

qoe a prendiamo i loRarilmi di queste friiioDÌ, essi logarilmi risalleraiiBO enlrambi 
dello stesso segno ; ma 

log ^ = log (r— log 17, log® = logH — logAT, 

dunque ancora le doe differenze log C — log 27, log 17 — log S. aaraono dello stesso 
segno , e perciò 

[2] log 27= M(Iog G , log S) = M(log X, log X', log X". . . ). 

Da qnesle doe forroole [1] e [3] se nc racroglie II 

Truriua. Se un numero è medio tra pià altri numeri dati, il logaritmo di quei 
primo numero tanì pur ceso medio Ira i logaritmi dei secondi, 

S' sfibiaoo doe seria di nomcri 

A , A‘, A". . ; B, B>, B ". . . 
e si formino le espressioni 

H /!' lì" 

Va, Va', Va",... 
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5;i(>. Considerando sempre i logariliiii roine csponeoli , profioniainoci di 
calcohare il logaritmo d' iin dato numero h. Questo problema sul quale è fon- 
dala la costruzione delle tavole , riducesi alla risoluzione dell' equazione. 

o* = 6 , 

ove r ineognita comunque al primo grado , si trova come esponente, e per- 
ciò non può essere risoluta coi melodi pre<-cdentemente dichiarati. E(x» in- 
tanto la via da tenersi nella risoluzione della precedente e<|uazìoue. 

l’onìamo che i nnmeri a e b sieno enlranbi maggiori di t. Dando ad x 
successivamente I valori 0, 1, 2, ec., si giungerà a due potenze tra le quali 


Frendeado I logaritmi di quetio espreisioal avremo 
I log A log A' log A" 


ec. 


B ' B' ' B ' ’ 

Ma per la formola [7] della nota 101 ti ha 

/log A log A' log A" \ log A-l-log A'-l-log A"-f 
V ^ ' B" ’"7 B+B'+B"+... 

e d'altronde 

log A+log A'-l-log A"+.. logAA'A".. grg*"-... 

B+B'+B"+7. ~ B+B'+B'^.~ log l/AA'A"..., 


daoqoa 




-= M / log A' H A*' 


_gA"\ 

\ B ' B' ' B" )' 


log J/AA'A"... 

e qolodi pel teorema precedente 

/»+»'+... B B’ b' 

l/AA'A".'.. -”V a, KA', 

Laonde ee ne raccoglie il tegnente 

TaoRKMA. Se li hanno più numeri \ , A', A", ec. , e le ne prendano riipettiva- 
menti le radici B ma, B'ma , B"ma , ec* farà 


[ 5 ] 




M » B' B>‘ 

V A A' A'..- ^ (l/A, l/A', KA",...) 


Supponendo .est, e che i numeri A , A', A", ■ . . aleno n di 

numero , aarà 

V^i4A'A”..=MCA, A', A",...). 

In onesto caso il primo membro l'ippellt le media geometriea tra i numeri A, A', A",. 

B _ lU un 

E supponendo ancora che tutte le radici \/ A ,\/ A', |/ A",.., sieno egnali, le loro 
medie evidentemente egueglia ciescune di esse , e li he 

B B> h" 

l/ AA'A".. . = VA = VT’= VA"'= cc. 

Cosi nel ciao semplicissimo tbe sis S = B' = B" = , , .2, se si ba 

V A — V'’a'= Va" = ec. . . 

ssrì pure 

V AA> A" ... =zV A = V A' = V A" = . . . , 
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è compreso 6, e aHora x si troverà cooipicso tra n ed n+1 -, sicché si farà 

[ 1 ] x = n-t^t 

c r equazione ax = b diviene 


b donde o*' = ^ = c , 

ove c rappresenta , per brevità, Elevando alla potenza x' quest’ ultima 
eguaglianza diviene 

c’' = a. 

Or essendo 6 > a* e < tf"*-’, ne segue dall’ egoaglianza c=^, che c>t e 

<[ a* : formando dunque le potenze C, c*, e*, ... si riconoscerà che a è 
compreso tra due potenze consecutive c"' e c"'+', e per conseguente x' ca- 
de fra n'ed Porremo quindi 

[ 2 ] x' = m+-ln, 

e s’avrà 


^'*sii = a, donde 51»=^ = d, 

cd elevando alla potenza x", risulterà 

d^" = c. 

Ragionando allo stesso modo su quest’ equazione , si troverà tra quali nu- 
meri interi , n'' ed n"-|-l , sia compreso x" -, si farà quindi 


c si continuerà con lo stesso andamento , fin che si vuole. Allora in virtù 
delle relazioni [1], [2], [5], ec. si troverà x espresso nella seguente fra- 
zione continua 


a: = n-l— 


”' + ;:77 


n"-j-ec. 


e , per la teoria di questa spezie di frazioni , potremo , dal prendere un 
più gran numero di termini, sempreppiù avvicinanà al valore di *, e po- 
tremo rendere l’ errore, che si commellc tanto piccolo per quanto ci piaccia. 

557. Quando si prende tO per base, si ha 10* = 10, 10'*= 100 ec ; 
laonde i logaritmi de’ numeri 1,10, 100, ec. sono 0 , 1 , 2 , ec ec. , ed 
in generale log 10 * = à. In questo luogo naturalmente si presentano ie 
osservazioni già fatte su la caratteristica (548 e 549 ), ed alle quali ci ri- 
mettiamo. 

Per avere i logaritmi degli altri numeri si dovmn risolvere successivamente 
le equazioni 

10* = 2 , 10'=5 , 10' = 0, ec. , 

Il che, dopo l’esiioslo nel n.“ prec., non può presentare dilTicoItà alcuna. 
^é bisogna neppure dimenticare che basta cercar i logaritmi de’ solo numeri 


Digitized by Google 



3C3 LEZIONI d' /iLeeaBA. 

|irimi , perchè coll’ addizione di questi s’ otterran quelli degli altri numeri 
conipiìsti. 

ó.-iW. l logaritmi si trovan sempre , nelle tavole , espressi in decimali , e 
pcn’iò po<’o importa sapere se v’ abbiano altri numeri , oltre alle potenze 
di 10, i quali abbiano de' logaritmi commensurabili; nulladimeno, per sod- 
disfare alla ciiriosilà del lettore, ci faremo qui a trattare colesta questione, 
cercando primamante, e per più generalità, ^uoli sieno le condizioni necee- 
earie a rerificarsi perché x sia commensurabile nelC a* = b , essendo a e b 
due numeri interi e positivi 

l’ciTliè X sia commensurabile deve necessariamente esser , in generale , 
della forma ^ , essendo m ed n numeri interi , e perù facendo J’®" 

quazione a' = 6 diviene 

«I 

o"~= b , donde o" = 6"; 


c poiché i fattori primi di a" son quelli stessi di a, c quei di l" sono quelli 
stessi di b, cosi quest' ultima eguaglianza ci mostra già che ae b debbono 
avere gli stessi fattori primi. Sia dunque a = e 6 = e , 

sostituendo nell’ eguaglianza a" = b", verrà 

ma , perchè quest’ ultima eguaglianza possa aver luogo , è necessario che 
ciascun fattore primo entri lo stesso numero di volle nc'duc membri, dun- 
que dev’ essere mp — np'^ mq = nq\ mr = nr', ovvero 

m p' m q' m r' 

n p ’ n 9 ’ n r'’ 


e queste quattro eguaglianze riduconsi alle condizioni seguenti 

P ? ‘ 


lleciprocamentc , ammesso che s’ abbia a = xPgiy^ c b = e 

^ =p, se si prende x= = |1= s’avrà = gx = 

rx=r', e quindi 

ax — aP''fir'y-^ = ui''(ìì'y'' = 6 . 


Pertanto, perchè x sia commensurabile è necessario e sufficiente che a e b 
sten composti de' medesimi fattori primi^ e che gli esponenti di questi fattori 
Siena in un rapporto costante (*). 

Quando o = 10 = 2x5 , dev’ essere b= 2r' X 5i' c p' = q' ^ dunque 
à=;2r'x5'’'= lOr'; e però non t:’ d , in tal caso, che le sole potenze di 
do , le quali potessero avere de' logaritmi commensurabili. 

559. Definiti i logaritmi per via d'esponenti , c calcolatili (wr una base 
particolare , non s' incontra dilTicollà alcuna nel lras|>ortarli in un altro si- 
stema ; imperocché se a' è la nuova base ed x' rappresenta il logaritmo 
d’ un qualsivoglia numero y , devesi avere 

a'*' = y , 


(*) I cisi ne’qotli a e l fossero delle frizioDi o de’ ridiceli , e si volesse incori 
che I sii conimcniaribile si iriuerinoo io un modo anilogo. 
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e prendendo i lo^rilmì d(;'due membri nel sistema primitivo, e osservando 
che (555) log o'*' = ar' log a', verri 

|o<^ w 

*' log o' = log u , donde x' = 

log a' 

Ostervazione. Da quest' ultima eguaglianza si trae ancora 1^5^= 

quindi qualunque sia il numero y, v’ha sempre un rapporlo costante tra 
i suoi logaritmi , presi ne' due sistemi. Questa conseguenza si era presen- 
tata a prima giunta quando i logaritmi sì son fatti discendere dalle progres- 
sioni (552), c quindi se n’c dedotto il valore di*'; ma qui, con l'uso de- 
gli esponenti è avvenuto il contrario. 

300. Sia la progressione geometrica qualunque 

-H- h r ^7 I ^7* i ^7' ; ec 5 
i logaritmi de' suoi dilTercnti termini saranno 

log/l, logh-f-log?, log h-}-2 log 9 , ec. ; 

laonde i logaritmi de’ numeri in progressione geometrica, formano una pro- 
gressione ariimctica. 

Suitponendo h = 1 , le due progressioni saranno 

-jft : 7 : 7' : 7’ 

■— 0 . log 7 . 21og 7 . 3 log 7 . ec. , 

e costituiscono la definizione de'logaritmi nel modo da principio considerati. 

Due quistioni principali che si risolvono con le tavole dei 
logaritmi, 

5G1. La prima di tali quistioni è la seguente: dato un numero qualunque 
N , trovare il suo logaritmo. 

Le tavole di Lallet, che son le più in uso in Francia, contengono i loga- 
ritmi de’ nunicri da t sino a t08 000 : esse son dette a sette decimali , 
perchè difatti contengono i logaritmi con selle cifre decimali; non mancan- 
dovi di quelli che ne contengono eziandio otto. Per ridurre queste tavole ad 
una forma commoda, vi si sono sopprese le caralterislichc, come quelle che 
si conoscono non appena è dato il numero, e senza aprir le tavole (557); o 
sì è inoltre adattata una disposizione particolare, che passiamo qui a dichia- 
rare , percorrendo i diversi casi della questione di cui è parola. 

Caso I. Si suppone il numero N infero è minore di 108000. 

Da i a 1200 non v’ ha bisogno di |xirticolari spiegazioni , perchè basta 
trovate nella colonna de' numeri quello che è uguale al dato: cosi, per esem- 
pio, se vogliasi conoscere il logaritmo di 052, si cerca (piesto nuinero nella 
colonna indicata da N , c si trova che accanto gli sta scritto il logaritmo 
corrispondente con otto decimali 814 247 00, e quindi api>onendo la carat- 
teristica, sTVondo la regola generale (340) si avrà Iog052=2,8l4 5 47 00. 

Al di la di 1200, la disposizione e meno semplice. Nella colonna N , i 
numeri si segnano senza interi uzione da 1200 sino a 10800, c i loro loga- 
ritnif si trovano ancora nella colonna immediatamente a dritta. ' oghasi, per 
estinpio, il logaritmo di 5450. Trovato questo numero nella colonna N,si 
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o<iscrvcià che nello colonna a driUa le tre cifre 558 s' intendono ripcteni 
per tutto lo spazio vuoto che trovasi ai di sotto di esse , e quindi , asse- 
gnando la caratteristica si avrà logàlSC = 3 , 5383757. 

Sin qui parrebbe che le tavole s' arrestassero sino a 10800 ; ma con lo 
aiuto dello colonne sognate in lesla coi numeri t , 2 , 3 . . . 9 , le tavole 
si estemlono realmente sino 108000. In ctTelti, si ha primamente che il lo- 
garitmo d’un niimoro decuplo d’uu altro ammette la stessa mantissa, c però 
la colonna segnata da zero dà pure , di 10 in 10 , i logaritmi de* numeri 
sino a 108000. Pe’ numeri intermedii , devesi fare uso delle colonne 1, 2, 
3 , . . . 9 come andiamo a dire. 

La 1." serve a trovare i numeri terminati da 1, la 2.° i numeri termi- 
nali da 2. 

Al di là di 10200 , i logaritmi de' numeri che dirPerlscono per le unità, 
avendo le tre prime cifre decimali comuni, si è convenuto di scrivere una 
sola volta queste tre cifre decimali nella colonna 0, e si son segnate nelle 
colonne seguenti le quattro ultime. Per esempio, si voglia il log. di 31367. 
Si farà astrazione della cifra 7 delle unità, e si cercherà 3196 nella colonna 
N ; indi si correrà in linea orizzontale a partire da questo numero , sino 
alla colonna 7 , per prendervi le ultime cifre 6617 della mantissa del lo- 
garitmo dimandato ; le tre prime son date dal numero isolato 538 che si 
trova nella colonna 0, il più prossimo ascendendo. Dando in fiiie la conve- 
niente caratteristica si ha log 34.367 = 4 , 5386617, 

Caso 11. 5t suppone il numero N intero e maggiore di 108000. 

Sia N= 31.30789. Si separino sulla dritta tante cifre per quante sono ne- 
cessarie , afllnché la parte rimanente a sinistra non sorpassi 108000; cosi 
si ha invece il numero N' = 51367, 89 che à 100 volte mioore di N, ma 
il cui logaritmo ha la stessa mantissa di quello di N (349). 

Lnnsideraudo la sola parte intera di M', si cerchi il log. di 34567, come 
sì è spiegato nel caso precedente , e si troverà , fatta astrazione della ca- 
ratteristica, log 54367 = 0 , 5586617. Ma N' sorpassa per 0,89 il numero 
3Ì367 , quindi il logaritmo di N' deve sorpassare il precedente |)cr una 
certa quantità che convicn determinare. A tal fine, ammettiamo per un mo- 
mento che gli aumenti de’ numeri sian proporzionali a quelli de' loro loga- 
rilini (tll); e poiché le tavole contengono, nell'ultima colonna, le diOìe- 
rciizc tra i logaritmi de' numeri consecutivi , tutte calcolale , e pe’ numeri 
34.367 e 34368 questa differenzi lapolare è di 126 unità decimali dell' ul- 
timo ordine; così essendo questo l'aumento che bisogna dare al log di 
34.367, quando questo numero aumenta d'un' unità, I' aumento che il detto 
logaritmo prenderà quando il detto numero s'accresce di 0,89 sarà dato 
dalla proporzione 

1 ; 0, 89 ” 426 ; X , donde x = 126 X D, 89 = 112, 14 ; 

c disprczzando la frazione 0, 14 come minore d’un’ unità decimale del sct- 
tiiu’ ordine , si ha più semplicemente x=112. Si può pure risparmiarsi 
dal fare la moltiplicazione 126 X 0, 89 perocché , nelle tavole , al disotto 
di 126 si trova una piccola colonna di porti pro/joriùmo/i, la quale racchiu- 
de i prodotti di questa differenza per 0, 4 ; 0,2 ; ec. e dà iminedialamente 
126 X 0, 8 = 101 , 126 X 0 , 09 = 11, 3 , e quindi 426 X 0. 8'J = 104 
+ 11 = 112. 

(tll) Vedete nota 112 ; n. 2 
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In i]iiiiliin(]iic modo sin stntu trovnlo (|ticslo prodotto, lo si ni 

log di 5Ì507 , e rimettendo In eonvenienle e.;irnlteribticii, s' avià il logaiil- 
nio cercalo , cieWi : log 5io(178i) = (>, r)ri8tì729. 

Il tipo de calcoli ora dichiarati è (juale qui appresso si vede : 

N = 5 i, 70789 • 

log 31,707 0, .75800 17 


ix^r 0,8 101 

per 0,09 Il 


log 3470789 0,75807‘29. 

Osservazioni. La proporzione Ira gli aumenti de’ numeri e quelli de’ lo- 
garitmi non è rigorosamente esatta ; e dà un’ approssimazione siillìi ienle, 
sol quando i numeri sono grandi e le loro difTeienze sono .si piccole dn po 
ter essere non considerate. Piir Una tal ragione è es.scnziale di separar su 
la dritta del numero dato il minor minierò di. Cifre che si possa. 

Se b* avesse a trovare log 31,7078987, bisogna separar quattro rifre ; e^ 
ealcolamio la dilTercnza corrispondente a 0, 8987 s’avrebbe 120x0.8 = 
101 -, 120x0, 09 = 1 1, 3; 120 X 0, (M)8 = 1, 01 ; 120x0, 0007 .= 0,088. 
Or se s’addizionano questi prodotti paraiali, si vedrà che l’ultimo, ipiello 
cioè che risulta dalla cifiai 7, non ha influenza alcuna su la settima cifra 
decimale del logaritmo. Quest'esempio mostra che ^ ingenerale, dovendo 
separare più di tre [cifre perchè la parte rimasta a sinistra non sorpassi 
108000, si potranno contare come zeri la quarta cifra e le seguenti (’). 

Caso IIL Si suppone che N contenga parti decimali. 

Sia N=31, 70789. Si fa astrazione dalla Virgola, e si opera come se N 
fosse intero. La mantis.sa di questo logaritmo cercalo, alla quale s’ aggiun- 
gerà la caratteristica che compete al detto logaritmo , e che nel rasò at- 
tirile è 1. In questo modo operando si troverà, log 31, 70789 = 1, 7580729. 

Sia ancora N = 0, 0034,70789. Facendo asIiTizioiie dalla virgola si troverà 
il logarituio del numero intero 31,70789 , la cui mantissa è 0 , 7380729; 
Questa sarebbe pure la parte decimale del logaritmo del numero dalo ^ sC 
la virgola si facesse |iassarc a dritta della prima cifra sigiiilìcativ!l 3 -, ina 
cim ciò il ntiniero si trova moltiplicalo per 1000 j perciò bisognerebbe to- 
glierne 3 dal precedente logaritmo , e s’ avrà 

log 0, 00 31.70780 = 0, 7380729 — 3 = — 2, 4013271 

QUestoJogaritmo è interamente negativo; ma impiegando la caratteristica 
negativa 3, come si disse nel n.° 340, si potrà lare a meno di eseguire hi 
sottrazione , e invece scriver più seuiplicemcntc . 

log 0, 00547(i789 = 5, 758072',»: 

Ca.so IV. Si suppone che N sia un numero frazionario. 

Avendosi degl' interi uniti a una frazione, se ne può si;nipre formare un 
sol numero frazionario, che si considera come un (|uuzicnte , e pei-ciò vc- 

(*) Volendo calcolare I’ approssimazione su l,i quale si può coniare , farenda Usq 
delle tarole logaritmiche, non s arrebbe di meglio che consultare la nota del sig. 
ViKCKNT , inserita nell’Algebra del sig Doi'ruod (1). 

O) Si p 'ò ancora vederi il Trottalo eleinonlaro d' algebra e aritmetica del sig; 
!>' .Inu.iEj ; pag. 390. 

t’ourcy Algebra- 31 
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Icmloiic il lop;:iriltiin, si Ioi?Iìci!'mI itmr» del denominalore da qiiello del 
iMimiTalure. l'.nsi 

, ( 1 ,07209786 

log y — , _ 0^^^771.2125 

1,1U1'.I7(61. 

Oiinndo b frazione è legillima, o|K‘r:indo sempre allo slesso modo, il lo- 
gariliiio che rn' risulta è negativo. l*er esempio i 

I ó._l 0,47712l2ri 
log 47 — j _ i^(i72(t!l7.Sti 


— l,1'Jl07lif.l. 


Ma , volendo , si può agnvolmenln oll( nere iin logaritmo , Ji eoi solo la 
earallerisliia sia negaUva. A <|ne»l' elTelto , basta aggiungere al pii.nilivo 
^■g,lrilm^> laide unità per (juante sono necc^sal•ie nllinidiè si pi'ssa fare la 
suUrazionc e dar quindi pci' earatlerisliea al resto qneslo numero d' unità 
negalivaniente preso. K per fermo, se nell’esempio precedente, s’ aggiunga 
2 al logarilmo di 5 , si ha 




-2+ 2,17712123 
— 1,1)720! 7 


2,80502559. 

Per m.àggiore uniformità ne’ ealudi si può convenire d' aggiunger sempre 
tO alla earallerisl i-a del numeralore. .Mlora dal resto se ne dovran togliere 
ipiesle to unità , e cosi s’avrà un resto con la earatlerisliea negativa. 

502. ba seconda qnislione a risolversi con rainto doile tavole è la segueide: 
(lato un logarilmo 1. , irouai e il numero corrispondciUr, 

tiaso 1. Si suppone , in (|uoslo primo caso , ohe la parie decimale di L 
sia posiliva 1 e si traci nelle lamie. 

Sia b = 3, 3380617. Nella parie delle tavole che si estende al di là di 
10800 , si cerchi nella coloimi , segn ila col 0 , il Ingaritino che s’ appros- 
sima maggiormeide alla manlissa o parie decimale di b j indi si corra , in 
linea orizzontale, sino alla colonna segnata eoi 7, ove si trovano le ipullro 
nllime cifre deeiniali f>lil7 di b. Allora si passa alla colonna N per pien lervi 
il numero 5-136, in seguito del quale si segna il 7, e s’ottiene così 3ii)67, 
elio sarebbe d numero eeceato, sé la earaiterislica di b fosse siala •!•, ma 
poiché questa carni lerislien é .3, cosi bisogna moltiplicar per 10 il numero 
piveedente , c il minierò eeiralo sarà 543670.' 

Sia b = 2, 3586617. Dopo trovalo, conio qui innanzi il numero 543C7, 
s’osserverà che la carni leristh-a ilala ossimdo 2, questo numero dev’ esser 
diviso per 100, e però il numero cercalo sarà 313,67. 

Sia ancora 2, 3586617. Il segno — , fmsto sul 2, indica che S"lo qneila 
carallcristica è neguliva. Allora , trovato , come sopra il ninnerò 34367, 
come se la earatlerisliea fosse A s' osserverà che |ier passare da qimsta alla 
earatlerisliea 2 , bisognerà toglier 6 da 4 , e però il nnmei'o 5 4367 dovrà 
essere iliviso [Hir IO-, in guisa che esso sarà = 0, 051367. 

bonvien |H>r niente, indi’ aggiungere de’yairi'o nel Uar<- Il posto alla vir- 
gola, che la cifra dell’ordine il piti elevalo sia quella che si convicue alla 
caraUerisliea del log. dato, 

baso 11. Ove si snppoi e che la manlis'^a di b sia positiva c non si trovi 
nelle tavole. 
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Sia I- = 2, 4971199 Corca ikì< > , oomo supra , so mai la .parte decimali! 
si Irovi segnala nelle tavole, si Iroverà che essa cade tra 0, 1971071 e 
0,197 1 .'>09. Or se la mantissa del logaritmo dato fosse stala appunto 0, 497157 1 , 
il numeri) coi rispondente, coni' ò segnalo nelle tavole, sarebbe 51 liti, seii/.a 
però tener conto dell’ ordine della unità. Ma , come la predi lla mantissa 
data supera di 128 quella 0, 4971571, cosi è chiaro che qnesf eccesso deve 
produrre un aumento al numero 51 ilo. Or la dilTerenza tavolare più pros- 
sima è 158, e corrisfiondc ad un aumento nel numero 51 ilo, ()uindi, am- 
mettendo sempre che v’ abbia proporzionalità tra gli aumenti de’ numeri e 
quelli de’ loro logaritmi , si conoscerà I’ aumento cercato stabilendo la pro- 
porzione 

1-28 

458 ; 128; ;l ; x , donde x = 7 ^= 0,95. 

’ lo8 ’ 

Laonde il numero cercalo, indipendentemente dall' ordine delle unità , sarà 
composto dallo cifre 3141595-, ina poiché la caratteristica data è 2, questo 
Liimero deve contenere solo tre cifre nella parte intera , e però il numero 
dimandalo sarà 314, 4.395. 

Le parli proporzionali della differenza tavolare, possono farci risparmiare 
la divisione di 428 per 458-, imperocché la parte che più s’accosta, in meno 
al numero 428 è 424 , e corrisponde a 0,9-, vi restano cosi altri! 4 iiniià 
dello stesso ordine di 128 , accanto allo quali messo uno zero , si ha -40, 
che pochissimo dillérisce da 41, al quale corrisponde 0,3, e però può sup- 
porsi che eziandio a 40 corrisponda 0, 5-, quindi a 4 corrisponderà 0, 0.>, 
ed il numero cercalo sì compone delle cifre 5141593-, sicché, lenendo conto 


della caraMcrislica 2, questo numero sarà = 514, 1593. 
11 tipo del calcolo può essere il seguente ; 

L = 2,4971499 

Per 0,4971371 31415 

4.“ resto 124 .... 09 

2.“ resto -4 . . . . 003 


Numero richiesto 314,1.393. 

Oliando la earalleristica è negativa , 1’ aumento del calcolo non va sog- 
gi'llo ad alt-lina inoilitlea. Si o|KTa dapprima come se della earallcrislica 
fosse positiva, e quindi se ne tien conto per fissare il posto che deve aver 
la virgola nel numero cercalo. 

Caso 111. Si suppone in questo terzo caso, che tulio il iogarilìno L «Vi 
tìeijnliro. 

Sia L^ — 1, 8753115. Prendendo ipieslo logaritmo |>ositivamcnte, se m; 
l eri'iii il minierò eorfisponiienle N ; (piiiuli dividendo 1’ unità per ipicslo N 
s’avrà il ninnerò cercalo-, imperocché il logaiilmo di 1 cS.sendo zero, è chiaro 
che il logardnio di questo quoziente sarà — log N , ovvero L. 

Ma giova piiilluslo evitar la divisioue di 1 per N, Irasformanilo il lof'O- 
rilmo dato in un sdirò t hè avesse la sola caratlerisliea negativa, il che ol- 
liensì agiriiingeiido 2 ad L, c prendendo in seguito 2 per caratlerisliea, B 
per fermo si iia • 

L = — 2-f (2 — 1, 8755145) = 2, 124G855. 

Allora si o|)era come nel caso secondo , e si trova il numero cercata 
= 0,0l552.j.3ti. 
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Omplementi aritmdifi. — Esempio di calrnli eseguili coi logaritmi. — 
Hisohizione delle equazioni esponenziali. 

3(>5. (>ccorre spesso ne' calcoli lo^nrìtini il dover addizionare più logaritmi, 
c dalla somma poi Ingliorne degli altri; or, come f|iii appresso andremo di- 
fhiai-ando, lotte queste operazioni si possono ad ima sola ridurre, facendo 
uso de' complemenli ‘aritmelici. 

Sieno p , 7 , r , « diversi logaritmi , i quali , per lo più , sono minori 
di 1 i\ e poniamo che abbiasi ad eseguire il calcolo indicato dalla formola 

*=p+q — r — s. 

lÀcrìUa primamente questa formola sotto I’ aspetto seguente : 
z = P+ 7 + (10 — r)-f-(IO — . s) — 10 — 10 , 

Il quindi fatto 10 — r=r', 10 — *=»', sarà pure 
z = p+q+r'+a' — 10 — 10 , 

e si vede che si può calcolare il valore di z addizionando p , 7 , r' , j' , 
e togliendo quindi 2 decine dalla somma. Or questa! sottrazione agevolinento 
si esegue; nò più difTieili sono le operazioni con le quali s’ ottengono r' od 
imperocché per avere r' , per es(‘mpio , altro non dovrà farsi che togliere 
da 10 la primo cifra signi jicatira di r , a partire dalla dritta , « tulle le 
olire cifre , da !). Il resto è quel che s’ addimanda complemento aritmetico. 

Si poi) duo(|ue stabilire la regola che , inrece di sottrarre de' logaritmi, 
si possono addizionare i loro complemenli purché dalla somma si tolgano tante 
dorine , per quanli sono i complementi introdotti. 

51)1, Sia proposto dj valutare , (»n un errore minore dì 0, 01, 1' esprcs- 
piono 

7510XÓO-10 

08 1 , 8 x 09371 ’ 

l’er lo proprietà de' logaritmi si ha 

log X =r log 7540+log 5510 — log 081,8 — log 595,1, 
ed operando senza i eomplementi si ha 

log 7"ifl> — 3.8 i!.MìOO| log fisi, 8 2,8550570 

log 5(5ii> - 3,fi.)010li0 log 595,1 =2,7731279 

somma = 7,1158021 somma = 5, (>0(17849 
1 somma = 7, il 58021 
2.“ somma = 5,lì0(i78it) 

diìTir lo^x = r,8o;)l)172, 

(l.sando invece de’ eoinplementi arilmeliei , si ha più scnipliccmcnlo 

log 75! 0 = 5,8(151)901 
log 5540 = 5,5501000 
comp. log (i81 .8 = 7, 1003150 
rom p. log* 95 ; I = 7,2 208721 

8om. — 20, os-sia log X = 1 ,8(t90l 72 
log I0()x= 5,8090172 
100x= 0112 
,r = 0i,12 
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Si è Idltn 20 il;il!;i snnima pc’diU! compifniriili intrndotli -, c in s«!"ti ti>, 
SMfomc voicvnsi avoro x non un errore minore di 0, 01 , sì è a^ijìunlo 2 
alla rarallerislica del logaritmo di .t-, cosi facondo si è avuto il log di 100.c 
e per consegiien/.a è slato bastevole cercare il numero intero più prossimo 
al quale coirisponde questo logaritmo , e si ò oUi.'iiuto , con piccolo ecces- 
so , x = Ci, i2. 

3C3. Sia proposto di valutare, con un errore minore di 0,00001 , il quoiientc 

(^'UC298)‘ 

Si ha primamente , per la teorica de' logaritmi 

log X = f log U6298 — I log 988789 , 
c quindi eseguendo il calcolo numerico s’avrù 


1 log M0298 

log UG29 0,!G321i6 

per .... 2.38 


log 988789 


log 98878 
per 0,9 . 

log ~1>88789 , 
prodotto per 5 . 
quoziente per 0 


log 140298.... 5,1032384 
prodotto per 4 . . . . 20,GC09.”>5G 
quoziente per 5 . . . . 4,1321907 

I log 140298 = 4,1321907 
COmp. ; log 988789 = 5,0040803 

Som. — 10 ovvero log * = 1,1302710 
log lOOOOOx = 4,1302710 
lOOOOOx = 13080 

a: = 0,13080. 

300. Sia proposto di risolvere 1’ equazione esponenziale 

/n7y_ 8_m 
V337^ ~ 73 ■ 

Piendendo i Ic^ritmi sì ha 

x(log 117 — log 357) = log 8493 — log 73 , 

log 8 195 — log 73 


0,9950997 

40 

.5,9‘)5ll»;>7 
29, 97.55185 
, 4,9959197 


donde 


log 117 — log 337 


log 8495 = 3,9290014 
log 73=1,8055229 
diCfcrenza = 2,0057382 


Dinotiamo con x' il valore di x 
remo a cercare x' con i logaritmi 

log 20057 , , . 0,3150672 

per 0,3 ... 03 

l)cr 0,08 ... 108 

per 0,002 . . . 


log 557 = 2,5270299 
log 117 = 2,0(> SI859 
dilTerenza = 0,4J)94440 
20057382 
■ 4594440' 

fatta astrazione del segno — , e jwsse- 


log 20037382 = 7,3150752 
log 4394 410 = 0.(.C.223 20 
diir. ovvero log.c' = 0,0528 120 


log 45944 .... 0,6022288 

per 0,40 .... 38 

log 4594440 = 0,0022320 
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«limili a questo punto dubbiamo cercale il numero corrispondente al lo- 
garilnio trovalo , come c sialo dichiaralo nel u.° 5G‘2 (caso 2.'’). 

loga;' = 0,Gri28t20 

per 0,G.>28ÓGO . . . 4H)Gt 

t .• resto GG ... 00 

2. “ resto 80 ... 008 

3. " resto 20 . . . Oi)(l2 

x' =: -i,4'.)GlOS2 

X = — t,ti)GlG. 

Non si è posta che una sola cifra nella parte intera , perchò la carallc- 
rislica di log x' era zero. Ne’ calcoli di questa specie allorché dai loga- 
ritmi si passa ai numeri , non si può coniare sull’ esallez/a della settima 
cifra ed è per questa ragione che si é preso x = — 4, -VJGIG. (t 12). 


(tl2) Tulli questi esempli rhe. separatamente, ha I' A. esposti, dipendono di po- 
che regole generili, che meglio fanno imender la pratica de' logaritmi, e ci è seni- 
hrato non inolile I’ andarle sponeiido orila presente nota. 

1. E primamente canriene stabilire talune proposizioui principali , che servono di 
fondamento alle regole predette. 

Sieno pertanto n ed n-(- d due Dumeti e D la differenza de’ toro logaritmi ; avremo 


log (n-f rf) — log n = log — n ) 

Or è chiaro, che la frazione - sari tanto piti piccola , per quanto più grande è n e 

rt 

più piccola t d , con che 1 ad 1 e log y ^ ovvero Ì>, si accosta 

a log 1, cioè a zero; laonde quanto più grandi ion due numeri e quanto più protsimi 
sono ira loro ^ tanto minore è la difftreuza de' loro io^arUmt. 

Fallo d = l si ha il caso dc‘ numeri consecutivi , che è appunto quello delle ta- 
vole Comuni ; altura , rimanendo costante questa ditTorcaza , quella D dei log<iriimi 
va diminuendo col progredire nella serie naturale de' numeri ; lo guisa che quanto 
più elevato è i* ordine di numeri consecutivi che si prendono nelle tavole, tanto 
minore è la diirerenza de' corrispondenti logaritmi. 

2. 8ia l il logaritmo di n, cd / quello di e prendendo i rapporti si 

tra i numeri, che ira i corrispondenti logaritmi avremo 

n+d_ d l+S J 

T~=^ + r- 


Il primo di questi rapporti col crescer di n e col diminuire di <1, s' accosta ad 1 ; 
0 poirhù nel tempo stesso anche S diminuisce n. prec. ) mcnire l ( i|iiiiinl» la baso 
de’ lugaritini ù maggiore di 1 , come qui suppnniain» ) ingrandisce, cosi pure il 
secuiid» rappurui si accusla in pan teinpu al medesimo limite 1 ; lauude, poste tali 
coudizioiii si può cuu molta spprossiinaziuoe ritener I’ Cijuaglianza 

fl-|-d _l+d 

ovvero la proposizione 

Uinutando parimente con n J' un altra numero ed (-|-(i'il eorrispoodcntc Ioga- 
ritmo , c iiicssu lo medesime cundiziooi che qui iuoaiiii , avremo 

ri-|-J' ; Il ; ; l+6‘ ; l 
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I lognrilmi sono di "muli* aiuto nella risoluzione delle quislioni , ohe 

e però da queste due proporzioni si trae ' 

d:n::S:i;d' :n::S' :i, 

« quindi 

[ 1 ] <ì :,i' ::S : S‘ 

Queala proporzione è tanto più prossima al vero , per quanto più grandi sono i 
numeri e più ricini tra loro ; in guisa rhe si può tenere come principio diinosir.ua 
il seguente , cioè che nelle tavole de' logaritmi , a misura che ti p'ogreditce nella 
terie ordinaria de' numeri , le ihlference di quelli tendono ad essere jiroportionuli 
a quelle de' corrispondenti logarilmi ; e quitta proporzionalità può tenerti come vera 
ne' numeri d' ordine il piti eleralo che ti invi nelle tavole. 

3. Posto ciò consideriamo due numeri consecutivi n ed n + 1 dell' ordine più ele- 
vate che si trovi nelle tarule , ed un numero intermedio n 4 -d , e aia 

£ 2 ] l(io (••+ 1 ) — lo^ n =r if , 

fò] ■ toi? — lc)gfl = J' 

[t] , log r''+»)-'osC'>+rf;=j", 

Secondo la proporzione CU avremo: 
donde ti trae 

. . i' = dS, S" = n-d)S, . , t 

e qnioù le [S| g t*! > mercè quelli valori S' , ci danno le due forinole 

[.>1 log (n-f-(/) = kign+dj 

[li J log (ri -i- (I) — log (rt+ i ) — (■ l — d) J 

Or, secondo la [2], $ rappresenta la diiTerenza tra i logaritmi di doe numeri con- 
aecutlvi , 1 a quale trovasi segnala nelle tavole, ed è per ciò delta differenza tavo- 
lare; d indica la diITcrenza tra il numero n-i-d, che suppaniamo dato, e il nu- 
mero intero , proitimamentit minore n, e finalmente 1 — d dinota la differenzo tra 
il detto numero dato e il prostimamenle maggiore n 4 - 1. Pertanto dalle formule 
[ 6 ] e [ 6 ] se ne raccoglie la seguente. 

Rbkulà rr.R reortni! 11 loc.imrito d' u.y .vi'uBr.o ciiB jvo.v sr rBorj kbllb t ivole. 
Si trovi nelle tucole >1 numero immediatamente inferiore al dato, zi moltiplichi la 
differenza delle tavole per quella tra il numero dato e il trovato , il prodotto ti 
aggiunga al logaritmo di quest' ultimo ; oppure, si trovi nelle tuoule il numero im. 
fnedialumente tupcnore al dato ; ti moltiplichi la differenza delie tavole per quella 
tra il numero trovalo e il dato, a il prudullo al logaritmo del numero trovalo nelle 
tavole. 

A meglio intendere l’uso di questa regola giova tener presente quanto qui segue: 

1. S'intende che un nomerò non ai trovi nelle tavole, quando ha più cifre ( tra 
intere e decimali, in generale ) del più alto numero regiairatu in dette tavole ; cosi 
quando queate sodo qaelle dì Lslaiioi. ove il massimo numero nuu ha più di quattro 
cifre , un numero dato che na abbia più di quattro duo ai troverò per conseguenza 
fra quello delle tavole. 

2. Sia quale si voglia questo numero dato con più di quattro cifre , sì pnò sem- 
pre, qualora ai tiehiegga, staccarne con nna virgola quattro cifre su la sinistra per 
quante ne cuoliene appunto il più alto numero delle tavole- Allora il numero cosi 
mudilic.vla si troverò sempre compreso tra due numeri interi cunsecutivi 0 dell’ or- 
dine più elevato che nelle tavole vi sia, e cosi par trovarne il corrUpnndeiiic Ioga- 
ritmo si cseguir.v alla lettera la regola precedente- Ancora ; può avvenire clic il 
numero dato, sia un multiplo qualunque d’iin altro numero dell'ordine più alto che 
si trovi nelle tavole. Come 378200 , e allora b.vsla sopprimere I zeri , c trovata la 
mantisse del logaritmo currispoiideiitc al numero di quattro cifre, die cosi rullane, 
e ebo sta nelle tavole, si darà lo riiralterìstica cdnipetcntc al log.iritnio del niiiiii'ro 
dato. 0 pure, il numero dato può essere una fraziono decimale, la quale dopo la 
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.•illi- prop'cssion! pv mi'lndie si ririM'iscono, c per darne un primo esempio, 
SI prenda dalie tavole del ii." ài 8 la formola 

^ y /f - \Zar 

» ~ » — I __ •—>1 * 

l/i - l/a 

vir|;iila ibbit alqntnti zrri e qaiodi vengono lo cifre oigaiBeilive : in qnesto caso 
pi faril pure astraiinne da' ieri , e si deierminerà la maniissa del numero cosi mo- 
dilicaio , alla «piale dopo a' aggiungerà la convenicnle carallerialica* 

3. (luandu si i duvuiu sposlar la virgola nel numero dato , la caratlerislica del 
logaritmo non sarà quella che nelle tavole è segnala , ma quella che compete allo 
ordine della prima Cifra a sinistra del numero dato, come fu detto nel n. 3i0 ( ved. 
Ilota 109 )■ 

1. Nel trovare il logaritmo del numero proasimamente inferiore o superiore, non 
si icrrii conto mai della sua caratteristica che in lalnne tavole, al trova segnata, 
ma sì scriverà la sola mantiasa, per non cadere in errore. 

5. Scendendo i qualche esempio, e nel tempo stesso per mostrar l'oso della ta- 
vole di Lalandb. le quali sono più che suIBclenli per quei calcoli che uon richie- 
dono un' esattezza astronomica, trascriviamo qui uu pezzo d' una tavola, tale quale 
SI trova scritta nell' origiutls 


N. 

l,ogarit. 

la 

N. 

Lnenril 

D. 

N. 


m 

3780 

3781 

3782 
; 

3,87719 

3,87761 

3,87773 

12 

12 

3810 

3811 

3812 
1 

3,881102 
3.88104 
3,881 t8 

12 

12 

4 

8810 

.3811 

3812 

3.88433 
3 884 ‘4 
3,88486 



Essa è di quelle a cinqua decimali , come fu per la prima volta dato dallo stesso 
I. vi.ANDh , mi io prosieguo se ne son fatte di quelle anche a sette deeitnali. Per 
altro il numero di questi decimali non inlluiscc in nulla alla dichiarazione della pra- 
tica. Ogni colonna , con la N alla suo sommo , contiene i numeri n-nturali secondo 
I' »rdiiie crescente; immcdiaianicnlc accanto vien la colonna de' logaritmi corrispon- 
denti ; indi quella delle dilfercnzc tra due logaritmi consecutivi , e questa colonna 
polla la lettera D , iniziale di dilTerenza. 

i:aso 1. Quando il numero si trovi nelle tavole. 

lìiempio I- Vogliasi il lugaritniu di 3 8'200. Staccate quattro cifre sulla sinistra 
si ha 3781, 00. Or la mantissa del logaritmo di 3782 ò 87772; questa è pure quella 
del logaritmo cercalo, il quale, perché l'ordine più elevato di unità che si trovi 
nel numero dato i quello delle cenlinaja di migliaja , rhe porta cinque zeri , avrà 
|ier CBialtcrislica 8 ( ved. Dola 106 ), e però iog3782oO 8, 97772. 

2.° Vogliasi log' 37,81' SlBceandu quattro cifre sulla sinistra si ha il nomero 
3781, il quale trovalo nelle tavole, si vede il suo logaritmo Ita per mantissa 87761; 
d’ altronde la caratteristica del logaritmo del numero dato , secondo la citata nula 
ù I , dunque log 37, 81= 1, 877G1 

.3.” Vogliasi log 0, 003780' Soppressi I zeri che procedono le cifre significative al 
ha 378), il qnal numero si trova tal quale nelle tavole, e la inaniissa del suo 
I igariiinu è 87749; ma, secondo la regola prescritta, (n.° 349j la caiatlcristica del 
logaiitinu del numero dato è 3 , dunque log 0, 003780 = 3, 87719. 

i:asu li. Quando il numera non ai trova nelle tavole. 

Jieem/no 1. Si voglia log 37, 810. Sposlaia la virgola in modo che s' abbiano quattro 
rifre su la sinistra , s'avrà per questa parte 3781 , c eercato questo nUDieru nelle 
tavole si trova che la mantissa del suo lugaiilmu è 87761, che si segna ; e puichd 
3781 ù il uuiiicru intero prussitnanicntc inferiore a 37SI, C , bisognerà, secondo la 
regola, aggiuuyere a della iiianlissa il prodotto della dilTerciiza delle tavolo, la quale 
si vede esser I2, per la dilIVreuza tra il numero 3781, 0 e 3781, che t 0, 6. Fallo 
questo prodotto si ha 72 e questi decimali sono dell' ordine inliiuu di unità che sono 
ucile DiaulÌMc delle lavule, ciui), nel nostro caso sono 7,2 di ceuluiuillcsimi, c perù 
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Si comìncerà dal darle il seguente aspetto : 

m 

— 1 


e quindi, coi logaritmi si calcoleranno le due radici. Chiamandole x cd </, 
s’ avrà 

a_ cix — i) 

y — \ ’ 

c quest'espressione si potrà pure calcolare coi logaritmi , stimandolo con- 
veniente 

Un altro esempio dove i logaritmi sono indispensabili si ha nel calcolo dui 





Dell’ tddiiiontrli alle manlissa B7761 , bisognerà tener conto di questa circastnnza , 
trascarando U parie a dritta della virgola e riteoeado la sola a sinistra , per ron- 
servar lo stesso nomerò di cifre decimali che sono nelle tavole. L'indicato prodotln 
prende il nomo di parti proporsionafe, che contpendìotaineole suolesi scrivere p-pr. 
e il tipo del calcolo è quale qui appresso si vede 

log 37.816 

log 3781 87761 

p. pt. 12x0,6 = . ■ • 7 
log 37,810= 1,87768 

Ma s'avrebbe potuto ancora , come la stessa regola prescrive, dopo staccale io 
quattro cifre, prendere il logaritmo del numerò prossimamente superiore a 3781, U, 
il quale è 3782 i togliere invece la parte proporzionale ì cosi ai ha : 

log 37,816 

log 3782 87773 

p. pr. 12x0,4 = ... 8 
log 37,816= 1,577M. 

Si trova cosi un risnllamcnto identico al precedente, come doveva essere. Si i se 
gnato 8 per parte proporzionale, invece di 4, perchè la cifra trascurata era 8 cke 
è maggiore di 5. 

2. 8’ abbia a trovare log 0, 00378042* Avremo 


log 3780 8774» 

p. pr. 12 X 0 42 = .... 8 


log 0,00378042 = 3.87784. 

Prendendo la caratteristica positivamente , con 1' aggiunger 10 all’ attuale caratteri- 
stica negativa 3 , s' avrS log 0, 00378042 = 7, 57754. In questo caso, come in altri 
simili ne’ quali si è dovuto rendere positiva la caratteristica positiva , si dice clic 
questa caratteristica è apparente ; e per vero la vera caratteristica dei log 0, 0037 . • • 
non é 7 ma 3. 

8. D’ordinario le caratteristica dei logaritmi delle frazioni decimali sono o si pren- 
dono apparenti, cioè sono complementi delle caratteristiche vere, che di loro natura 
sarebbero negative ed a questo proposito può stabilirsi la regola che la caralleriitiou 
poiitiva o apparente del logaritmo d’uno frazione decimale i », 8, 7, ec., secondo 
che la prima cifra significativa , nella frazione , trovuii nel posto dei decimi , dei 
centesimi, dei millesimi , ee., e per contro. Parimente si adoperano I complementi 
dei logaritmi che sono lotti negativi, come avviene dei numeri interi quando si tro- 
vauu ne’ denominatori delle fiazioni. Cesi facendo, le due operazioni di addizioui o 
taurey Alyebru.^ 3o 
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numero ile' lortnini ilella iniijfi issione geonielhca ; imperocché 1’ equazione 
elle , in qiicblu raso , è ila risolversi è la seguente 

or/-' = l , 


soUrnioni , che potrebbero intervenire io on calcolo logaritmico , ai ridocono alla 
snla addiiiene , e come , in generale . i complementi hanno introdotto delle diecine 
di piti, queste si sottrarranno dalla somma totale. 

Abbiamo dello in generale, poiché ansiilaeodo sempre logirìtmi poaitivi ai nega- 
tivi , non sempre però un complemento derivante dalla Torma particolare della Tor- 
niola sulla quale si opera, apporla dieci uniti di più; come, per contrario, un lo- 
garitmo rhe la formola non lo indica come complemento, sia io aoalanza accresciuto 
delle dicci uniti- Poniamo esempio che si prenda il logaritmo della formola algebrica 


nhc 
'dTf ' 


c per le note proprieii s' arri 

log ^' = logo + log i 4 logc— logd — loge — logf, 


ovvero , sostituendo ai logaritmi negativi i loro complementi , si ha 


[7] log log a-Hogi+iog e-fc. l»gd+e. log i-fc. log/'. 

Posto ciò, quando si passa a dare alle Icitere a , b , e • . . de’ vtlori numeriei par- 
licolari, può avvenire che questi gieno tutti interi, ed allora nella somma totale vi 
saranno col fatto ire diecine di più, provenienti dai tre eomplenaentl logaritmici dei 
numeri d, e, f. Ma quando alco e delle lettere sono rimpiazzate da frazioni, la cosa 
non va più cusi' Poniamo io elfeiii rhe u ,iia nna frazione decimale , allora , pren- 
dendo , come sopra si diceva , il logaritmo di questa frazione con la caratteristica 
apparente, vi sarò nella della somma una diecina di più, pruvenieola dal log a, co* 
tiiunque la formola l7] non c‘ indichi questo logaritmo sotto forma di complemento. 
Per contro, supponiamo che d sia un'altra frazione decimale, e log d, secondo lo 
uso comune, avrà la sua caratteristica apparente; allora, venendo a prendere il 
complemento di questo logaritmo , come delta formola [7] lo ludica , ai vengono a 
togliere lo IO nnilà di più che nella caratteristica apparente si contenevano; perchè 
infatti, dinotando con — 0 la caratteristica nitarala di logd e con m la mantissa, 
abbiamo , prendendo la caratteristica apparente 


e 


log d = 10 — C + m 
c. log d = (10 — C -4- m) = C — sa 


il 10 adnnqoe che V era di più su la caratteristica apparente ai è distroUo col pren- 
dere il coni. Icmcnto del log. di d. Pertanto, comunque la formola [7] accenni do- 
versi prendere il complemento del logaritmo di d, non per questo però si deve to- 
gliere una diecina dalla somma totale. In una parola, prendendo sempre i logaritmi 
positivamente , in una somma di logaritmi vi saranno (ante diecine di più , per 
guanti sono i numeri interi esiztenii nei denominatore , e le fraxioui decimali ezi- 

stenti nel numerolore. Cosi nel logarilrao di — non vi sarà che nna die- 

0,08 xo,a 

cina di più provenieoto dal logaritmo di 0, 87, comunque, secondo la teoria generi- 
le, si dovessero prendere due coniplemenli logaritmici pe' due fattori del denominatore. 

6 Ancora; calcolando coi logaritmi la potenza d'una frazione decimale, si deve 
secondo la regola , moltiplicare il logaritmo della frazione pel grado della poleoza, 
c facendo oso delle caratteristiche apparenti , quella del logaritmo della potenza ai 
troverà contenere non solo la diecina di più corrispondente al logaritmo della (ra- 
zione, che s'eleva a potenza , ma ancora altrettante diecine per quante unità v' ha 
nel grado della potenza mono una : si che il logaritmo della poleoza terrà tante 
diecine di più por quante unità contiene il grado della potenza. Or volendone rite- 
nere una Sola, se ne dovi ebbero togliere tante, per quanto è il grado della potenza 
meno una ; ciò però non è sempre possibile, perchè potrebbe talvolta avvenire che 
questa soitraziooe di diecine nella caratteristica, facesse ricomparire la csratteristice 
negativa- In tal caso adunque se no toglieranno soltanto tante , per quenlo basta , 
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nella quale l’ incognita è n. Prendciuio iici laulo i lugarilmi dei due inem- 
bri , si ha successivamente 

logo+(n— l)logy=log/, + 

come nel n.* 318. 


•Olncliè non risolti negstiri 1s cartUerislica ; ricordandosi poi cbe quella che si ri- 
tiane è apparente e potrebbe contenere anche più d’ una diecina. Vogliasi per esem- 
pio calcolare eoi logaritmi la potenza terza di 0 , OOOtS. Cbismando x questa po- 
tenza avremo 

log X s= log (0 00015)3 OS 3 log 0, 00015 = 3 >c 6, A532I 
19, 9S9ii3 : 

or nella caratleriatiea di questo logaritmo v’ ba tre diecine di più , e iotanto non 
se ne poò tagliere che nna sola. Togliendo col fatto questa diecina si arci log x = 
9,95903, ma converrà ricordarsi che la caratteristica 0 è tnttavia apparente, anzi 
centiene doe diecine di p ù ; laonde trovando il numero corrispondei'ie a quest' ul- 
timo logaritmo , come si vede scritto , la prima cifra signilicttiva starà nel posto 
dei decimi, perchè la caratteristica è 9 ed apparente [5]; ma il vero log x tiene an 
eora altre 10 nnità di più nella sua caratterisiica, dunque per avere x bisognerà far 
passare quella prima cifro aignifìcatira all' undecimo posto decimale. 

A questo medesimo risultamento si sarebbe pervenuto, come è naturale, se, invece 
di prendere le caratleriatkbe apparenti, si fosser prese le naturali, che sono negative. 
In effetti, si ha, in qnastu caso, log 0, 00015 = 4, 05331, c log x=3 3x4,6o32t : 
or nel fare questa moltiplicazione bisogna ricordarsi esser negativa la sola caratteri- 
stica 4 , e positiva la mantissa , cosi che 

logx = 3x(— 1 + 0, 65321 )=— 12 + 1,95933 = it , 95962; 

laonde il valore di x aarà para una frazione decimale, con la prima cifra significa 
live all'Qodecimo posto decimale, anzi sarà la stessi frazione trovata col metodo 
precedente, perchè quest’ ultimo logaritmo e I' altro 9, 039&3 sono Is stessa cosa, e 
fa sola differenza sta In questo cioè che nel primo la csratteriatict è negativa e nel 
seconda è apparente. 

(Quando poi, per contrario debbisi estrarre la radice da nna frazione decimale, 
e SI voglia calcolarla coi logaritmi, o più gcneralnicnle quando s’ abbia a prendere 
il logaritmo d’ un radicale, il quale apparti per la sua forma , de' complementi lo- 
garitmici; allora dovendosi dividere per l'indice della radice il logaritmo dello 
fraiiooe , il qoale è con la caratteristica apparente , o quello d’ nna somma di lo- 
garitmi tra I quali vi aaraono de’ complementi ; e volendo che il logaritmo della ra- 
nire Contenga una sola diecina , allora , per una ragione affatto contraria a quello 
cbe Ita luogo per l’elevazione a potenza , bisognerà prima aggiongeie alla caratte- 
ristica del logaritmo già troralo laotc diecine per quante sono necessarie , aDìiichiè' 
fatta la divisione, il quoziente cbe a* ottiene sia il logaritino drilj 1 adice con una 

* — 

sola dieelna di più. Cosi a eagion d’esempio vogliasi l/0,600t3;rappreseDtandocoit 
X questa radice avremo 

log X 1 = ; log 0 , 000 15 = j X 6,05321 . 

Or il logaritmo 6, 65321 non contiene cbe ano sola diecina, qntndi prima di fare 
la divisiens ai aggiangeranoo due altre diecine alla caraltcrislica, |ier modo d' avere 
26,65321 ; indi fatta la divisione per 3, il qaoiitnle 9,88440 sarà il log x soia 
nna diecina aula di più. 

Cbe se pei il logaritmo da dividerai eootengs diecine di più di quel cbe sene ne- 
cessarie affinché tuta la divisione, il quoziente non ne svesso ebo nna sohanlo; al- 
lora ai toglieran prima la diecine auperOue , e quindi ai farà la iliviaioer. 

Agli stessi risaliamenti si perviene facendo oso di earstleriatiebe negative, 

"!• Passiamo ora alla questione inversa, quella cioè di Irorare'il nomerò ctvrrispon 
deute ad oo dsio logaritmo. A tale effetto osserviamo ebe fra la diOòteoza tra il Its^ 
garilmo d'un numero non coatcoalo nelle tavole, e quello del numero prossimomciMo 
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Quiilioni intorno all' interesse composto. 

5G8. \j nomo industrioso che idea un progetto, la mi esecuzione sarebbe 
di pruritlo alla sua fortuna , manca talvolta de’ capitali necessari a rcaliz- 
z.'irlo , mentre al contrario; quei che tali capitali possiede ignora i mezzi 
onde trarne utili risullamenti. Ogni dillìcoltà è tolta , quando il secondo 
presta i suoi capitali al primo, ma poiché egli rinunzia all' uso che potrebbe 
egli stesso farne per un tempo determinato, ragion vuole che, non solo sia 


inrpriore , I* differenzi tivolire % . e li differenza d tn il nnmero dito e II prossi- 
mamenie inferiore , pissi li reliiione (n.° 3). 

8 ' e= dS ; quindi d=:—. 

rertinto raccosliimo li «egnenta 

Jlsaor.A l-RR TROrARK IL If UMBRO CORRISPOMDBItTB AD UH DATO LOGARITMO ' CMB ITOIT 
SI TBOri KRU.B TAroLB. Si ciTehi nell* tavole il logaritmo immediatamenle inferiore 
III dato, e le ne segni il numero eorriipondente ; si divida quindi la differensa tra 
il lagiirilmo dato e il cercalo per la differenea tavolare , ed il guosiente ( parte 
proporzionale-) s’aggiunga al numero jid legnalo, e si pong i la virgola, te occorra 
in quel pi'Slo che compete alla caratteristica del logaritmo dato. La somma sarà 
it fiomero che si cercava. 

Nell' applicazione di queUi regoli bisogni tener presente 1,° che , per logaritmo 
prossimamente inferiore, e' intende ia mantissa prossimamente inferiore i quella del 
Jogariimn dato ; 2.* che la parte proporzionale è sempre minore di 1. 

si potrebbe aneora prendere il nnmero corrispondente alla mantissa prossimamente 
superiore alla data, ma ailori , invece di aggiungere, bisognerà sottrarre la parte 
proporzionale. 

Etempii. 1. Vogliasi II nnmero <E corrispondente al logaritmo 3,08098 in coi It 
caratteristica é vera , si hi 

Iogxs=2,88n08 
log pr. mio 88092 = log 381 0 
. 

38lM; 

0 poiché la caratteriltici A 3, la virgola deve trovarsi al terzo posto (nota 106) e sarà 

* = 381,05 

2. Abbiasi parimente log x = 9, 98903, sapendosi che la caratteristica A apparente 
c con due diecine di più. Avremo 

log X = 0,95963 
log pr. min 03961 = log 0112 

0,1 


p. pr. f = 


91t2,a 


fé 1.1 earolleristica del logaritmo dato avesse avoto una sola diecina di più il numero 
rerralo sarebbe stato ( n. 5 ) X = 0, 91125; ma come ne ha due di più, bisognerà 
che la prima cifra sigoifìcativa 9 passi all' ondecimo posto, e il numero richiesto sarà. 


T c=0, 000000000091121. 

8. Avendo due formole per trovare il logaritmo d’on dato numero, cioA [5] e [6] n." 
log (n rf) B=log n -f- p , log (n -t- d) = log (n -f- 1) — p', 
ove p e p' dinotano le parti proporzionali, avremo ancora 

[Ri rom. log (n + d) = (10 — log n)— p = com. log n — p , 

(9) com. log (n -i- rf) = [10 — log (n + l))^p'= com. log (n + 1)+p'. 

Or se si trattasse di un sol numero del quale s’ abbia a trovare il complemento 
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rimborsnlo iiHa fine di «jucslo tempo, ma thè un cerio prafiitn o iiitcress<r 
gli venga accordato, propor/.ionnlmcnte a qiiesti capitali c al tempo pel (inalo 
no ha egli ceduto 1' uso. Tale, in poche parole, ò l’ origine o la natura del 
preslilo a inleresM •, e per regolare tnlti; le stipulazioni di questo genere, 
si conviene, d’ordinario, l’ inieresse che deve rendere una somma fissa di 
100 franchi in un anno; il che s’addimanda Ingsa dell’interesse. 

L’ interesse può esser semplice o comjmslo. semplice quando lo si per- 
cepisce alla fine d’ogni anno-, è composto quando lo si lascia ogn'aiino, iir 
mano del mulualario, per aumentare il capilale che deve apporlarc interesse 
nel corso dell’ anno seguente. IjC qnistioni d'interesse semplici non piescii' 
tano difficollù di sorta , ed è per ciò che ci occu()crcrao solo di quelle re- 
lative all' interesse composto. 

560. Data una somma qualunque a interesse composto, quanto essa dirimc, 
per l' accumulazione degli interessi, alla fine d’un cerio numero d'anni P 

Sia a la somma data o capitale; r l’ intensse di 1 franco |mm- un anno, 
ed n il numero degli anni. K chiaro che la rendila di « , p»>r un anno, 
sarà r X. o , e riunendola al capitale a, si avrà n-f-or , ovvero n(t-f-r). 
Laonde per sapere ciò che diviene un capitale alla fine d' un anno , liiso- 
giiava mollipliuirlo per l-|-r. 

Or essendo o(t-l-r) il capitale alla fine del primo anno, sarà «(l-f-r)’ 
alla fine del secondo anno , <i(|-|-r)’ alla fine del terzo; c, in generale, 
sarà «(l-j-r)' alla fine di n anni; e però chiamando A questo valore avremo 

[0 A = a(l-}-r)' 

Poniamo esempio che voglia sapersi il valore di 1 franco , alla fine di 10 
anni , supposto l’ interesse al 5 per 100. Fatto a = 1, n= 10, r= 0, 0.), 
verrà 

A = (l,0Sy, 

e facendo uso de’ logarilmi si troverà log A 10 log 1, 05 = 0, 2118050 , e, 
con molta approssimazione, A= 1, 6289. 

Si vuol sapere dopo quanti anni, per l’accumulazione degl' interessi, in 
capilale si raddoppia, supposto l’ interesse al .5 per 100. Nella forinola gene- 
rale [I] si farà A = 2n, 1 -|-r = 1. 05, e, dividendo per a, darà (l,05)-=2, 
donde , per le note proprietà de’ logaritmi , si trae 

_ log 2 _ 0,50105000 _ . - 
” ~ log 1,0.5 “ 0,02TT^J56 ~ 

Onesta è dunque la potenza dell' interesse composto per r.n capitale, che 
mutuato al 5 per 100 , devesi raddoppiare. 


logarilmo, possitmo fir oso Indislinlsmcnte dell’ana o deI|-»Ur8di noeste formol*; 
ma iratiandosi di dover calcotara ana formols, ove entrano plìi r.nmcri ad un tempo 
varrà meglio serrirsi delta [9] per non avere a fare che sole addizioni, c le diecine 
di più che introducono i complrmcmi si lorranno in fine dalla somma loiale.com» 
t stalo innanzi spiegato. Qoindi per avere il complemento logaritmico d un doto 
numero , li troverà quello del prossimamente superiore e a’ aggiungerà la i arte 
prnporgìonale. ' 

y In fine se in ana formoln algebripha , da calcolarsi co' lofririimi , aaundo oII« 
Il nere si assegna on valor nomerico particolare , avvenisse che na,ilclic fstiore o 
«livisore fosse un numero negativo . si farà astrazione dal segno, oliando si esegue 

ra CI) o , e poi al risultanienlo linalc si dà il segno clic gii conviene .secondo la 
regola de segni , appUcat,! a qaclli delle lettere componenti la formula data 
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La forinola [l] contiene , quattro quantilik a, r, n, A , in guisa che, 
essendone date tre , si può per mezzo suo determinar la quarta. 

570. Aggiungendo ogn' anno ad un capitale primitivo un novello capitale, 
eguale al primo , e accumulando tutti questi capitali insieme agt interessi 
composti , quanto si ha alla fine d un certo numero <T anni ? 

Sleno a il capitale che ogn' anno s’ impiega ; n il numero degli anni, ed 
r r interesse d' 1 franco per un anno. La prima somma a, secondo la for- 
mola [1] diviene dopo n anni o(l+ry ; la seconda somma a-, perchè im- 
piegata per n — 4 anni , diviene a(t +•■)"“’ , ® cosi appresso , sino all’ ul- 
tima somma, che, per trovarsi impiegata per un solo anno diviene a(1+r^. 
Or il valore dimandato essendo la somma di tutti questi valori parziali, di- 
notandolo con S , s' avrà 

S = a(l+r)"+a(l-f r)»--l-o(l+r)— •+...-Hi(l-l-r) 

ovvero 

S = o(i+r)[4-Kl+r)-Ki-fry-l-...-K4-Hr)’-] -, 
c poiché .1 

+r)+ 1 = 

sarà inflne 

[ 2 ] 

Questa furmola contenendo le quattro quantità a, r , n , S, può servire a 
deteniiinare una di esse, date che sieno le altre tre. 

Sieiio , i>er esempio , a — l , r = 0, 05 , n = 10 , e si troverà 

g_ 1,05X[(I^0J>)’°— q _ ,5^2009. 

Laonde impiegando ogn’ anno 1 franco al 5 per 100, e ad interesse rompo- 
sto, dopo 10 anni, si ha una somma di poco più che 13 fninchi. Quest’ c- 
sempio fa chiaro quanto s’accresca la potenza degl’ interessi composti, (quan- 
do vi s’ aggiunga 1’ economia annuale. 

571. Si fa un prestilo con la condizione d esser soddisfatto con un certo 
numero d auso alita', cioè con somme uguali pagalàli d'anno in anno. Si 
domanda il prezzo dell’ annualità calcolala secondi} una certa ragione d’ in- 
teresse convenuta. 

Questo valore d’ ogni annualità dev’ esser tale che, tenendo conto di cia- 
scuna di esse e de' suoi interessi composti, sino al momento dell’ ultimo pa- 
gamento , s’ abbia appunto il valore che deve a quest’ epoca acquistare il 
capitate prestato. 

Uinotiamo con C questo capitale, a il prezzo dell’annualità, n il numero 
degli anni , ed r l’ interesse d’un franco per un anno, cioè la ragione del- 
J’ interesse. Il pagamento didia prima annata dovendosi fare un anno dopo 
il giorno in cui si è fatto il prestilo, il suo valore, riportato all’nmo nono 
sarà o(l +r)^'. A questa stessa epoca il valore della seconda annualità sarà 
o(l-)-r)"-’ ; quello della terza sà o(l-|-r)'-’ •, ec. Dunque la somma di tutti 
questi valori , compresavi 1’ ultima annata , sarà 

e poiché i termini di questa somma son quelli d’ una progressione g( oiiie- 
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essa gomma per la forinola [3] del n.* 316 sarà rappresentata da 

a[ (l+r)"— 11 


Ma alla stessa epoca, cioè dopo n anni, il capitale prestalo C vale Cfl +ry 
dunr^ue avremo l’ equazione \ ^ ^ t 


donde si trae 

[3] 


-Jli±rfcJ] = C(l+r>., 


(^ +r). 
(l+r)-_i* 


Questa terza formola come le precedenti [1] e [2J , contiene essa pure 
quattro qimnlità o, r, « , C , e però, datene tre, si conoscerà la quarta. 
L*osi } se r = 0,05 , n = iO , s’ avrà 

^ ^ 0,03x(l,03)- 8^ _ 

(t,0o)‘“— 1 628894 “ 

* “nnual'là che si deve pagare per estinguere in IO anni un de- 
, 1 - r 'ir® alla ragione del 5 per 100 all’anno-, e però per un debito 
di IjKHlO fr. 1 annualità sarebbe di 1295 Ir. 

372. Debbunsi pagare talune somme a differenti scadenze , e si voglùm 
emetter tutte ad una sola epoca determinala. Quanto sarà /’ ammontare di 
tutte queste somme a tal’ epoca ? 

L’cbbielto principale di colesla questione è quello di far osservare che, 
per paragonare tra loro delle somme pagabili a differenti scadenze, bisogna 
n^r arie ad una slessa epoca, la quale, d’altronde, può essere scelta ad 
arDilrio. In questo modo appunto si è praticalo nel problema precedente , 
ove tutte le annu^alitù sono state riportate alla fino dell'ultimo pagamento 

Mano a un debito pagabile dopo m anni, 6 un altro pagabile dopo n anni 
a incosnib che dopo p anni dev' esser pagata a saldo di questi 

aue debili. Prendiamo un numero arbitrario s di anni, il quale sia maggiore 
eumen m , n, p , e riportiamo le tre somme al termine di 
questo numero di anni. Per giungere a questo termine, la somma a dovrà 
rimanere impiegala per s - m anni , la somma 6 per »-n, e la somma 
c per « —p, e quindi I loro rispettivi valori riportati a detta epoca saranno 

*'(^+r)’-",c(l+r)‘-r j 

laonde , in virtù dell' enunziato deve aversi 

c(l+ry-p= o(l+r)— +6(l+r)'-", 
ovvero, dividendo per 

<1 +r)-p = a(l +r)-"+6(l +r)-, 

c = o(l +r)p-"+6(l +r)p^. 


e da qui si trae 


clion“ri’.S^‘!;^‘‘'‘?l ‘re somme c all’epoca in cui si vo- 

due debiti m un solo-, allora si sarebbe osservato che il va- 
lore attuale della somma a dev’ essere per esser delta somma pa- 
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gallile dopo m anni -, o similmuiile i valori uUuali di e di c sarebbero 

> (1 +7)? ’ ® *' *’ equazione 

c o , ft 

rhe equivale all' altra , più sopra trovata , con gli esponenti negativi. 

CAPO XIV, 

Teoria del massimo comcn divisore. 

Teoremi fondamentali. 

575. Ahliiamo fino a questo punto ritardata l’ esposizione della teorica 
di i massimo comun divisore, comechè quesLi teorica trova la sua applica- 
zione nelle parli più elevale dell’ algebra. Per lungo essa è andata sogaella 
a dilliiollà che ho c.erc.ato di dissipare, dimostrando, sulla scomposizione 
in rattori, due teoremi, ammessi dagli analisti, e dagli autori siniipre evitati. 
Pei tanlo noi, dichiarale talune delinizioni, passeremo a trattare di delti teoremi 
Nel n.” li si disse esser le quantità razionati quelle le cui espressioni 
eran libere da radicali , c le quantità intere esser quelle che soddisfanno 
alla doppia condizione, di essere, cioè, razionali e scevre di denuminatori. 
Oltre a ciò, chiamenmio quantità prima quella che non è altrimenti divisi- 
bile se non per sè stessa e per 1' unità*, in guisa che dinotandola per qua- 
lunque altra (|uanlilà intera, il quoziente non sarà mai intero: cosi a — b‘‘ 
è una quantità prima, mentre non lo è a* — 6^, perchè questa divisa per 
dà per quoziente a — f>. 

571. Teorema. Ogni quantità prima P , che divide un prodotto A B dt 
due altre quantità intere , deve dividere um di queste. 

tlnesta proposizione è già nota (281) pel caso in cui A , P. , P sono dei 
nnnieri *, ed ora passando al cjiso delle quantità algebriche , considereremo 
snecessivamentc i quattro casi in cui ipicste quantità nou contengano più 
che una lettera. 

Caso 1. Una delle quantità .A e B funzione di \.,l' altra è numerica, pa- 
rimente che 1*. 

Sia un poiinomio 

A = ax<^+bxt^ .j. ec. , 

in cui a , 6 , c . . . rappresentano numeri interi qualunque, positivi o ne- 
gativi, ed «r, |3, . , . rappresentano esponenti interi c |>ositivi. Moltiplicando 
A pel numero B , sì ha 

AB = Bòx,J-|- ec. 

r. poiché , per ipotesi AB è divisibile per P , è d’ uopo che i coetTicicnli 
delle diverse potenze di x sieno divisibili per P *, e però P devo divider* 
Ila , B6 . . . *, laonde , in virtù del teorema del ii.“ 201 , se esso non divi- 
de B, deve successivamente dividere a, b . . . \ ma dividendo questi numeri 
divide ancora lidio il polinomio A , dunque P deve dividere B o A. 

Caso II. Le quantità A e B cono funzioni di \ e V é tuttavia numerico. 
.Ammettiamo per un momento che il numero P non divide iió A nè B, c 
dinotiuuiu con .V' l' insieme de’ termini di -A , i quali hanno per cocnìciculi 
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de’ multipli di P , e con A" l’ insieme de’ termini rimanenti , in giii^ che 
As= A'-f-A" : facciasi lo stesso con t) e sìa B= B'+B". Avremo cosi 

AB = (A'+A") (B'+B")= A'B'+A'B"+A»B'+A"B" : 

or le tre prime parti sono divisibili per P, essendo che i coefficienti che si 
trovano in A' e B' k) sono essi pure; e perchè A"B" eziandio fosse divi- 
sibile per P, i coefficienti dei diversi termini di questo prodotto devrebbero 
pur essi esser divisibili per P. 

Sieno «a:* e i termini di A" e B'^ in cui la letlcri x ha il massimo 
esponente; il termine abx'‘■^l‘ farà piirte del prodotto AB, né andrà soggetta 
a riduzione. Or nè a nè b è divisibile per P , perchè P è un numero che 
non divide alcuno de' coefficienti di A" e B" ; dunque ab non é divisibile 
per P, e perciò non lo è neppure A"B". Laonde le tre ptioie parti di AB 
essendo divisibile per P e non essendola la quarta, ne consegue che AB non 
potrebbe esser divisìbile per P, il che è contrario all' ipotesi e però è im- 
possibile ancora ammettere che nè A nè B siano divisibili per P. 

Caso 111. Una delle quanlilà \ e B i numerica^ l’altra é funxione di n, 
egualmente che P. 

Sieno A il fattore funzione di x , e Q il quoziente intero di AB i>er P : 
sarà AB = l’Q, ovvero, rappresentando con F , F' , F" . . . i fattori primi 
del numero B , sarà 

AFF'F" . . . . = PQ. 

Or , essendo il primo membro divisibile per F , deve parimente esserlo il 
secondo PQ ; ma F è un numero primo, quindi, in vieti del caso prece- 
dente, P o Q sarà divisibile per F. Or P è una qu.'intit.'i prima che contiene 
X , e perciò non è divisibile per alcun numero , dunque Q dev' esser divi- 
sibile per F : e però, dinotando con Q' il quoziente di questa divisione in 
guisa da esser Q = Q'F , sostituendo nell* eguaglianza precedente e soppri- 
mendo il fattore comune ai due membri , s' ottiene 

AF'F»... = PQ'; 

e ragionando su questa nuova eguaglianza come su la precedente , si pro- 
verà che 0' dev’ essere divisibile per F', e dinotando con Q*' il quoziente, 
s’avrà l'altra eguaglianza 

AF" . . . = PQ" 

Continuando in questo medesimo modo sino a che il primo membro si ri- 
duca a contenere solamente A , s' avrà un' eguaglianza della formola 

A=PQ, 

ove Q , sarà una quantità intera , e perciò se ne raccoglie che A è divisi- 
bile per P 

Caso IV. A, B, P sono tutte e tre funzioni di x. 

Poniamo che A non sia divisibile per P , e sia d' un grado più elevalo 
di quel di P. Si ordinino A e P secondo le potenze discendenti di a; , e 
si spinga la divisione dì A per P, finché non si giunga ad un resto di grado 
inferiore a P. 

Pria di giungere a questo punto , si posson trovare de' resti in ciascun 
de' quali il primo termine abbia un cocfficàmle non divisibile per quello del 
primo termine del divisore; allora l'equazione può continuarsi prendendo 
de' crw'ffiiMenli frazionari. Puniamo che, ad operazione finita, tutti i termini 
Fourcg Algebra, óB 
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sì dui quoziente che del rcslu sicii riduUi uliu stesso denominatore^ e di- 
O K* 

notando con jr ed rj" questo quoziente e questo resto ove Q ed A' rap- 
M M ^ 

presentano quantità intere ed M ò il denominatore comune , deve aversi 
A = P ^ -J- ^ e quindi MA = PQ+ A'. 


Da ciò si vede che moltiplicando per M il dividendo, prima di far la divi- 
sione , il calcolo si farà senza frazioni ; e si osservi che A' non può esser 
nullo , altrimenti BfA sarebbe divisibile pel polinomio primo P , ed allora 
P dovrebbe dividere A ( caso 3 ' ) , il che è contro l’ ipotesi. 

Posto ciò, si moltiplichino per B ambi i termini dell' eguaglianza prece- 
dente e poi si dividano per P , e verrà 


AB A'B 

M — =BQ.f-^-, 


laonde , essendo AB divisibile per P , lo sarà parimente A'B. 

Supponiamo che A' sia quantità algebrica e dividiamo I* per A'. Sia M' 
il numero pel quale bisogna moltiplicare P , affine di giungere , senza fra- 
zioni , ad un resto di grado minore di A' -, e chiamando Q' il quoziente 
ed A" il resto , s’ avrà 

M'P = A'Q'-fA" , 


ed A" non potrà esser nullo-, perocché, perchè ciò fosse, sarebbe necessario 
che M'P fosse divisibile per ciascun fattore algebrico primo di A' -, quindi, 
in virtù del caso 3° , anche P dovrebbe esser divisibile per questi fattori, 
nè sarebbe più una quantità prima. 

Moltiplicando similmente per B e dividendo per P la precedente egua- 
glianza , s' avrà 


e però la divisibilità di A'B per P, porta per conseguenza ancora quella 
di AB" per P. 

Dividasi P per A", e sieno M" il nuovo numero pel quale si moltiplica 
per evitare i coefficienti frazionari , e Q" il quoziente ed A'" il resto della 
divisione : cosi s' avrà 

M"P = A"Q"-f A'", 


e si troverà , come sopra , 

M"B = 


p « + p 




e quindi A'"B è divisibile per P. 

A questo modo continuando, si ottengono de’ resti successivi A', A", A'" . . . 
i cui gradi van decrescendo , c siccome nessun resto algebrico potrà divi- 
dere esattamente P, si è certi di dover giungere ad uu resto numerico A,-, 
ma secondo i ragionamenti precedenti, ciascun prodotto A'B, A"B, A"'B, ec. 
dev' esser divisibile per P , dunque ancora A, B dev’ esserlo , e però pel 
caso 5" dev’ esser B divisibile p<-r P. 

I quattro casi messi a disamina sono i soli che s'abbiano a considerare, 
. quando le quantità A, B, P non sien tutte e tre nunierielie al tempo si i-sso, 
nè contengun più d’ una lettera. Passiamo ora a considerare i casi iic' quali 
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\i sien due lellcre x ed j/, in uiiu sola o in duo, o in tulle c Ire le delle 
quunlilà : (jucsli casi ridneonsi ancora a (in.iUro 0 sono i sci^etili : 

•I .* Quando una sola delle due quantità A e 11 contenga x, e P non la contenga, 

a.* Quando i due fattori A e 11 contengano x, che non si trovi parimente in P. 

5.» Quando un solo de’ fattori A e 11, insieme a P contenga x, e l'altro 
fattore ne sia indipendente. 

•l." l)a ultimo quando tutte e tre le quantità A , B , P contengano x. 

Le dinioslraiioni sono del lidio analoglie a quelle già falle, e la sola dif- 
ferenza sla in questo, cio^, che le quantità, le quali precedentemente eran 
supposte numeriche , possono ora esser delle fun/.ioni di jf 

B come i casi in cui A , Il , P conUnigono una sola lellera , servono a 
dimostrar la proposizione pe’ casi ne’ quali queste quantità posson contener 
due Icltere •, cosi pure questi si-condi casi serviranno per passare a (|iielli 
ne’ quali le delle quantità conlengano Ire lellere, e cosi via via, qualunque 
sia d numero delle lellere. In lai modo perlanlo devesi riguardaro come 
già dimostnito il teorema generale. 

575. TmnKMA. Non v’ha che un sol sistema di fattori primi, il prodotto 
de’ quali eguagli uiut quantità data ; o ciò eh’ è lo stesso , due prodotti di 
fattori primi non possono essere altrimenti eguali^ se questi fattori non sona 
eguali ciascuno a ciascuno. 

Colesa proposizione, simile del lutto a quella già nota su i numeri (285) 
si dimostra pure allo stesso modo. Sieno ABCD ... e aòcd . . . i due in o- 
doUi eguali. E jKiichò lutti i (allori sono primi, se a non è uguale a qual- 
cuno dei fattori A , B , C . . . , non potrà dividere alcuna di essi ^ ma se 
a non divide nè A ne B , non può neppure dividere AB, altrinienli , se- 
condo il teorema precedente, se a dividesse AB dovrebbe dividere A o B, 
Per consimile ragione non dividendo nè AB nè C, non può- dividere ABC-, 
c cosi appresso, loonde a non potrebbe dividere il prodotto ABClX.. e ciò 
sarebbe assurdo perché ABCD . . .znabed. . . e però è necessario dm « 
sia eguale ad uno de’ fattori A , B, C , I), cc. Poniamo perlanlo a = A, e 
dividiamo i due prodotti per a; i prodotti rimanenti DCl).,. òri . . . wmli- 
luicranno ad esser eguali, e loro si potrà applicare il medesimo ragionamen- 
to, come innanzi-, sì cln- si conchimlerà essere 6 eguale ad una dei- làltori 
B, C, D . . .; poniamo a II. .Allora si farà parimanente vedere esser c.egualo 
ad uno de’faltori rimanenti e cosi appresso. Perlanlo i due poodolli ABCD..-, 
abed . . . SOI! composti degli sU-ssi fattori primi. 

Se piu fattori del primo prodotto sono tra loro eguali, il secondo prodotto 
deve contener parimenti questi fattori e precisamente nello stesso- iiimiero.. 

Definizione del massimo comun divisore. — Principi stt i qtudi c- fondata 
la sua determinazione ,, — Casi » più semplici., 

376. U massimo comiin divisore, in algebra, non è come io aritmetico^, 
un divisore die sia realiiienle il in issimo tra lutti. E neressario per i|u<‘st» 
una nuova definizione, e noi- adolleremo la seguente .- il massimo comun di- 
di più quantità i il prodotto di lutti i loKO pilori primi comuni, sien nu- 
merici , sien monomii , sien polinomiL 

Quando le quantità in discorso sono monomic non si cichiede alcun novello 
HU-'todo pec delcrminare il dello prodotto ; cosi , avendosi le iimmLlà 

-t52o^/>"a» , 27B«’ICx* , DOo’àir’ 

Ttovalu^ sccowdo. le regole aiàlraclick', il massimo divisore iHmmnc de Ire 
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iioHIic-'Piiti numerici i5j, 27U, DO , il quale è 18 , si itorranno di seguito a 
i|iii‘sto numero tulle te lettere comuni alle tre quantità date, e loro si darà 
il minimo esponente col quale entranu ne' monomii dall. Così facendo si lro< 
vera essere I8a’6a; il massimo divisor comune dì detti monomii. 

ó'7. Ma quando le quantità date sono de’polinomii , il loro massimo dU 
visoi comune non s'ottiene più con egiial facallà ; e , invece, per detenni' 
parlo, uonvicp ricorrere a due principii, che qui appresso ci faremo a dichiarare. 

l’BivciPio paino. Il massimo divisor comune di due quctntilà intere non si 
altera , moltiplicando o dividendo una di esse per una qualsivoglia quantità 
ii.tvra, la quale però non abbia alcun fattore comune con l'altra. 

lm|MTCÌoi'chè , i l'altori primi e comuni .alle due quantilà soii sempre gli 
Stessi, e da essi è formalo il massimo divisor comune delle due quantilà date. 

l’Binic|Pio BBcomio. Avendosi due polinomii A e B , «e si divide A per B, 
rrm r avvertenza di prender termini interi pel quoziente Q, e si dinoti con 
B il resto della divisione; il massimo divisor etmun di A c B, sarà quello 
stesso di B ed R. 

Secondo i principii della divisione deve aversi 

A = BQ-f.R , e quindi A — BQ = R, 

Bla D il massimo divisor comune di A e B, esso dividerà pure A — BQ, e 
quindi B. Si dinotino con A', B', R' i quor.ìenti di A, B, R per D, e divisi 
per D i due membri deli' cguagliauia precedeote si avrà 

A'= B'Q+R'. 

Ba quest' epuagliania si raccoglie ebe B e B' non possono avere fattori co- 
muni , allrimenti, avendoli, dividerebtieru parimente B’Q-|~B' quindi A\ 
e p'-rò A' e U' aniineUcrebbi-ro ancora qualche altro futtor comune , e U 
clic è il massimo divisor «xmiuDe di A e B , per ipotesi , non conterrebbe 
tulli i (lillori laiiiiiini a que^tc quantità 
Or , poirhè b' ed B' , ohe sono i quiiaicnii di B ed R per D, non pos- 
soaii ammettere fattori comuni, ne consi'giie che il massimo coinun divisore 
ili II ed Rèi), cioè è quello stesso delle due quantità A e B. 

h78, Passiamo ora alla ricerca del ihassimo divisor comune di due polB 
pomii , e Siene , per esempio 

X = iSa b'x' — 1 SOffl'à’x* 1 2a*b'ar ' — 1 2a"6’a;’, 

Y = 18a 6x’ -i- 88o'‘6x“ — 6-io'6*' — 8o'ix‘. 

(ierchiamo dapprima il massimo divisor comune de' termini del polinomio 
X,e quello de' termini del polinomio Y: si troverà che il primo è 12a*6’x*, 
eU il secondo è 8n7’X*. Il massimo divisor comune di questi due monomii 
e ia'bx'', 0 questo è il prodotto di tutti i fattori monomii comuni ad X e Y, 
Hivideiido pertanto X per 12a'6*x* cd Y per So’fcx*, si hanno per quozienti 
I polinomii. 

A = 4x* — lOax* -f. a*x* — a* , 

B = 6x’ — Hox* — 8a’x — a ’ , 

ne' quali non rimangono che i soli fattori polinomii delle quantità X ed Y) 
t- pero, conoscendo il massimo divisor comune di A e B, haslerebbe molli- 
j'Iicailo per -ia’èx* iilTm d'avere il massimo divisor cornili e di X cd Y. Per- 
liiDto la questione data trovasi ridotta all'altra più semplice di trovani, cioè, 
i! ina.-simo divisor comune de' polinomii A e B, i quali non han più lìitlori 
i'oniuiii monomii -, e noi passeremo ad occuparci appunto di simile riceix-a. 
Questo divisore dovendo essere i> prodotto de' fattori comuni ad A e R, 
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è chiaro che se B dividesse es;itlameule A,serebbe B il divison; ricbii^lu, 
e però facciamoci a porre ad efletto cotesla divisione. Ha qui, Gn dal prin- 
cipio, s’ aff 'ccia In dìHì>-oHà di poter dividere il primo termine Ax^ del di- 
videndo pel primo termine 6jr* del divisore \ però , se si rifletta che il nu- 
mero 6 non ha alcun fattore comune con B , è col fatto non può averne, 
perchè B non ha più fattori monomii; e ricordandosi che per questo il di- 
visore cercato non sarà per nulla alterato (5~7) se si moltiplichi A per 0 , 
r indicata divisione potrà farsi- Anzi basta moltiplicare per 3 , essendoccliè 
12x' è divisibile allora per Gx\ e, cosi facendo, il dividendo sarà A X 3 ovvero 

— 30ax*+5a’** — 3a*. 

Fatta la divisione di questo polinomio per B , s’ avrà per quoziente ìx o 
per resto — 8<u;’-|-l9a'a?* -|-4o’a? — 3a‘, e que.sto, in virtù del secondo 
principio (377), deve avere con B gli stessi fattori comuni ad A. Volendo 
proseguir la divisioue, converrà moltiplicar detto resto per 3, e poscia fatta 
la divisione, si avrà per quoziente — Aae per resto 13o*x’ — 26a’x — 13a‘, 
il quale avrà pure con B gli stessi fattori comuni ad A. 

Ur questo resto contenendo ar ad un grado inferiore a quello del divisore, 
si prenderà questo per dividendo e quello per divisore, sopprimendovi prima 
il fattore I3a* comune a tutti i suoi termini, il quale non allora il massimo co- 
muD divisore cercato, e riduce quei resto alla forma più semplice x' — 2ux — a'. 

10 questo modo le quantità da dividersi I’ una per 1' altra sono 

B = 6x* — I la** — 8a** — a* R = *’ — 2o» — a*. 

• # 

Questa divisione si fa senza il bisogno d' introdurre alcun fattore ne* dividendi 
parziali, c perchè si trova per resto zero, se ne couebiude essere x' — %ue—a* 

11 massimo divisor comune cercato. 

Fwo qui appresso il tipo del calcolo. 

Prima divisione. 

A*‘— a*«* — «* I 6 x*— Ha**— Sa** — a* 

12*‘— 30a*’-|- 3a**’— | 2* — Aa 

— l2**-p 22a**-H6a***-p2a’* 

- — 8a*’-|- 19a’*'-f- Sa’*— 3o* 

— 24e*’-f- 57a’**-f- 6»’* — 9a* 

•f 24ax* — 44a''*'*— 32a** — A a*- 
15a’**— ■ 2f!«'* — 13a* 

*•— 2a* — 0 *. 

Seconda ditistorw. 


6*’ — I la** — 8a** — a’ 
— fe»’-|- I2a*’-|- 6a*x 

a*’ — 2a** — a* 
-- ff**+ 2/^* + ai» 
0 


*• — 2o* — 'o* 
a 


579. I ragionamenti precedenti ci mostrano in che guisa delle successive 
divisioDÌ conducano al massimo divisor comune. Nell'esempio soprascritto 
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sono stato sufTicient! due solo divisioni ^ ma se la seconda non s’ avesse po> 
tiilo esattamente eseguire , avrebbe essa dato luogo ad un resto di grado 
inferiore a quello del divisore, e si sarebbe passalo ad una terza divisione, 
alla stessa guisa che dalla prima si è passato alla seconda. Cosi continuando, 
è manifesto che se si giunge ad un resto nullo, l’ultimo divisore è il mas- 
simo divisore comune cercato. L'esempio seguente esige tre divisioni; le 
due quantità tra le quali devesi cercare il massimo divisor comune sono : i 

A = a:* — oa:’ — a*x* — o’* — 2a* , B — — 7flaf ’+3a’a: — 2a\ 

Prima divisione, 

«i— oa?’— <Px* — a?x — 2a* Sa;’— ^ax*^\-ha*x — 2g» ; 

5ar«— . 5ax’— Za’x — 6a* a; + 4a 

— 3ae*+ 7oa:’— 3a*a;’-|- 2a'a? 

4ox’ — Go’x*— a’x — 6a* 

12aa;’ — t8a*x’ — 3a’x — 18a* 

— l2ax*-(- 28o*x* — 12a*x + 8g* i 

lOo*»’ — 15ax — tOa* 

2a;’— 3o* — 2o*. 


Seconda divisione. 


3»’— 7ax*+ 3o’x— 2o’ 
Cx'-^ 14ax'+ 6o*x— 4o’ 
w-6x’-f- 9oa;*-|- 6a*x 

— 5ox*-|- 12a’ai — 4a’ 

— 10ax’+ 24o’x — 8a’ 
+ lOor*— tSo’x — lOa* 

9o*x-.- t8a* 


2x’— 3ax— 2a* 
■ 3 » — 5a 


X — 2a. 


Tèrsa divisione. 


9xW5ox— 2a’ 

X — 2a 

— .2x*-t-4flx 

2x+ tt 

flx — ' 2a* 


ax + io? 


0 



Il massiihe divisor comune pertanto ò x — io. 

Nella prima divisione si è moltiplicato due volte di seguito per 3, e nella 
seconda, anche due volte di seguito, per 2 ; e s’avrebbe potuto alcun poco> 
abbreviare , moltiplicando una sola volta per 9 e una sala volta per 4^ 

Estsnsione della Horica precedttUs 0 miti i «ub*. 

380. Nella ricerca del oussimo divisor comune quel che più d’ ogni nitr» 
. bisogna osservare si è, che essendo i due potinoniii ordinati secondo h; () 0 ~ 
teuze deccoàceali d' iukì. aiedesim lettera „ cùusctuui diuaiuuc dà. luogo mt 
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iin resto di gndo inferiore al divisore. Quando i delti polinomii contengono 
più termini dello stesso grado rispetto alla lettera principale, convien riu> 
nire tutti questi termini in un solo, come, in casi simili , si pratica per 
la divisione, altrimenti la riduzione del resto a grado iaferiore non sempre 
a' ottiene. Sieno i due polinomii 

A = x’+var*+a;* — y*a:+2ya: — y’+y’, 

B = yx*+x’-f K*ar+y«+a:+if 

che scriveremo cosi : 

A = a?’+(y+ !>;* — (y* — 2y)x — v’+y* 

B = (y+iK+Cy’+y+i^+v. 

Posto ciò, il termine non potendosi dividere per a motivo del 

fattore y+t, osservando che in generale, se un polinomio è ordinato come 
i preceuenti , ogni suo divisore indipendente da x, deve divider separala- « 
mente il moltiplicatore di ciascuna potenza di x -, donde segue che y4-l 
non ha alcun fattore comune con B-, perocché se ne avesse uno, questo do- 
vrebbe trovarsi in y-|-y+l e in y. Or è palese che p non ha alcun fattore 
comune con , quindi si potrà moltiplicare A per y-|-l, senza tema di 
alterare il massimo coOiun divisore cercato -, e poicliè dovrebbesi novellamente 
moltiplicare ancora per si moltiplicherà una sola volta, e sin da prin- 
cipio, A per (y-ft)* , ossia per y*-+-2y+t. Facendo, dopo di ciò, la divi- 
sione , s’ avrà il resto 

R = ( — y* ■— »'+y’>p — — v*+w’ 

Prima di passare alla seconda divisione, convien sopprimere in B i fattori 
comuni ai moltiplicatori delle potenze di x. Or è chiaro che le due parti 
di R hanno per fattore comune — y‘ — V’-fy*< it quale soppresso, riduce 
R alla forma più semplice ar+y , e fatta la divisione per questo binomio, 
siccome sì ha per resto zero , se ne conchiude che esso è il massimo di- 
visore cercato. 

Prima divitione. 

^’+(y+ •)**“ (y'— 2y)® — y*+y’ 

(y +l)*x’+(y’+5y’+3y-f- t)x^ 

— (y‘— 3y’— 2y)x — y>— y‘-|- y’-f- y* 

— (y + — y— 2y*— 2y — y*— y)x 

(y'+y>’-f (— y‘-f 2y-j-y)x — y^— y‘+y’+y* 

C— r— y>^+C — y*— y^— y> — y* 

(— y‘— y’-fy*>: — y— y*-fy* 
x+y 

Seconda divisione. 

(y-|-i>c«-Ky+y+l)*+y I x+y 

-- (y+ <>•+(— y'—y> I (y+ ^ 

. a: -H y 

— x — y 
0 


( y+i)x«-Ky+y-pi)x+y 

(y+l)x+y 
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58i. Quest’ «^tnpio mcUe in mostra certe diOieoUù che restano tuttavia 
a risolversi. Nella prima divisione, pria di moltiplicare per y+ \ , è stato 
necessario assicurarsi che questa quantità non aveva fattori comuni con 
quelle che moltiplicano le diverse potenze di x nel divisore *, e poiché il 
monomio y era una di queste quantità , è stato agevole riconoscere non 
esservi di tali fattori comuni. Ma , in generale non è sempre cosi *, peroe- 
eliè può bene avvenire che tutte le polenze di x si trovassero moltiplirate 
per polinomii. Ancora : dopo la prima divisione ubbiam soppreso , nel re- 
sto. i fattori comuni alle quanlilà che moltiplicano le diverse potenze di x 
e ciò suppone che si sappia trovare il massimo divisor comune di due quan- 
tità. Questa deterniìnuzione, riuscita facile nell' esempio precedente, non è 
sempre tale in tutti i casi. Pertanto le spiegazioni seguenti serviranno a 
8u|terare queste diiliailtà. 

t.* Esse non han luogo quando si tratta di due polinomii ì quali non 
contengono che la lettera r, e in questo caso la regola del n.° 578 è suf- 
ficiente. Laonde si saprà sempre trovare il massimo divisor comune di due 
polinomii contenenti una sola lettera^ e con ciò si saprà trovare pur quello 
comune a più polimnnii ad una sola lettera. Poniamo, in elTetti, che s' ab- 
biano tre polinomii A, B, C, e sia D il massimo divisor comune di A e D, 
e I)' quello di 0 e C. Stando alla definizione , D è il prodotto de' fattori 
comuni ad A B, e D' è quello de' fattori comuni a D e C -, quindi D' è il 
prodotto de’ fattori comuni alle tre quantità A, B, D, e però è il massimo 
divisor comune di queste quantità. 

2.* Consideriamo due polinomii A e B che contengano due lettere xedy. 
Prendiamo da prima il massimo divisor comune de' termini di A ; sia a que- 
sto divisore ed sia il quoziente di A per « ; sarà A = A'r. Si ordini 
A' secondo le potenze decrescenti di a, avendo cura di riunire tutti i ter- 
mini che contengono la stessa potenza di questa lettera \ e poniamo esem- 
pio che sia 

A* = Lu!’-|-Mx+N. 

Tutti i fattori di A', indipendenti da tc, debbono essere fattori delie quan- 
tità L , M, N , che moltipiicano le diverse potenze di x\ queste quantità 
non conlenendo che la sola lettera y , sarà facile determinarne il massimo 
divisor comune, che chiameremo «r'*, e dinotando con A" il quoziente di A' 
per s’avrà A' = «'A", e quindi 

A = n«'A" 

In quest’espressione « rappresenta il prodotto de’ fattori monomi! di A, 
quello de’ fattori polinomii che non contengono x , ed A" quello de' fattori 
polinomii funzioni di x 

Facciamo la stessa scomposizione del polinomio B *, e sia 

Posto ciò, si trovi il massimo comun divisore di' a e fi, e quello di fi', 
il quale contiene la lettera y, quindi se si sappia trovare ancor quello dei 
{lolinomii A" e B", il quale racchiude x ed t/ , si saran trovate tre quan- 
tità , il prodotto delle quali sarà il massimo divisor comune di A e B. In 
effetti , la prima contiene i fattori primi monomii e comuni ad A e a B ^ 
la seconda ì fatturi polinomii indipendente da a-, e la terza finalmente, i fat- 
tori polinomii dipendenti d:wx. 

Il massimo divisor comune di e B" può trovarsi con le divisioni suc- 
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cessivn, come nell’esempio del n.* 380*, ini percioccliè egli è chiaro che que- 
ste quantità , non avendo più comuni nò fatturi niunoniii, nè fattori potino- 
mii indipendenti da x , sarà sempre lecito multiplicare i dividendi parziali 
della prima divisione pel polinomio messo innanzi alla più alta potenza di x 
che si trova nel divisore, e cosi si giungei^ ad un resto in x di grado in- 
feriore a quello del divisore. In questo resto poi sarà facile sopprimere i fat- 
tori monomii, e quelli polinomii e indipendenti da x, che esso conliiMie; ed 
allora si passerà ad una seconda divisione, prendendo questo resto cosi sein- 
pliflcalo per nuovo divisore, eseguendo le stesse norme tenute nella prinni; 
indi si passerà ad una terza, e cosi continuando, si è certi di dover giun- 
gere ad un resto nullo, o ad un resto indipendente da x. Mei primo caso, 
le quantità A" e B" hanno per massimo divisor comune, il divisore dell' ul- 
tima divisione. Nel secondo caso poi , non ammettono esse massimo divisor 
comune, o, meglio, questo è la stessa unità. E per vero , questo massimo 
divisore di dette quantità dovendo essere lo stesso che quello dell' ultimo di- 
visore e del resto , che è indipendente da x^ dovrà esso pure essere indi- 
pendente da z; ma in virtù delle scomposizioni primitivamente fatte, le 
quantità A" e B" non possono avere altro fattore comune indi|)endente da 
X , se non I' unih'i ; quindi questo è il solo loro fattor comune. 

Pertanto, si potrà sempre trovare il massimo comun divisore di due po- 
linomii , contenenti due lettere , e , per conscguente , anche quello di tre 
polinomii 0 anche più. 

3.° Alla stessa guisa che, dal caso in cui i polinomii non contenevano che 
una sola lettera, si è passato a quello in cui le lettere contenenti eran due, 
si passerà pure da questo a quello in cui i polinomii contengano tre lette- 
re , e cosi appresso. Laonde non v' ha alcun caso in cui determinar non si 
possa il massimo divisor comune di più polinomii. 

Intorno a talune modificasioni neceuarie, quando i polinomi sono tali quali 
si considerano nelle equazioni, 

380. Nella teroria generale delle equazioni , della quale andremo bento- 
sto ad occuparci, si considerano in modo speciale dei polinomii della forma 

.-f-Gar-f-H , 

ove X rappresenta un’incognita; m un numero intero positivo; ed A, B, C . . . 
delle quantità qualunque , numeriche o letterali , e indipendenti da x. E 
quantunque queste ultime quantità possano contenere radicali o frazioni, nul- 
ladimeno , non trovandosi x sottoposto a radicali , o complicato in denomi- 
natori, il precedente polinomio è razionale ed intero, rispetto a quest’ inco- 
gnita ; e si dice che due polinomii di questa forma son divisibili I’ un per 
r altro , quando la divisione dà un quoziente esatto e della forma mede- 
sima. Coi, X'+ {ax \/ì — '3a', è divisibile per 2x — aj/'S, perchè si 
trova il quoziente esatto ix-fa |/2. Posto ciò, ecco una proposizione af- 
fatto simile a quella del n.° 374, e la cui applicazione si presenta nella teo- 
rica delle equazioni. 

Se un binomio del primo grado, della forma ax+a', divide un prodotto 
AB di due polinomi razionali ed interi rispetto ad x, dovrà esso necessaria- 
mente dividere uno de' fattori, 

Dividansi A e B per ax+a', e si supponga che la divisione non si fac- 
cia esattamente-, ciò non ostante, essendo il divisore di primo grado, i re- 
Fourey Algebra, o7 
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sti (Irvnno esserti indipendenti da x. Happresentioo Q e Q' i quozienti ed 
R , R' i resti , s’ avrà 

A = Q(«a:++«')+R, B = Q'(<rt+«0+R'» 


donde si trac surrcssivamente 

AB = QQ v+««')’+(QR'+RQ') (W+-0+RR', 

= «(..+.')+ QR'+ RQ'+ • 

or, per ipotesi AB è divisibile per <rx+a', dunque il secondo membro deve 
essere un polinomio intero rispetto ad a:, e per ciò si richiede che RR' sia 
divisibile per «r-fa', il che è impossibile per essere R ed R' indipendenti 
da x\ laonde A o B dev'essere divisibile per <1x4-0' 

Corollario. Sia un prodotto ABCU di polinomìi interi rispetto ad x ; se 
esso è divisibile per ox-f-a', dovrà esserlo pure almeno uno de’ fattori. In 
effetti si può quel prodotto considerare come composto de’ due fattori ABC 
e D, e però se il binomio axd-a' non divide D, deve necessariamente di- 
videre ABC *, ed , allo stesso modo ragionando , si conchiude che , se non 
divide C, deve dividere AB, e finalmente se non divide 6 deve dividere A. 

583. Poniamo che il |>olinomio Ax"4- ec. , sia formalo dalla moltiplica- 
zione di m fattori del primo grado, e sia , 

Ax-4- ec. = ( <»x-|-<«') (/8X+/8') (7x4-7'),.. 

In primo luogo potremo scrivere cosi : 

Ax-4-ec. = <»/87(^x4-i^ (*■*■!) 


e quindi se sì osserva che A dev'essere uguale al prodotto <r/37... (tt3) , 
<«' A' y' 

e se per brevità » ponga — = a, |-= 6, ^ = c . . s' avrà 
Ax"-1- ec. = A(x4-o) (x-f ò) (x-t-c).... 

e in questo caso si dice che il polìuomio Ax"-f- ec. è. scomposto in fattori. 


(113) Per bene intendere quest' oeeervaiione dell'A- convien premettere i segnenti 
teoreHii 

Tiobbma t. S» UH polinomio in 1 Jevi riJuriì a vero , qualunque ita il valori 
allignalo a guiiia guantild, dibbona, ad un tempo , esser nudi i eotfieienti dilli 
diverse potenss di x. 

Sia 

- [Ij Ax'"4-Bx'"-'4-Cx'»-*4-...4-Fx’4-G»4-H = 0; 

e poiché , qnelnnqae eie il velore di x , Il primo membro deve enanllersi , dovrà 
eonnllarsl benanche ponendo ma, in qneslo caso, esso si ridoee ad H, dun- 

que dev’ essere H = 0. Sopprimendo dunque colesto termine in [1] < si ha 

Ax'"4-Bx”-'4-Cx'"-‘’-f....Kx-|-Gx = 0 , 

e dividendo per x , oe viene 

‘ Ax'"^'-|-Bx*-*4-Cx*-»4-...-fFx4-G=:0, 

e regionando come sopra , se ne conehinde dover essere G kO. E cosi eontinnando 
tino al primo termine , ni troveranno le condiiioni espresse ocll* eonosielo del teo- 
reme . cioè A = o, B=o. C — o...F = o, G = o, H=o. 

TEofeKMs II. Ss dm polénomii iti t i dillo titiio grado riiptUo a questa varia- 
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semplici 0 primi ; intendendosi, con queìilu nome i binoiiiii a+a, 
sc+c fuUa astrazione dal coeOìciente A. 

A questa scomposizioue si può ap|>iic:iro un teorema del tutto analogo à 
quello del n.* 375 , cioè , eoe un polinomio X della forma 

ec. non può scomparsi «n fattori semplici che in un sol modo. 

E per feriDO poniamo che s‘ abbia nel tempo stesso 

X = A(*+o ) (x+6 ) (x+c ) (x+d).j. 

X = A(at+o') (*+6') ; (x-f d')... 

Or, poiché *+«' deve dividere il prodotto A(x+a)(x+ò) (x+e)..., deve 
esso dividere eziandio uno de’ fattori, ii che , ctiiararoenU; si vede non {m>- 
ter altrimenti avvenire se non quando sia x+a' eguale ad uno di questi fat- 
tori. Poniamo dunque che s'a x+a' = x^a , e sopprimendo «luesti lattori 
nc' due prodotti che » suppongono egiiaii , veivà 

AC*+*)(^+®) (ar+<^)- = A(x-l-6')(x-fc'^ (*+<*')••> 

e ragionando allo stesso modo si proverà che dev'essere x-f-b' eguale ad uno 
de.’ fattori del primo prodotto; sì che ponendo che sia x-(-b' =x-f-b, si 
sopprimeranno questi lattari couuini neU’eguagiianza precedente , ia quale 
diverrà per ciò 

A{m+c) {x+i)... s= A(«4-e') (x-J-d').,, . 

e continuando il ragionamento si giungerà a concbiudere che gli m làttori 
del secondo prodotto sono quegli stessi del primo. 

Me debbono stsers identisammte iftiali, per qualunque valore di x, è necessari» che 
» eoeffieisnti dell» stssss potsnss di questa quantità Siena eguali ciascuna a «io- 
seuno. 

SicDo i die poliuomii 

Ax--J-Bx— -p...+Gx-l-II; A'x»-fB'x— '-f...+G'x-l-Il', 
dcbhui averi , per fatlaaqM valore di s 

r-, Ax-q- Bx--'-f- Gx«-’-l-...-|- Gx-|-H = 

A'x"+B'j»-'-i-<:'x'^4-...-fG'x-i-H'. 

Traiporltade il secondo membro nel primn i si avrà 

(A — A>-+(B — B>«-(C — COx— *+.. +(G — G>+K - IF=»- 
qoindi pel Icorcms pioc., dsva srersi 

A — A'=o, B — B'=o, C— C' = o...G — G'^o, U— U* = o, 

ossia 

A = A', B=B', C=C» G = G', U=:H', 

eli che bisopnsTS dimostrare. 

Poaio cib tiprendiamo 1’ cguglisaia doli' A. 

[3] Ax"-J- ec. = o/Sy.X (*+^)— 

So nel secoodo membro si cffstlMsarro le mohiptieMioBr , i ebiiro «be ne risane- 
rebbe DO akro polinomio dello stesso grado di qoello che è nel primo membro , e 
«he avrebbe per primo termine «/Jy...xx“; laonde pel teorem» preecdeule, doren- 
deet V e|ii»giisBU llil vetilicare per quatuoque valore di x , dov’ csseso 

k—a^y. 
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584. Quando nella teorica delle equazioni, si tratterà di nniMtmo divitor 
comune di più polinomii interi rispetto ad x, Converrò sempre intendere die 
ì fattori semplici della forma x+a ; x-f 6 , . . . comuni a questi polinomii, 
sono stati molliplicati tra loro per comporre questo massimo divisor comune 
il quale potrò, inoltre, contenere un fattore qualunque iodipendente da x. 
La presenza di questo fattore è, per altro, del tutto indifferente-, perocché 
d' ordinario il detto massimo divisor comune si considera per dedurne i va- 
lori di X che lo annullano, ed un moltiplicatore indipendente da x non può 
in modo veruno alterar questi valori (69). 

La determinazione di questo massimo divisor comune potrà essere intera- 
mente assimilata a quella del massinx) divisor comune de’ numeri. Sarò inu- 
tile il tener conto de' fattori comuni indipendenti da x, e si potranno ammet- 
tere , se si voglia , coefficienti frazionarii nelle operazioni successive -, per 
nitro sarò meglio, generalmente parlando, l’evitar le frazioni. A dir vero 
i resiiltamenti che , in questi diversi modi di operare , s’ ottengono , diffe- 
riranno tra loro per qualche moltiplicatore o divisore indipendente da x, nè 
poi , come sopra è detto, questa circostanza devesi qui mettere a calcolo. 

C A P 0 XV. 

Composizione d' un' equazichib algebbica qualonque a una sola inoognwa. 

Teorema fondamerUak che ha per oggetto di stabilire che ogni equazione 
algebrica ammette una radice. 

585. Equazioni algebriche ad una sola ino^nita son quelle che si posson 
ridurre alla forma 

Ax^+Bx^-'-f-Cx— •-!- . . . -pGx-l-K = 0 , 

essendo x l' incognita , m un numero intero e positivo , rappresentante il 
grado dell' equazione , ed A, B, C. . . . quantità date qualunque. Per res- 
(lerla ancor più semplice la si divide per A , e la si scrive cosi -, 

x»+Px— •+Qx-^-p . . . -l-Tx-l-U = 0, 
oleP,Q,...T,U saran tuttavia delle qu antità cognite reali o imma- 
ginarie , e perciò della forma generale a+bV — t. Ricordiamo qui che la 
denominazione di quantità iuimagiuuria sarò applicabile alle sole espressioni 
della precedente forma. 

Non essendo evidente a priori che v' abbia sempre una quantità, sia reale 
o immaginaria, la quale messa in luogo di x nell’ equazione, renda il primo 
membro identico al secondo, cosi era necessario dimostrare che quest' e<|ua- 
y.ione ammette sempre una radice. Questa proposizione fondamentale è ri- 
masta per lungo tempo senza dimostrazione, ma ormai se ne hanno pareé- 
ehie dimostra/inni. Abgano e Mourey ne han dato una nelle opere citate 
al n.° 275. <Iaucht parimente ne ha pubblicata un’ altra ne’ suoi Exercices 
de mathimatiques , la quale ha il vantaggio di non richiedere alcuna consi- 
derazione geometrica , ed è appunto questa quella che qui ci faremo ad 
es{X)rre. Intanto, siccome essa è alquanto intralciata, la si potrebbe soppri- 
mere , ammettendo il teorema come evidente , se si giudichi conveniente, 
V passar irome<liatamcnte alia composizione delle equazioni n." 590 e seg. 

586. Nella dimostrazione del sig. Laucht saranno necess:i riamente due 
proposizioni, stabilite giu su i moduli (265 e 266 ), e clic qui richiaiue- 
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remo sotto forma di Lenmi. In scolto ne porremo due altri egualmente 
neressarii. 

Lemma I. La $ommn o la difftrenza di due quantità qualunque ha un 
modulo compreeo tra la somma e la differenza de’ moduli di queste quantità. 

Lemma IL II prodotto di due quantità ha per modulo il prodotto de'mo~ 
duli di queste quantità. 

CoBOLLARio. Per conseguenza, il prodotto <f un qualunque numero di /al- 
lori dece aver per modulo il prodotto de' moduli di tutti i fattori; e la po- 
tenza n.ma f una quantità ha per modulo la potenza n.ma del modulo di 
questa quantità. 

387. Lemma III. Perchè una quantità della forma — 1 sia nuUa^ 

i necessario e sufficiente che sia nullo il suo modulo. 

In eiletti , ponendo che a e 6 sieno quantità reali , sia 

a+lV^ = 0 ; 


e poiché la parte reale a non può in modo alcuno distruggersi con F im- 
maginaria è d' uopo che s’ abbia separabimeiite a = 0 e 6=0; 

e però sarà pure K a^+b* — 0 -, cioè il modulo di a-J-ftl/— t sarà anche 
esso nullo. Questa condizione è sufficiente , perocché essendo a e 6 delle 
quantità reali, i loro quadrati sono quantità positive, e la loro somma a*-f-b' 
non potrà essere altrimenti zero se non con l’ essere a = 0 , b z=0. 

Corollario. È manifeslo che un prodotto di quantità reali non è nullo, se 
tale non sia qualcuno de’ suoi fattori. Ma, quando tra questi ve n’abbiano 
degli immaginari!, non si vede così chiaro che dopo la moltiplicazione'! ter- 
mini del prodotto non possono scambievolmente distruggersi , senza che si 
annulli uno de' fattori *, nulladimeno si può dimostrare che anche in questo 
caso la proposizione ha lu(^. 

E per fermo, perchè sia nullo il prodotto, è d’ uopo che sia nullo il suo 
modulo; ma questo é il |>rodutto de' moduli de' fattori (386), e questi mo- 
duli , essendo delle quantità reali , il loro prodotto non può esser nullo, 
senza che sia nullo qoalcuno di essi, ed allora sarà pur nullo il fattore iin- 
iiiaginario corrispondente ( lem. prec. ) ; dunque è vero (|uel che si voleva 
dimostrare , e però può dirsi, in generale, che un prodotto di più fattori 
non |niò es.ser nullo , senza die sia nullo qualcuno de’ suoi fattori. 

588. Lemma IV. X un polinomio delta forma 


X= Pat--' — Qa:**-*— . . . — U, 


nel quale lutti i termini che seguono il primo, hanno i loro coefficienti reali 
e negativi. Facendo crescere x positivamente , a partire da un certo limile, 
i valori del polinonùo X saranno còiUinuamenie positivi e crescenti, e patron 
divenir grandi per quanto si voglia. 

lu elTetti , il polinomio dato può mettersi sotto la forma 


; = a:» ^ ' 


_LV 

X X* ■ X"/ ’ 


e quindi facendo crescere x positivamente, i termini negativi contenuti nella 
)Nirentcsi andran sempreppiù impiccolendo, e se ne potrà render la somma 
tanto piccola per quanto si voglia. Giunti una volta ad un tal valore di x = \ 
'il quale renda delta somma minore di 4, egli è chiaro che la quantità coo- 
teniita in paientesi s:irà positiva e eiescenle; ma non potrà essa sorpassare 
1' uuilà, ma potià diflcrirue Uiulu t>ucu per quanto si voglia. 1)' altronde, il 
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rotture va esso pure crescendo con :c , e può sorpassare qualunque li* 
mite, dunque, a partire da x=\ , si é certi che X debba crescere posì- 
tivameiite sino all’ influito. 

Oturvatvme. Il numero de’ termini negativi, che trovansi nella parentesi, 
in generale, è uguale ad m *, ma può pur essser minore, perchè alcuni di 
essi potrebbero esser nulli. Sia n il numero de' termini che non s’ annullano 
e si ponga 

P 1 Q 1 U 1 


a 


X' 


e sarà a: = iiP, x — \/fiQ,..,a; = nU. Or è chiaro che facendo x eguale 
al massimo di questi valori, il polinomio X risulterà positivo^ e quindi si 
raroiglie che il valore di \ può essere questo massimo* 

5h9. Passiamo ora alla dimostrazione del teorema fondamentale , che ci 
si:in proposto di dimostrare , e che è enunziato cosi : 

Teorema. Vvì tquasiùHt di qualunque grado a coefficienti reali o immagi- 
narii , ha tempre almeno una radice. 

Parte frima. La dimostrazione generale esigendo che s’avesse primamente 
a consida*are il caso dell' equazione binomia, poniamo che quest’ equazione 
sia ridotta alla forma 

ove a e fi rappresentano quantità reali, che possono essere nulle insieme o 
separatamente. La quistione qui riducesi a provare che v'ha un valore dix 
della forma o+fcl^ — 1 , proprio a verificarla. 

Quando m è una potenza di 3, la determinazione dì x riducesi ad estrarre 
più radici quadrate successive da m+fil ^ — 1; e già nel n.°365 si è visto 
che tali radici si possono ^rimere sotto la forma a+bV — t. 

Quando m è un prodotto di fattori eguali a 2 per un numero i mpar i qua- 
lunque, la determinazione di x si riduce ad estrarre da a+fiV — t parec- 
chie radici quadrate successive, e pqi finalmente una radice di grado im- 
pari. Or le prime possono essere espresse sotto la forma a-|-6 — 1, quin- 
di resta a dimostrare che , quando m è impari , v’ esiste eziandio nn va- 
lore di a; della stessa forma, e proprio a verificare la proposta equazione 
binomia. 

La proposizione si rende facilmente manifesta , quando una delle quan- 
tità a , fi è nulla : imperocché se*, per esempio, fi = 0, l’equazione pro- 
posta si ridui% ad X^^a^e qualunque sia il segno di a, il radicale d'or- 
dine impari dove avere un valore reale , il quale è radice dell' equa- 
zione. Se poi sia, invece, a = 0, l' equazione binomia si riduce ad — 1; 

e allora, ponendo x = x'\^ — t , s’ avrà ar" = ± *'"■ K — 1, e si riterrà 
il segno superiore o l’inferiore, secondo. che mè un multiplo di 4 aumen- 
tato di 1 o pure di 3. Con questa sostituzione T equazione data diviene 
ar'"=ihi8j ma questa ha una radice reale, dunque l’equazione x"=fi\^ — t 
ammette una radice della forma x = bV — I. 

Consideriamo ora il caso in cui nè «r nè |3 sieno oolle , e jnssando lutti 
ì termini uei primo membro , r equazione proposta prenderà la Ibnnu 
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Pongasi per brevilà \ = x" — e fatto « = a+fcK— l,sa- 

rà pure 

X = A+bI/ITi, 

essendo A e B de' polioomii interi e funzioni di a e b , indipendente da 
K — 1. Posto ciò , passiamo a dimostrare che vi son de’ valori di a c b 
reali e finiti, i quali annullano il modulo di X. 

Dinotiamo con p, u, V i moduli rispettivi delle quantità 

«+^l/ITT, o+bK^, A+B^"^, 

in guisa da essere 

p = y «*+|8*, » = Ko’+b% V = 1/ A*+B*. 

Se si suppone b = 0edo"=:«.è palese che ar* m ridirne ad o" ovvero 

a , e quindi 

X = «-(.+/» I/- 1) = -/» K- 1 , 

e per conseguenza V* = /s», e V* < ovvero V < p. Or poiché si trova 

cosi un valore di V<p, si può già conchiudere con certezza che, facendo 
variare a e b in tutti ì modi possìbili , Il minimo valore che possa pren- 
der V sarò minore di p, e cosi rimane a dimostrare che questo minimo va- 
lore di V non sia altrimenti che zero. 

Qualunque sia questo minimo , esso non deve corris pondere ad x x= 0 , 
perchè allora s’ avrebbe o = 0, b = 0, V = / p. Neppure po- 
trà corrispondere ad un valore di x nel quale a o b fosse infinito , per- 
chè allora ne risqjterebbe « = oo , e quindi (3S6) il lìtodulo v" dì r" sa- 
rebbe infinito, e Ma ciò anche quello di X, il quale è compreso tra V+p 
e o"— p (386). 

Sia x = e un valore diverso da zeroi reale o immaginario, e nel quale 
pè a né b aleno infiniti. Si chiami C il valore di X, V' il modulo di C, e 
suppongasi che V' non sia nullo ^ il che esige che non sin n ullo n eppure C. 
Ponendo x = c+z , ed osservando che C=c* — /|1^—1,X diverrà 

' X a= (c-t-s )- — « — fi 

a= C-t-oic»-'z+ 

. Or in questo sviluj;^ la somma de’ primi due termini svanisce, dicendo 

— C 

X = — — ♦ 
me" ‘ 

Dinotiamo con r una quantità reale e positiva, che si possa prendere tanto 
piccola per quanto si voglia , e facciamo 



allora i primi dne termini del precedente sviluppo si ridurranno al solo 
C(t — r) , e cacciando C fattore comune , si potrà scrivere 

X = C(i^,+f,-+f’,>+ee.), < 

in cui f, f'„. sono delle duanlità della forma a+hy — 1. 
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Itapprrsentando con $ il moilulo della quantità che moltiplica C, quello di 
X , iu virtù del secondo teorema , sarà 

V = V'®. 

Inoltre , essendo r una quantità reale , se si chiamino f , I moduli di 
/■, f'..., quelli di t— », /»’, /■'»’... saranno t — », ♦»’, ed in virtù 

dei teorema primo , il modulo ® non dovrà sorpassare 

1 — »+ 9 »’+v'»*+ ec. 

Ponendo questa quantità sotto la forma i — »(t — — f '»•— ec.), si scor- 

ge che, per valori piccolissimi di », la quantità in parentesi è minore di 1 ^ 
laonde la precedente espressione , tutta intera , è essa stessa < 1 , e però 
s' avrebbe , in tal caso , ® < t e V < V'. 

Quindi, allorcbè V' è diverso da zero, si {mò scegliere x talmente che il 
modulo V di X sia minore di V', e con ciò il valor minimo di questo mo- 
dulo non potrebbe differire da zero. Or il valore di x, che dà V=0 , è 
radice dell’ equazione X = 0 , dunque finalm ente I * equazione biuomia am- 
mette sempre una radice della forma a+òl^ — 1. 

Paste seconda. Sia ora l' equazione generale. 

[A] jf*+P*"-«+Q*"-*+Rar^+ ec. = 0, 

ove P , Q , R , ec. sono delle quantità qualunque reali o immaginarie. 
Poniamo anche qui per semplicità 

X = a?- + Par— ‘ + Q*— • + Rat*-» + ec. , 

e poniamo « = o+6K— t. Si otterrà cosi un rìsultaÉento della forma 

X=A+BKirì, 

ove A e B sono de’ polinomii in a e 6 senza K— 1 •, e perché P equaz io- 
ne (A) sia verificata, è necessario e sufficiente che il moduloKA*+B*diX 
sìa nulk) (387). Or l’ oggetto delle dichiarazioni seguenti è appunto quello 
di provare che v’ abbiano col fatto de' valori reali di a e 6 che annullano 
questo modulo. 

Dinotiamo con p, p\ p'^.. i mo duli d e’ coefficienti P, Q, R, ec., con n 
quello dell’espressione a; = — 1, e con V quello di X. In virtù del 

teorema secondo, quando in luogo di or si poneo+bl^ — I, le potenze ar», a:*"* 
hanno per moduli »*, u"-‘, c*-»...-, e i differenti termini 

at«, Par"-', Qa:"-*, Rx*~», ec., 
che compongono X, avranno per moduli rispettivi 

0 ", p»"-', p'ti'""*, ec., 

laonde, pel teorema primo, il modulo del polinomio 

P*"-'+Qjc*-»+Rx"->+ ec. 
non può sorpassar la somma 

po"-' + p'o"-* + p"t>" -» + ec.. 
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e, per consegnente , il modulo di V non può essere inferiore alta diflereuza 

[i] c"— •(pp"-’ + p'p"-* + p"o"-*+ ec.) , 

la quale può esser considerata come pneitiva, purché s’ attribuiscono a udei 
valori suiTicientemenle grandi ; imperocché si sa (588) che dando a v dei 
valori di più in più grandi a partire da un certo limite , l’espressione [1] 
sarà costantemente positiva *, e poiché si sa pure che essa deve crescere sino 
allo infinito, se ne raccoglie che il modulo V può esso pure acquistar de' va- 
lori superiori ì qualunque limite. 

Attribuendo un valore infinito ad a o a ò, il modulo v di x sarà infinito 
e, dopo il precedente detto, l’espressione [I] e con essa pure il modulo 
V saranno infiuito. Ma finché a e 6 non avranno no tal valore, é manifesto, 
per la natura stessa dei polinomii A e B, che questo modulo non sarà nep- 
pure infinito. Discende da ciò, che se esso non può divenir zero per alcun 
valore di », si è certi, almeno, che ve n’esiste uno di questi valori di », 
formato con valori infiniti di a e 6, che dan per V una quantità, al disotto 
della quale non potrà cadere alcun altro valore di questo modulo. La que- 
stione i^rtanto é ridotta anche qui a provare che questo minimo non sia al- 
trimenti che zero. 

Sia x = c un valore particolare di x, il qu.ale può essere reale o imma- 
ginario; sia C il valore corrispondente di X, che si suppone diverso da zem; 
e sia V' il modulo di C. Prendendo per x un valore x = c-px, diverso da 
c, ne risulterà per X uno sviluppo della forma 

[3) X = C-|.C'z-|-C''z*-|- ec. 

Ammettiamo primamente che C' non sia zero ,e prendiamo 



essendo i una quantità positiva che può scegliersi tanto piccola per quanto 
si voglia : allora X potrà scriversi eziandio cosi 


X = C(t- r*’+«), 

ove /■, /*,.•. dinotando ancora quantità della foriiia o+/’l^ — 1. Quindi 
ancor qui come nel caso contemplato nella prima parte, si riconosce che de' 
valori piccolissimi di i rendono V < VL 
Poniamo ora che , nell’ espressione [3] , C' sia nullo , c che , a partire 
da questo coefllciente , il primo che oifferisca da zero sia quello di x*. Di- 
notando questo coefllciente con C, , e i seguenti C, , C, , ec. 1’ espressione 
[31 diverrà 

[3] X = C-f C.x-+C.x«+'-|- ec. 

Fatto 

C 

C. ’ 


Il secondo membro può essere ridotto alla forma a-pfcl^ — t,e per ciò che 
si è detto intorno alle equazioni binomie, sì sa che v' ha un valor di x pro- 
prio a verificar quest' equazione. Chiamiamo x’ questo valore e poniamo 
x = x'( , essendo t una quantità piccola quanto sì voglia. ^ 

sarà x'*= — |Ì-, e quindi in virtù della relazione x = x'», sarà x*= — Kf"; . 

Fourcy Algebra. 38 
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»i clic soslitnen(lo questo valore in [5] quest’espressione si cambierà nella 
seguente 

X = C(t - ec. 

ove f,, ^„...sono sempre de' cociilcienti della forma a+bl ^ — I ; e ragir- 
nando qui come nella prima parte si è ragionato, si vedrà die i pìccoli va- 
lori di r renderanno il modulo della precedente espressione minore di quello 
di C , il che vuol dire che sarà V < V', 

Laonde, allorché V' è diverso da zero, si può sempre scegliere x in guisa 
che il modulo V di X sìa minore di Y', si che il valor minimo di V non è 
diverso da zero , e , per conseguente , il valore di x al quale corrisponde 
questo minimo è radice deirequazionc (A). Senza assegnar il valore dì co- 
testa radice , e senza esaminare se v' abbiano più valori di a;, i quali pos- 
san dare V = 0, si può nulladimcno conchiudere che un' equaxione di qua- 
lunque grado, a coefficienti reali o inunaginarii, ha tempre almeno una ra- 
dice della forma &+bV — t 

Composizione delle equazioni. 

390. Teobbma.. Se una quantità a è radice £ un’ equazione , t'I primo 
membro di quest’ equazione è divisibile per \ — a 

Nell'enunziato di questa proposizione si suppone l' equazione esser della forma 

[A] aj^+Px-— 4 -Qx’«-^+ .... -|.Ta:+U = 0 , 

e per abbreviare , ne dioolercmo con X il primo membro e la scriveremo 
cosi : X = 0. 

Dividendo X per a; — a ed osservando che il divisore è del primo grado 
sì può spingere la divisione sino a trovare un resto indipendente da ar , e, 
chiamando Z questo- resto ed Y il quoziente, avremo 

®«-f.Par'-j-Qx-*+ ec. = (a; — a)’Ì+Z. 

Or facendo x=a, il prodotto ^a; — a)Y s'annulla, perchè x — a diviene 
zero ad Y rimane di valor finito , non contenendo x nel denominatore di 
qualche suo termine-, inoltre Z non s'altera perchè iodipendente da x dun- 
que s’ avrà ^ 

o"-|-Pa"-'-|-Qrt"-*-|- ec = Z , 

e da quest' eguaglianza già sì raccoglie che , qualunque tiesi a t'{ resto Z 
della divisione di X per x — a è «ò che diviene il polinomio X, quando in 
luogo di X vi ti pone a. 

Altra dimostrazione. Qualunque sia a , il polinomio X può sempre scri- 
versi cosi : 

X ( (x"— o-)-|-P(a:»-'— o"->)-|-Q(a:«— — a— *)-|-. .-|-T(x — a) 

{ +a"-l-Po"-’+Qo"-*-f...rfTo-|.U-, 

e sotto questa forma si vede che la prima linea, essendo composta delie dìf- 

(114) Di questo teorema esposto dall’ A, se ne poò leggere nna semplleissima di- 
mostrazione datane del prof- Bellavitu nella citata aptra Saggio tuli’ algebra degli 
xmmagtharn, fondata solla natura delle espressioni immaginarie, come rappresenta- 
zioni geometriche^ ed un'altra ancora tolta analitica, assai più breve di quella dall'A, 
esposta ; ma ebe richiede alcuni principii di calcalo superiore eli elgrbrico. Questa 
dimiistrszione è del signor Scssmann e trovasi nel Journal far die rstns und au- 
gewondte malhemotik del Creile ; lom XLIV , pag. 67 
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ferenzo a:“— a", x"~'— a""', et'., ri:tsniii;i delle quali è divisibile per x — «, 
essa stessa è divisibile per questo binomio ; le seconda linea poi, imliiX'iidentc 
da X è appunto il resto che devcsi avere quando si divide X per x — a. 
Or questa seconda linea altro non è che il polinomio X, quainlo in esso si 
pone a invece di x ; e poiché , per ipotesi, questo polinomio è, in questo 
caso, nullo, quindi il resto indiciate è pur esso nullo, c però , quando a 
è radice dell’equa/ione X = 0, il polinomio X è divisibile per x — a. 

Osservazione. Questa seconda dimostrazione c’ inseffiia in pari tempo che 
il quoziente di X (ler x — a si ha dividendo le diverse dilTeren/.e — a", 
x"-' — a"”', ec. per x — a e quindi moltiplicando il primo quoz.iente jier 
P il secondo per Q, ec. e addizionando lutti cotesti prodotti. Or (juesti quo 
zieoti racilmenle si formano , seguendo la forinola generale (55) 


e si trova 





X 


x — a 


+p 1 +Pa 

' +Q 


•V' 


. +a"*-' 

. -i-Pa"-* 
. +Qa"-’ 


+T. 


Del rimanente , ciò che ora si è dimostrato , era già conosciuto (.55). 

59t. Teorema. Un polinomio qualunque X della forma x"-|-Px"“'+Qx'"-’-|- 
ec., è sempre il prodotto di m fattori semplici x — a, x — b, ec , In cop- 
teguenza di ciò , f equazione X = 0 può avere m radici e non più. 

Poiché ogni equazione algebrica ammette almeno una radice, sia a radice 
dell’ equazione X = 0, e pel n." prec. il polinomio X sarà divisibile per x — a, 
e il quoziente sarà un altro polinomio di grado m — 1, il cui primo termine 
sarà , e che, per brevità, dinoteremo con x’"“'+ec. Avremo dunque 

X = (x — a) (x"~ 4- ec.). 

Similmente ogn’ ef[uazione algebrica ammette una radice, sia /> quella di 
x"-'4-ec. = 0; allora il fattore ec. sarà divisibile per ar — 6 il quo- 

ziente sarà di grado m — 2 , sicché s’ avrà 

x"-‘+ ec. — {x — b) (x"-‘+ ec.) , 

e con dò 

X = (x — a) (x — 6) ec.). 

Continuando il ragionamento si scomporrà x"~’4- oc. come si è scoiiqio- 
slo il polinomio precedente ec. ^ e cosi appresso : ogni o|)crazione 

farà apparire un novello Citlorc del primo grido, nel lem()o stesso die di- 
minuirà d’un’unità il grado dell’ultimo quoziente-, laonde s'arriverà ad un 
quoziente che sarà esso stesso del primo grado , e il Cui priiuo Icriiiine 
sarà X, e quindi rappresentando con x — l quest’ ulliiuo quoziente il poli- 
nomio dato X si troverà scomposto in m fattori del primo grado cosi 

X = (x — a) (x — 6) (x — c) . . . . {a — l). 

Or ì binomii .r — o , x — 6 , ec. es.semlo fattori primi , nel senso spie- 
galo al ii.° 585, non v’ lui alcun altro sistema di liillori priiiil che poss;» 
riprodurre X. Laonde , si può. allcrmare che nessun altro uuovo bkioiuio 
X — a può essere futtucu di X. 
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Corullario. SlabiliLi cui>ì la pussibililà della scomposizione di X io m fai- 
tori del primo grado, ne discende subito che l' equazione X = 0 deve avere 
tn indici , perché il suo primo iiieiiibro s' annulla per ciascuno de* valori 
x = a, X — byX-=c. .« = 1, i quali sono m di numero. Nè pnò averne 
di piu, perche se ammettesse ancora un’altra radice <i, il polinomio x — a 
sarebbe un divisore di X , il che è impmsibile (*). 

Oturpaxùm». Se qualcuna delle quantità a, 6, e . . . sono eguali tra loro 
non v'ha più m valori diversi di x. i quali verifichino l'equazione. Intanto 
si dice sempre essere U numero delle radici eguale al grado dell' eguatione, 
e si sottintende che talune di queste radici possono essere eguali ; cosi sup- 
pcneiido che v'abbiano nell’ equazioni a l'attori eguali ad x — a, si dirà che 
l' equazione ammette * radici eguali ad a. 

59i. Teobema, In ogni equazione ridotta alla forma ordinaria, i eoelfi- 
denti «ono composti dalle radici al modo seguente. Il coefficiente del secon- 
do termine , preso col segno contrario é uguale alla somma drlle radici ; il 
coefficieiite del terso termine è uguale alla somma de' prodotti delle radici 
pi fse a due a due ; quello del quarto, preso col segno cambiato, è la somma 
de' prodotti delle radici, prese a tre a tre; e cosi appresso, badando a cam- 
biare i segni di coefficienti de' termini di posto pari ; finalmen'e T ultimo ter- 
mine, preso con lo stesso segno o col segno cambiato, secondo che l' equazione 
è di grado pari o impari , é il prodotto di tutte le radici. 

infutli in un prodotto di fattori biuouiii della forma x-}-a, x-i-b, x+e .... 
come si sa, il coefflcienle del secondo termine è uguale alla siiinma de' se- 
condi termini di questi binomii; quello di-l terzo termine è uguale alla somma 
de' prodotti, a due a due, di delti secondi lerimni, cc ; e (M>ii hé si è ora 
innanzi inoslnito che in ogni equazione della forma x"*-f-l*x"-|- ec. . . = 0, 
il primo membro è il precotto di m fallori binomii x — a, x — b, x — c, 
cu. (IVO a , b , c , ec. dinotano le radici di della e<|uazione , cosi , appli- 
cando a quest' ultimo prodollo la regola testò mentovala, e badando a rim- 
piazzare, nel primo prodotto indicato, i termini -f-u, -f-6, -|-c, . . . con gli 

nitri —a, — 6, — c cioè le radici dell' ei|uaziuiie , prese col segno 

mutato, si troverà verifiirato quanto nell’emiiizialii del teorema è espresso. 

395. Osservazione. Da queste relazioni tra i cuclliciciill d’ un' cquaziuiiu 
e le sue radici, sembra, a prima giuiiki, che esse relazioni ci |mssoiio fare 
agevolmente determinare dette radici, in eflelli cntcste relazioni slabiliM'ono 
iininedialainente tante equazioni Ira le radiià per quanto è il numero dei 
cw'incienti dell’ equazione , fatta astpuzione del primo termine , che ha per 
ciiefllcienle l'unità. Or il numero di questi coelllcieiili é quanto il grado del- 
r equazione, e perciò quanto il numero delle radici, quindi s’'avramiu laute 

(*) SI poà «viure I* eoniidcraiioBe de’ fsltori primi, otterTindn rhe le si rim- ‘ 
piana X con ooa quanliià a , diveraa da a. S , . , . i . oon è possibile che X s’ sn- 
nulli, perchè nessuno de' tuoi fttlori s’aaDalIt; lioodo I eqosiiuae X = 0 nua ha 

clic le sole radici a , 6 1, B da ciò euntegue che X ooo potrebbe esser diri- 

SI bile per un bioomio x — », direrso de x — a, at — i, ce. Imperocché se ciò po- 
tesse essere , X s’ tnqullerebbe pooeudo e quiudi » sarebbe uoa auove re- 

ilioe dell' equaiioDa X = 0. 

Questo regionemeoto è fondelo sol principio che do prodotto oon può esser onilo, 
-euit esser nullo odo de* suoi fattori. Questo principio, come si è già otserreto 
( cor. a. dS7 1 è osideote quando i fttlori sono reali ; me, poiché qui x, a, à, o • . . 
l•'l•sano rappresentar della quantità immagiuarie , non é piò eridento che i termini 
ilei prodotto non pvstono diatraggersi tra loro, sente che ciò arvenge in uno de'fat 
lori. Per quelle regione, le dimostrieioue del lesto deve preferirsi, ammeno che non 
si tuglie prender per base il cutulisrio predetto. 
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equazioni per quante sono queste radici -, nia quando si va per risolvere 
queste equazioni si ricade sull* equazione proposta, in guisa che ia questione 
è rimasta al suo punto. 

Volendo dichiarar ciò con un esempio, prendiamo l' equazione del terzo grado 

[t] «•+P*’+Q*+R=0-, 

e dinotando con a , & , e , le radici , avremo , secondo il teorema le tre 
relazioni 

P= — a — ò — c, 

[21 0 =aò+o«+òc, 

R = — «/ic. 

Per dedurre ora da queste un’ equazione contenente una sola delle tre in- 
cognite, e sia la a , si moltiplichi la prima per a'*, la seconda per a, e 
s'addizionino i prodotti insieme alla terza ^ falle quindi le debite riduzioni 
ai giunge all’ equazione 

a>+Pa«+Qa+R=0. 

Or quantunque quest’ equazione non contenga più che la sola incognita a, 
la sua risoluzione non presenta diflicoltà diverse da quelle che presenta tu 
proposta [I] , essendo entrainbo della stessa forma. 

Se in luogo di moltiplicar la prima delle [2] per a* e la s^ijpnda per a, 
si moltiplichino però*eperb,operc'e per c, e si riducat come sopra, 
si g'uingerà alle altre due equazioni ^ 

& -{.p&* 4 .Q 6 +R = 0 , c’-i-Pc’-l-Qc-f-R = 0 , 

e con ciò si vede che sì ricade sempre sopra equazìooi della stessa forma 
della proposta. 

Potrebbesì credere che eseguendo l' eliminazione eoa tuli' altro metodo, 
sia possibile giungere ad un’ equazione di p.ìi fucile risoluzione ^ ma facil- 
nienle si resterà convinto del rontrario tenendo dietro al ragiouaniealo se- 
guente. Le Ire incognite a, e , entrano allo stesso modo nelle tre equa- 
zioni f 2 ] in guisa che queste non s’ alterano , per qualunque pei-miita- 
ziiiiic far si voglia tra le quantità a, 6 , c, laonde consegue da ciò , che 
gli stessi ealeoli che condurano all’ equazione finale in a, debbono ripetersi 
nel formare I' equ:izione in ò , o quella in c *, e quindi ciascuna di queste 
II-» e(|ii:izinni finali deve esser sufficiente da se a determinar le tre radici 
dell' equazione proposta [ 1 ] , e , per conseguente , nessuna di esse può da 
questa proposta dilTerìre. 

Piò brevemente si giunge a cotesti conclusione , osservando che ciascuna 
delle lettere a, b , c rappresenta indiffitreoleuieule una qualunque delle tre 
r.iilici -, quindi, allorché si è giunti a tievare un’ equazione contenente sol- 
la alo l’ incognita a oppure 6 , n c , essa dovrà dare per valori di quest' iu- 
ragnita le stesse radici dell' equazione pru|K)sla , e dovrà per couseguenza 
essere a questa proposta aflalto di forma simile. 

Ofsemoziotii alle quali don luogo le radici immaginarie. 

394. D'ordinarm si suppone che i coefficienti delle equazioni algebriche 
sieno reali -, ma si conseguirà maggior generalità ransiderandoli rame rap- 
presentanti espressioni della forma a+lA^ — i,ae 6 essendo quantilà realì^ 
peirhé quest' i|Milesi comprende la prima, facendo 6=0. Dando ai coeflì- 
cìeiili questo significalo piò esteso , abbiam riconosciuto (389) esservi sem - 
prc in uu* equazione algebrica almeno una radice della forma a+bl^— I , 
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eìu reale sla immaginaria -, animcttendo ora come dimostrata questa propo- 
sizione , furem vedere che le m radici dell' equazione 

[A] X = *-+Px"-'-f(^»-»+...+T*+U = 0. "" 


debbon tutte aver la stessa forma b+òK — t. 

Infatti, sia x = a+b \^ — 1 la radice che già sappiamo dover ammettere 
la [AJ, e , come si è innanzi dimostrato il polinomio X sarà divisìbile per 
* — (a-f-6 1^ — t). Or, nell' eseguire questa divisione, le quantità a-\-bV — I, 
P, U, cc. non possono combinarsi altrimenti che per addizione, sottrazione 
e moltiplicazione-, e però i coefHcienti del quoziente ec. saranno essi 

pure della forma a+b V — t -, e l'equaziona x"-'-|-ec. = 0 avrà anoor essa 
almeno una radice della forma a‘-\-b'V — 1 , e dividendo ec. per 

X — (a'-f-ò'K — 1), i coelTlcienli del quoziente ec.’, saranno ancora 

della stessa forma. Continuando a qiii'sto modo il ragionamento , è chiaro 
clic il polin omio primitivo X si troverà scomposto in m fattori delia forma 
e per conseguenza le radici dell' equazione [A] sarau 
della forma a+ÒK —t. 

595. Considerando due equazioni coniugale 


- [1] ^Y+zl/^=0, [9] Y -zi/— 1 = 0, 

le quali di/rcriscon solo pel segno di Z , e dove Y e Z rappresentano ^11- 
iiumii in X, j ('(Krfflcientì de’quali sono quantità reali, le radici di una saran- 
no le quantità coniugate di quelle dell’altrej imperciocché, sia x=<i+bV — 1 
una radice dell’equazione [1], e sia Y'+Z' l^ — 1 il quoziente del suo pri- 
mo membro diviso per» — a— òK — 1-, s’avrà identicamente 


• (Y'-i-z' (x — 0 — 6 v^^)= Y-i-zv/irr; 
Eseguendo’la moltiplicazione indicata nel primo membro, si trova il pro- 
dotto (x — ol Y' -1-6Z'+ f(x — o)Z'— 6Y']K — 1. Or, cangiando ne’ due fat- 
tori Z' in — Z' e 6 in — 6, si scorge che la parte di questo prodotto, indi- 
pendente dall’ immaginario V—l, riman la stessa, e quella moltiplicata 
per 1/ — 1 cambia di segno ; dunque, avendosi l’ identità [3], s’ avrà puro 
1’ altra 

[4] (Y'_z'v/^:rT)(x— 

donde sì raccoglie che x = a — Al/ — 1 è radice dell’ equazione [9]; vale 
a dire che s’ avranno tulle le radici di quest’ equazione , prendeudu quello 
dcllà. [1] c cambiandovi solo il segno dii/ — 1. Considerando le radici reali, 
^ questa conclusione c’ insi'gna che esse son le stesse nelle due equazioni. 

596. Una singolarità, degna dì essere osservata, si presenta quando i coef- 
ficienti P, Q, R son reali , ed è che, iu tal caso non può 1' equazione pro- 
posta ammettere una radice della forma a-i-fcl/ — 1 senza ammetter nel ten*- 
po stesso la couiugala a — òK— t. E per fermo sia \’-|-Zl/ — 1 il q.uo- 
ziftntc di X per x — a — bV —\^ in guisa che 

[5] X=(Y-t-Z\/in)(x-a — 6/^), 
ovvero, eseguendo la molti plicazionc , 

• [«J X = (x - o) \+b'L+[{x- o)Z — frY] 
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c poiché X è un polinomio che non contiene V — 1 , la parie di questo pro- 
dotto, moltiplicata per 1^ — 1 deve annullarsi da se medesimo, e s’avrò sem- 
plicemente 

X = (x — fiyi+bZ. 

■ Posto ciò , ne’ due fattori dell’ espressione [5] si cangino Z in — Z e 
in — 6 *, e per avere il nuovo prodotto basta Tare i medesimi cangiamenti 
in [6] , con che quest’ espressione altra alterazione non soffre che quella 
del segno della parte moltiplicata per V — t •, ma , come si è or ora fatto 
osservare , questa parte è nulla da se stessa ; quindi si avrà pure per pro- 
dotto il polinomio X , e devesi avere 

X = (Y - Z KITT) (x — a+b (115). 

si che il valore x = a+bì ^ — 1 è radice dell’equazione X=0. 

Dal fin qui detto si raccoglie che le radici immaginarie di quesl’equazio- 
zione sono i n nu mero pari e possono essere riunite io coppie della forma 
x=a±bV — 1. Or moltiplicando [tra loro i due fattori del primo grado 
corrispondenti a una simil coppia , si ottiene il prodotto 

(z — 'a — bV — ■ 1 ) (^x — a+bV^ — l)=(ic — o)’-pò* 

. . =x’ — 2mc-|-a*-t-6’, 

il quale è un trinomio del secondo grado, che ha [lerciò i suoi coefficienti reali. 

Pertanto si può tener come dimostrata quest’importante proposizione: 
un'equazione algebrica a coelficienti reali, è tempre composta di tanti fattori 
reali del primo grado , quante sono le sue radici reali , e da tanti fattori 
reali del secondo grado, quante sono le coppie delle sue radici ùnmaginarie. 

(115) É principio genertle il legoenle: ogni tguaxione, composta di quantità reali 
t d’espressioni immaginarie , seindesi in due equasioni , contenenti l'uno tutte li 

? uantitd reati , e V altra tutti i coefficienti dell’ immaginario |/— 1. Sia in effetto 

equazione 

[IJ X-fYl/ITT=X'-|-Y'l/:ri, 

ove X , T . X', T' tono In generale de’ polinomii. E poiché nna quantith reale non 
può mai distraggasi con on’ espressione innnagioetia, cosi ò d'uopo, perché l'equa- 
ziooe precedeute possa «ver luogo , che sia 

P] X = X', 

* e quindi 

[3] Y=Y'. 

In questo modo , come ai é ennnziito , le [1] trovasi seieet nelle due [3) e [3] , le 
quali , insieme considerate tengon Inogo di quelle [li. 

Or nel caso delle equazione [K] dell’ A. ai deve porre non solo l' equazione 

[4] . X=(a: — o)Y-f6Z, 

ma r altra ancora 

[5] (x — a)Z — 6Y = 0, 

che rianlte egnagllindo a zero il eoefflciente ^ — 1 , e eomnnqne l'A. poggiandosi 
sai principio che questo coeflìcieote era nullo, lo ha interamente esclnso, non é da 
credersi però che veramente non se n' abbia a tener conto , al perché la dimostra- 
zione da Ini fatta regge tuttavia , considerando ancora la [6] , ma ancora perchè 
( e ciò é piò importante ) , volendo determinare le qnantité a e ò, vi é bisogno di 
due equsiioni , s queste sono appunto le (i) e l9]. 
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CAPO XVI. 

Trasformazione delle euoazioni — Ricerca de' oifuoii — 

Teorica delle badici egdali. 

Tra$formazione delle equazioni. 

507. Considerata, nel modo più generale, la trasformazione delle equa- 
zioni ha per obbielto il dedurre da un* equazione data una nuova equazione, 
le radici della quale avessero quelle della proposta una data relazione. Le 
questioni, che qui appresso andremo a trattare, saran sufficienti con far in- 
tendere- lo scopo dì questa teoria, e i mezzi dì calcolo che essa adopera. 
Questione I. Dola un’equazione, catidnarei segni delle sue radici; ovvero, 

10 altri termini, trasformare una dola equazione in un' altra, le radici della 
quale sieno tguali e di segno contrario a quelle della proposta. 

Dinotando con x l' incognita dell' equazione data e con f quella della tra- 
sformata , è chiaro che , secondo l’ enunziato della quislione , dev' aversi 
X = — Vi e però , nell’ equazione data , converrà rimpiazzare x con — v, ' 
con che chiaro si vede che se a è radice di una delle equazioni, —a sarà 
radice dell’ altra. Sia pertanto I' equazione 

[A] «--fPaj—'-I-Qx— . . . +Tx+U = 0 ; 

faltasi l'indicata sostituzione , i coefficienti rimarran gli stessi , con la sola 
differenza che quelli delle potenze impari dell' incognita avranno segni con- 
trarii. Or, se m è pari, il primo termine della trasformata sarà y", e, se 
m è impari, detto termine sarà — v" ì ma come è permesso di cambiare i 
segni o tutta l'equazione, si può, in questo secondo caso, render positivo 

11 primo termine, e allora prenderanno segni contrarii i coefficieoti delle po- 
•tenze pari (ttC) 

(116) In questo secondo esso, operando come dsH' A è dello, Tengono a cambism 
di segno i termini di posto pari ; ma questi son par quelli che cambiano di segno, 
quando il grado deli’ equazione è impari, dunque, in generale, per ir sfornare una 
data equazione tn un' iktra che avesse le medesime radiei, ma eoi segno mutato, ba- 
sterà eapibiare t segni de’ soli termini di posto pari. 

Nell’applicetione di questa regala , bisogna tener presente che l'equazione data 
dev' esser completa, cioi deve avere dalla più alla potenza sino alla potenza zero 
dell' incognita. Che se qualche potenza vi manchi , e nel qual caso l'equazione è 
incompleta allori bisognerà prima introdurci questa potauza moltiplicata par zero , . 

il che noi altera punto la data equaziouc. Coi! volendo trasformare, nel modo indi- 
< calo , r equazione 

[t] x‘ — 5x+3 = 0, 

ni osserverà da prims che essa è manceuta di due potenze, cioè x> e x*, inlrodollo 
le quali coma ore si dicevi , prenderà li formi 

x‘+0.x' + 0.x* — 5x+3 = 0 , 

ed ore , eppliciodo le regola supcriore , ne viene 

— 0.x’+0.x“ + 5x + 3 = 0, 

che vale lo stesso che 

x*+5x + 3 = 0 , 

e qneau è le tresformiie dells proposta, la quale he le sne ridici egnali e di sega* 
contrario a quella della aieasa propoela [1], 
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Per esempio, se l’ equazione data èx' — 3*' — 5a:+ 1 = 0, la trasrormata 
che avrà le stesse radici, ma di segno contrario, sarà ar'+Sx* — Sa: — 1 = 0 . 

598. QcBsnoaB II. Trasformare un equaiione dola in un’ akra , U cui 
radici sien reciproche di quelk della proposta. 

Rappresenti , al solito , 

[A] a::-+l'x»-‘+Qx"^+ . . . +Tx+U = 0 , 

l’equazione data. E poiché due qu^ntiià son reciprocAe, quando il loro prò* 
dotto è uguale ad 1 , ne segue die se a , 6 , c,... rappresentano le radici 

d* M ì quella della trasrormata richiesta esser dovranno — , ^ 5 

sicché basterà , per ottener questa trasCormata, cambiare a; in ^ bella pro> 
posta [.A]. Con ciò s'ottiene 



oppure, moltiplicando per x", dividendo per U, e rovesciando l’ordine dei 
tèrmini si ha per la trasrormata richiesta 

x-+Jx— «+...+ ^ x«+ -J- X + 1 = 0 (117). 


599. Questione IH. Moltiplicare per una quantità qualunque k le radici 
d" un' equaiione •. ovvero, altrùncnli , trasformare una data equaiione in 
un' altra , le cui radici fossero multiple o summullipìe di quelle della pro- 
posta. 

Sia l’equazione data 

[AJ x-+Px"-'+Qx"' *+...+Tx+U =0 , 


e sìa y r incognita della trasrormata che si cercale poiché le radici di que> 
ste debbono essere quelle stesse della [A] moltiplicate per A, dovrà essere 

y=ikx e quindi x=i laonde sostituendo in [A] , si avrà 1’ equazione 


ym Py—«' Qy— * Ty . 


(li?) Non dividendo per D, i'eqaeiione della trasformatà è 
Ux"+Tx"-’+ . . , +Qx'+Px+1 = 0 , 


che. ptragoDtodola eoo la proposta (A) , ci porge li regola segneote : volendo tra- 
sformare un’ equaiione data in un’ atcra , le cui radici falserò inverse di quella di 
està data , baita invertire in questa l' ordine de’ eoefpeienti , ritenendo yli stessi le- 
gni de' coefficienti , e però se quello dell’ ultimo lermiue Tosse orgativo , bisognerà 
cambiere i lermioi a tolta l’eqoaxiooe. E qui puro si richiede che 1' equszione aia 
completa. 

Stempio 1.” Equaiioue data 


trasformata 


i7 — li* — 3x4 + 8x» — 3x -I- 2 = 0; 
2x7 — 3x6 + 8x4 — 3x* — eje>4- 1 = 0. 


Siempio 2.° Equazione data 


trasformata 

Fourcv .Algebra. 


x5--7x>+4x’ —8=0; 
8x4 — 4x’ + 7x> +1 = 0. 


d>.) 
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che sarà quella della chiesta trasformat'K E si scorge eoi fatto che la sosti* 
tuzioiie ka in luogo di y , in quest' ultima equazione, dà lo stesso risulta* 
mento che la sostituzione di a invece di x nella [A] ; Cosi che non può 
essere n una radice dell' equazione in x, senza che, in pari tempo, sia ka 
radice dell' equazione in y. 

Pertanto moltiplicando per k” quest’ ultima equazione si ha 
[B] v"+PAv"~'+QA-’»’"-’+ . . . +Tjk""'ii+Ufc" = 0, 


e da questa nuova forma si vede che si ottengono i coefficienli della trasfor- 
mala., mnliiplicatido quelli della proposta rispetlivamenle per k% k‘, k*, k* 
.... k”, in guisa che in ciascun termine della nuova equazione, la somma 
degli esfìonenti dx k ed y è da pertutto eguale ad m (118). 

La trasfui Illazione precedente comprende quella in cui fosse proposto di 
dividere le radici per ua numero k ', perocché ciò equivale a moltiplicar le 


radici per ! , e per conseguente a dividere i coeflìcieoti dell’ equazione 


data , rispcitivanienle per , k' , k' , . • . fc". 

4U0. Questione IV. Trasformare un’equazione a coefficienti frazionarti, 
in un alti'a a coefficienti interi , e che avesse per coefficienti del primo ter- 
mine r unità, 

Supixmeiido essere k una quantità interamente indeterminata , si taccia 
kx-= y , e si eseguano le trasformazioni del numero precedente. Essendo i 
coefricienti P , Q , ec., per ipotesi , frazionarii, si formi un numero N, che 
sia divisibile per ciascun denominatore, e si faccia ft = N. È chiaro che 
nell’ equa/ione [B] i coelTicienli PA- , Qk’’ , . . . diverranno interi. Laonde, 
si risolve la ipieslione moltiplicando le radici delC equazione [A] per unnxz- 
mero N , il quale sia dirisibile per ciascun denominatore. 

Talvolta si può prender per moltiplicatore un numero più piccolo dì quello 
ora indii alo -, cosi data , per esempio , l’ equazione 



1 



e moUiplicando le sue radici per A si ha la trasformata 
J 2^4 9 ’ 

dalla quale spariranno i denominatori se facciasi A = 4 X mtt basterà pren* 


(118 Nell' ap|>|icizione di qDssIa regoli, eooriene incora render completi Pegat* 
zione due , quilura nu ‘I fuese cosi volendo irisformire 1’ eguaiiooe 

X’ — 5x’+2j:'’+ t = 0 

in nn’ihra le cui ridici fosser doppie della data, prima ai renderà gnesta comple- 
ta , scrivi'uiiu 

a‘d-0..r‘ — 3jr’-|-2x’-f-0.x-i-l = 0 j 
indi , a partire dal primo termine ai moliiplicherà per la progressione 


e s' otterrà 
ovvero 


I Q 9i OS or o. 

1 - 1 - 1 ~ ì 

x“-l-0.x' — i2x’-l-ICx’-f O.x-f-52 = 0 , 


x'' — 10x*-|-32 = P , 

a sarà gnesta la trasrurmita riihiesli. 
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dere k = i X 5, per censeguiroe lo slnsso eflulto, impcrclo.:diò , nisi lu- 
cendo , spariscono ancora le frazioni e si ha 

y> — V+45» — 48 = 0 (1 io;. 

401. Qdestione V. Aumentarlo diminuire d'una quantità k le radici di 
una data equazione 

[A] Pa;’'-'+C^"'“’+ • • • +TX-I-U = 0. 

Pongasi .T = k-\-v , e saia y = \ — k -, per conseguenza , ponendo y+k 
in luogo di ar, s’avrà una trasrurniala le cui radici surnn quelle stesse della 
data [A] diminuite di kt e volendo invece die fossero acircsciiile di k bi- 
sognerebbe cangiar da jier ogni dove k in — k. 

Dinotiamo con /^x] il primo membro della [A] , e sostituiamo k-\-y in 
luogo di X s' avra da prima l{k+y')= 0 , e quindi sviluppando secondo 
la formola di Taylor (222) si otterrà 

[q ■/(*)+ + 

Pertanto questa trasformata s’ ottiene , scrivendo il primo membro f[x) 
dell’equazione data, con tutte le sue derivate successive f{x), ea. 

e rimpiazzando quindi x con k. Così si ha 

/(k) = k-'+Pk—'+Qk” -'+,..-|-T/j+U 

mk— '+(m — l)Pk— •-f(m — 2)Qi"--*+...-f.T 
f"{k)= m(m — — l)(m— 2)Pk"-’-|-(m — 2) (m — 5)Q*"-*-|-.. 

ec. 


Sia , per esempio , l’ equazione 

X ' — 2*’ — 4ar-4-5 = 0 , 


e s' avrà 

/(k) = k>_2k-— U+5, f\k) = ók-—ik — i, = — f'"{k)=ir, 

quindi badando a dividere f"{k) per 2 , f"\k) per 2 5 , ne verrà per la 
trasformata richiesta 


(k-_ ar- u+b)+[^k'- ik - i)y+(r>k - ^2)y+<f = o. 

* d 

(tl9) Pooiimo che in seoerile I’ eqaaiiARe diti abbia il primo larmine con un cucf- 
fieiante divcrio da e sia > 

[1] Mx"+Pa-’"-'-|-Cx’' ’-f . . . -i-Tx + r — 0 
e fallo X = ^ , s'arri la trasfurmaia 

in 

J«_|.p„m-I^>!()yi ’4- , . , +M”-«Ty-f.M'"-’L =r 0 , 
che è la slessa che I' equazione 

[2] ’-f- . . . = 0. 

Posto ciò i coefRcienti M. P . Q . . . delia [t] essendo , in generale frazinnarii si 
può moltiplicar tona t' equazione pel loro minimo rninun diridendn, e in lal guisa 
i detti coefficienii diverranno iniei i; iodi per ridurre all' unità il cnrnirirnie del primo 
termine, senza che gli altri liturnino ad essere fraziunarii , si sopprimerà il coef- 
ficiente M di questo termine, come c’insegna la i’2] e quindi a pariire dal secondo 
si mtilliplicherà per ta progressiune M , M'‘ , M'^ . . . . U’*— 
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402. Qiikstionb V. Tratformart un' equazione dola in un’ altra , cke eia 
priva d' un cerio lernùne. 

Sia al solilu I' rquaiionc data 

[A] jc-+rx— +Qx"-*+...+Tx+U = 0, 

e facciamo x = y+k, essendo y una nuova incc^nìta, e k una indetermi- 
nata, della quale |mò disporsi come più piaccia. Con questa sostituiione , 
ìa [A] si traslorma nella [C] del niim. prec.; ma si può ancora ordinare 
la trasformata secondo le- potenze asr'eiidenti di y, e viene 

+V + (m— t)P* 

+ 0 

Or volendo che in questa trasformala mancasse , per esempio , il secondo 
termine , si determinerà k ponendo I' equazione 

wiA-f-P = 0, donde k = — ^ ; 

P 

c quindi x = y+k = y — — . Laonde , /ter fare tparire il secondo termùte 

da un' equazione . bisognerà sostituire aW attuale incognita una nuova inco- 
gnilit , ttuinenteiia del coefficiente del secondo termine , preso col segno casn- 
bialo , e diviso per l’ esponente del primo. 

Se si volesse fare sparire il terzo termine dalla trasformata precedente, 
converrebbe determinare k mercè l’equazione 

i m(fn — — t)PA-+Q — 0 , 

la quale, essendo del secondo grado, dà due valori per k, e però nè con- 
segue che v’ ha due diverse sostilu/.inni |K-r trasformare un' equazione data 
ili tiii’allra , che manchi del terzo termine. 

Lo svanimenlo del quarto termine dipende dalla risoluzione d’ un’ equa- 
zione del terzo grado, e cosi via via per gli altri termini, sino all’ ultimo, 
il quale scomparisce, determinando k per mezzo d' uii’ equazione alTatto si- 
mile alla data , cioè 

k’’+Vk”-’+Qk’‘-’+ . . . +TA-+U = 0, 

Questo risuUamenlo era facile a prevedersi. E per fermo , eguagliare a 
zero r ultimo termine dell’ equazione in » è lo stesso che supporre che uno 
de’ valori di y sia nullo; impcrcic.ci'liè, quando quest’equazione non ha più 
termine noto, essa si verifica facendo ;/=-0. Laonde la relazione x = y+k 
diviene in tal caso, x = fc e indica che si deve prendere per Annoqnalun- 
qiie de’ vallili di x ; ovvero k deve essere determinalo della slessa equa- 
zione che delermina x. 

405. Osservazioni. Quando si fa svanire un termine, può avvenire talfinta 
che ne sp:irisca coniemporaneamenle ipialclie altro ; ma in questo caso è 
nei'i ssario che v’ abbia tra i eoe Hit: ieri li dell’ equazione data dello relazioni 
particolari. Poniamo , per esempio, die si voglia sapere qual debba essere 
celesta relazione, perchè svaniscano ad un lempo e il secondo e il terzo ter- 
mine, Questa condizione è verificala con la coesistenza delle due equaziooi. 

mA-J-P = 0 , -Jm(m — l)A’-i-(m — t)PA-hQ = 0 ; 
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P 

la prima dà fc = — - , e posto questo valore nella seconda si ha, latte le 
debite riduzioni , 

e questa identità è quella che stabilisce la relazione dimandata. Traendo 
da essa il valore di Q e sostituendolo in [A] s’ avrà la forma generale di 
equazioni, delle quali il secondo e terzo termine debbono simultaneamente 
svanire. 

404. Non bisogna credere che per via di trasfoi roazioni successive si possa 
ihre sparire da prima un termine, indi un secondo, poi un teizo, ec., pe- 
rocché ciascun’ operazione farebbe ricomparire il termine svanito con 1' ope- 
razione precedente, in effetti , s' abbia I* equazione 

ec. . . . = 0 , 

nella quale manca già il secondo termine. Facendo, come sopra x = v+ii 
e sostituendo , sviluppando e ordinando secondo le potenze di v , si lia 

ec. = 0 j 


donde si vede che se si fa svanire il terzo termine, non può svanire il se- 
condo, perchè per questo dovrebbe essere à = 0, e l’ equazione che fa spa- 
rire il termine in y*-* non dà per k questo valore zero 

40!>. La composizione delle equazioni mette spesso in mostra il risnlla- 
mento delle trasformazioni. Poniamo che T equazione [A], scomposta in fat- 
tori sia 

[1] (x — — b)(x — c)... = 0. 

Ponendo in luogo di x, e cambiando i segni di tutti i fattori, il che 
è sempre lecito , si ha (x-|-a) (x-f-à) (x-l-c). . . = 0, e alla sola ispezione 
di quest’ equazione , si fa chiaro che le sue radici sono eguali c di segno 
contrario a quelle della proposta. Or questa è la trasformazione del n.° 397. 

Cambiando a; in — nella [1] ottiensi 






e moltiplicaodo i fattori di questo prodotto rispettivamente per — , 
e cambiando il segno di ciascuno , ne risulta I' altra equazione 





rr or 
6"’ C- - 


la quale , come si vede , ha per radici — , -1 , —•••., come lo esige la 

O 0 c 

questione II. 

Facciasi x = -? nella [l]'e quindi si moltiplichi ciascun fattore per Jc, il 

che vale lo stesso che moltiplicar tutta l'equazione jicr A”: s’avrà cosi la 
nuova equazione 

(y — àa)(y — fet)(y — fe)„. =0, 
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la quale ha per radici ka , kb ^ kc , . . . . e si trova perciò soddisfare alle 
condizioni richieste nel n.* 399. 

Facendo , come al n.” 401 , x = y+jfc , la [t] diviene 

(y+k — a) (y+i — b) {y+k — c) . . . = 0 , 

e quest' equ.nzione ha per radici a — k, b — A,c — jfc, ec. , cioè le ra- 
dici della proposta , diminuite ciascuna di k. 

Allorché, per fare svanire il secondo termine dell' equazione [A], si pone 

X = y — — f le radici della trasformata sono , 

fn 

p . p p 

to’ to’ m’ ’ 

e quindi , osservando che a+6+c+... = — P (399) la somma di esse ra- 
dici sarà 

O+0 + C-f-... + TO ^ = — P-j-P = 0, 

il che ci mostra che t' equazione in y non ammetterà secondo termine, con- 
forme il richiede la trasfurmazionc. 

406. Nelle parecchie quistioni fin' ora trattate , tra l’ incognita primitiva 
« e la nuova y regnava una relazione molto semplice -, ma sia qualunque 
cotesta relazione, la via da tenersi sarà sempre la stessa ^ vale a dire, s'espri- 
merà primamente detta relazione mercè un' equazione tra x ed y, dalla quale 
se ne trarrà quindi il valore di x espresso in y, esi sostituirà in fine que- 
sto valore nella proposta. E se avvenga che l'equazione esprimente la re- 
lazione tra X ed y fosse molto complicala per poterla risolvere rispetto ad 
X, allora bisognerà eliminare quest’ incognita tra colesta equazione e la pro- 
posta , al modo che sarà appresso dichiaralo. 

Ricerca de’divieori delle equazioni. 

407. La risoluzione delle equazioni avrebbe tutto il suo effetto , se si 
potesse sempre , data che fosse un’ equazione , determinarne un divisore ; 
imperciocché allora con successive riduzioni si giungerebbe ad equazioni del 
primo grado. E per fermo sia 

X=0 

la proposta equazione , Y un divisore di X e Z il quoziente , e sarà pure 

YZ = 0i . 

or il primo membro è nullo , quando sia nullo uno de’ due fattori, quindi 
avransi a risolvere separatamente le due equazioni 

Y = 0, Z = 0, 

le quali son di grado inferiore a quello di X. Allo stesso modo ciascuna di 
queste equazioni si scinderà in due altre, e cosi appresso; in guisa che la 
risoluzione dell' equazione X = 0 finirà col (Cadere sopra equazioni del primo 
grado. Questa scomposizione tanto semplice in astratto è poi nel concreto 
difiìcile altrettanto per quanto la risoluzione della stessa equazione data. 
Parlando de' divisori d' un’ equazione X =3 0 , convien sempre per dare 
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maggior precisione al linguaggio, intender quest’equazione ridotta alla for- 
ma ordinaria 

Lo] ’rt . . . -f Tx-f-U = 0 , 

e che i divisori sìeno essi pure de’ polinomi! in x, aventi come X, l’unilà 
per coefficiente del primo termine. Allora ogni divisore d' un grado superiore 
al primo dovrà essere un prodotto di alcuni de’ fattori semplici dell' equa- 
zione , altrinnenti vi sarebbero più maniere di scomporre in fallori primi, 
il che è impossibile. 

Da ciò consegue che 1’ equazione deve avere tanti divisori del secondo , 
del terzo , ec. grado , per quante sono le combinazioni delti m fattori a 
due a due , a tre a tre , ec. Cosi (209) 

il numero de’ divisori del secondo grado è , 

Z 

il numero de’ divisori del terzo grado è 
ec. 

408. Passiamo ora a mostrare in qnal modo si proceda nella ricerca di 
cotesti divisori , e per esempio , poniamo che si tratti di quei del secondo 
grado. Debbon questi aver la forma x*+px+q^ apeq deggiono esser tali, 
che si possa dividere esattamente X per x*+px+q : per ciò , si eseguirà 
questa divisione sino a che si giunga ad un resto di grado inferiore al di- 
visore x^+px+q., e però del primo grado-, allora si rifletterà die se p e q 
avessero già i valori convenienti per la riuscita della divisione esatta, que- ’ 
sto resto dovrebbe esser nullo da se stesso , indipendentemente da x \ per 
la quat cosa è necessario che^ rappresentando con Ax+B detto resto-, in 
cui A e B sono funzioni di p a q, sìa A = 0 e B=:0, e dalla risoluzione 
di queste equazioni , se fosse possibile , si avrebbero i valori di p e 7 . 

. Tutti i vari! procedimenti di calcolo, immaginati per mandare ad effetto 
una tale risoluzione, si riconducon sempre a dovere risolvere un' equazione 
unica , contenente una sola incognita, e detta equazione finale. Cotesti me- 
todi saranno più in là dichiarali -, ma tutlavolla si può riconoscere fin da 
ora a qual grado debbasi quest’equazione finale elevare. In elTetti vi dovranno 
essere tanti sistemi di valori per p e q , per quanti sono i divisori di se- 
condo grado che può ammettere l’equazione data, cioè {m(m — t)-, e però 
ciascuna di della quantità dev'essere determinata da un'equazione di que- 
sto grado. Cosi quando m = 3 , detto grado è 3 -, ma se m sorpassa 3, il 
grado dell' equazione finale sarà maggiore di m , in guisa che , dal terzo 
grado in poi, la determinazione de' fattori del secondo grado generalmente 
parlando dipende, dalla risoluzione d' un’equazione di grado supcriore a 
quello della data. 

In generale , volendo determinare un divisore del grado n , 1’ equazione 
finale, la quale determina un coefficiente qualunque di questo divisore, deve 
ascendere al grado 

m(m — t)(m — S). .. (m — n-f-1) 

" t. 2 . 5. . . . n 

Supponendo n=1, oppure n=m — 1 , questa formola si riduce ad m-, 
ma facendo successivamente n = 2, 3 , 4 , . . . essa da de’ numeri crescenti 
sinché s'abbia n<m — n-f-l , o, ciò eh’ è lo stesso, n < |(m-f-t). aI di 
là di questo limite, detta formala darà de’ numeri decrescenti che saranno, 
in un ordine inverso, gli slcssi de’ precedenti. Laonde, in generale, la de- 
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terminazione d’ un divisore di grado superiore ad 1, e inferiore ad m — I, 
dipende da un' equazione più elevata della proposta. 

409. La ricerca de’ divisori d’ un' equazione può farsi ancora con un pro- 
cedimento, in generale, più commoJo, c che consiste ad introdurre nel cal- 
colo i coelflcienli del divisore e del quoziente in qualità di quantità ignote. 
Tutti questi cociricicnti saranno m di numero , e verran determinati dalle 
equazioni provenienti dalla identità che deve aver luogo tra il prodotto del 
divisore pel quoziente e il primo membro dell' equazione data. 

410. (’.ome una prima applicazione cerchiamo i divisori del secondo ^ado 
nell’ equazione di terzo grado , la quale , perchè si può sempre privarla 
del secondo termine , la supporremo ridotta alla forma 

af’+Qx+I\ = 0. 

In conformità del primo metodo (408), divideremo x’+Qx+R per «*+px+ j 


+ Qx + R 

x'+ px+q 

— *• — px * — qx 

X —p 


— px* + (Q — 9 )x + R 
+ px* + p*x+pq 


(Q — q+p')x + R +pq. 

Giunti al resto di primo grado, si dovranno eguagliare a zero si il coefll- 
dente di x che la parte da x indipendente, e con ciò s' avranno le due equazioni 

P*— g + Q = 0, pg + R =0, 

e prendendo il valore di q dalla seconda e sostituendolo nella prima, si ot- 
tiene l'equazione di terzo grado 

P’+Qp+R = 0 

dalla quale bisogna ricavare p, e quindi calcolare i corrispondenti valori di 
Colcsta equazione in p è del lutto simile alla proposta , e ciò era facile 
a prevedersi. Infatti , ciascun divisore del secondo grado dovendo essere il 
prodotto di due divisori del primo grado, il coefTiciente del secondo termine 
di questo è la somma di due radici dell’equazione proposta, presa ciascuna 
col segno cambialo. Or quest’ equazione mancando dal secondo termine , la 
somma delle sue tre radici è zero, e però la somma di due qualunque di 
esse , presa col segno contrario è uguale alla terza •, laonde i valori di p 
altro non sono che le stesse radici della proposta. 

Per seconda applicazione, cerchiamo di determinare i fattori di secondo gra- 
do d’ un’ equazione del quarto grado ' 

x*4-Qx’+Rx+S = 0, 

e qui, seguendo il cammino indicato nel n.'409, porremo 
(x'+px + q) (x’+p^x+ 5 ') = ar' + Qx’ + Rx + S. 

Eseguendo la moltiplicazione , ed eguagliando i coeUìcienli delle stesse p0« 
lenze di x d’ ambi i membri (120) avremo 

p+p'=0, q + q'+pp' = Q, p'q+q'p=ti, qq' = 


(120) Ved. nota 113; tm. U. 
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Dalle prime tre di queste cgu:^liaBze si trae 

e quindi la quarta diviene < 

0»*+Qp — R) CP*+Qp+R) — 4Sp» = 0 , 
orvero , sviluppando 

p* + 2Qp« + (Q’— 4S)p’_ R* = 0 , 

Quest'equazione è del sesto grado, ma, contenendo sole potenze pari di 
p , si può abbassare al terzo, prendendo p* per incognita \ e se fosse pos- 
sibile ottenere i tre valori di p', se ne avrebber sei per p , eguali a due 
a due e di segno contrario , i quali in seguito darebbero facilmente i cor- 
rispondenti di p', q 1 q'. 

Basta conoscere un sol valore di p per potere risòlvere 1' equazione di 
quarto grado ; perchè allora essa si scomporrà in due equazioni dei secondo 
grado, le imi radici saran quelle della proposta. In questo modo appunto, 
Cabtesio ridusse la risoluzione d’ un' equazione di quarto grado a quella di 
terzo ; ma questo procedimento non ha più un egual successo al di Ùi del 
quarto grado. 

Il solo guardare T equazione in p è sufllcieote per giudicare che essa sia 
abbassabile al’ terzo grado, e ciò pare che sia soltanto un risuitaraento del 
tutto iimspettalo t ma non v’era nullo di più facile quanto il prevedere que- 
sto risultamento. E per fermo, dinotando con a, 6, c, d le quattro radici 
dell’ equazione proposta , i valori di p dovranno essere 

— a — 6, ~o — c, — o — d, — 6 — c, — b — d, — c — d\ 

e poiché detta equazione è priva del secondo termine, si ha a+à+c+d = 0^ 
e quindi i tre ultimi valori di p sono eguali e di segno contrario ai primi 
tre , e r equazione in p deve contener solo due potenze pari di p. (121^. 

413. Pria dì por termine a quest'argomento, daremo un ultimo esempio 
per mostrare la faciltà , onde la composizione delle equazione fa prevedere 
talune particolarità di calcolo. 

Sia perciò l’equazione completa di questo grado 

ir‘-|-Par>-l-Q«’-t-Ra:+S = 0 , 

e rappresentiamo al solito con x'-^-px+q uno di suoi divisori di secondo 

(ISI) QqmU proprietà che qni si presente per l'eqotzione in p è cornane a tatto 

10 equazioni che debbono azere le loro radici eguali a due a due e di sogno contra- 
rio ; imperocché in questo caso , I* eqnezione , quelnoqne ella sia , dorcndo ammet- 
ter per radici -|-ae — a,-ffre — n, + ee — e, ee. , il suo primo membro sarà 

11 prodotto de’ fattori binomii di aaeondo grado x* — o’, *• — 6*. x* — c*, ec’, o 
però non potrà contenere che le sole potenze pari di <c , e dovrà per ciò essere 
della forma 

[I] «'" + Px'--*-i-Qx«-*-i-...-t-Ta:’ + U = 0 , 

0 quindi fatto c> =p al troverà qneat' equazione ridotta alla seguente 
j» + Py.-'+yy.-^-P,..-l-Ty-pU=^0, 
che e di grado anddnpio- 

Per coatro ogni eqnaiione della forme [1] deve avere le sue radici s due e dna 
egueli e di segno contrario , perché se essa é veriScaia per un valore xs -t- a, è 
verificata pure per x = — a 

fourey Algebra. 40 


Digilized by Coogle 



314 LEZIONI d' ALSEBBA. 

grado. In qiiesl’ equazione non essendo più nullo il secondo termine, neppur 
nulla è la somma delle sue radici, e quindi i valori di p non sono nemmeno 
essi eguali a due a due e di segno conlrario-, ma ciò che è degno d’osser- 
vazione , in questo oso, si è che cercando 1’ equazione in p, e facendo da 
essa svanire il secondo termine, con la regola data al n.* 404, le altre po- 
tenze impari dell' incognita dovran pur esse svanire. E per fermo, dinotando 
con ec. = 0 Tequazione in p, e rappresentando, come sopra, con 

a, 6, c, d le quattro radici della precedente equazione di questo grado, 
quelle dell' equazioni in p saranno 

— a — 6, — a — c^-^a — dy — b — c^ — b — dy — e — d y 

ed il coefficiente del secondo termine essendo uguale alla somma di queste 
radici , preso col segno cambiato , avremo 

P' = 5(a-l-ft-i-c-hd). 

Or per fare sparire dall’ equazione in p il secondo termine, bisognerà fare 
y — 2 p'^ essendo p' una nuova incognita (402^ •, inoltre da quest ultima 

relazione si trae 

p' = P+|P'i 

laonde sostituendo per p i suoi sei valori , e per P* il precedente valore, 
avremo i sei valori di p , cioè : 

p' = — a — ò + i(a + 6 + c+d) = i( — a — 6+e+d), 
p'= — o — c + i (a + fc+c-td) = i( — a — c+6+d), 
p' = — a — d + ì (a + b + c + d) — t( -^a — d+b+c), 

p'= — 6 — c+l(a + 6 + c + d) = 4( — b — c+a + d), 

p'=-b—d+}(a + b + c-i-d)=i( — b — d+o+c), 
p' = — c — d+}(a-t-6 + c + d) = i( — c — d+o + 6)j 

e con ciò chiaramente si vede che i tre primi sono eguali e di segno con- 
trario ai rimanenti tre, e però l'equazione in p' conterrà soltanto potenze 
pari di p'.‘ 

Teorica delle radici eguali. 

415. Allorché un’equazione è divisibile per una potenza di a; — a, essa 
ammette tante radici eguali ad a per quante unità v’ ha nel grado di detta 

potenza , e in tal caso si dice che la radice è doppia , tripla , quadrupla , 

ec., secondo che l’espiineiite della potenza è 2, 3, 4, ec. La ricerca delle 
radici eguali pertanto equivale a quella de'divisori della forma (ar — a)*,(:r--— o)* 
ec. , e sotto quest’aspetto, potrebbe andar compresa in quella de’divisori, 
in geberale; ma poiché essa costituisce da se uii punto essenziale della teo- 
rica delle equazione, convien trattarla in modo speciale. 

Sia l’ equazione 

[A] -a:"' + Pj’""' + Qj'""' + — + Ta'+U = 0. 

il cui primo membro dinoteremo indiffercnlemenle con X o con^x),emp- 
ponendo che essa abbia delle radici eguali ad o, é chiaro che dividendola 
per X — a, l’equazione risultante deve pur verificarsi ponendo x=a. Or, 
con quest' ipotesi , il quoziente l'iportalo nel n." 590 , diviene 

tno’""'+(m — I) ro'"-* + (m — 2)Qa'"“’ + ... + T, 
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e questo risultamento è quello che diviene il polinomio 

mx^’ + (m — l)Px"“* + (m — 2) Qx"-^+... + T, 

quando , invece di x vi si pone a \ laonde questo polinomio deve svanire 
per a: = o, e quindi dev’ esser divisibile per x — a. Oressoèpt-r l'appunto 
il polinomio derivato di f[x), e che dinoteremo con f'{x)y dumiiic il rallore 
* — a è comune a f{x) e f (*)• 

Per contro , se x — o è fattore comune a questi duo polinomii , l’ equa- 
zione f(x) = 0 avrà necessariamente radici eguali ad a-, iniperciotcliè la so- 
stituzione di a in lungo di x, in questo caso , fu svauire ad un tempo f[x) 
e il quoziente di /(x) por x — a. 

Ricaviamo da quanto precede che il massimo divisor comune di f{x) e f{t) 
deve contenere i fattori eguali di f{x) , ma a qual grado vi si trovino ele- 
vali no’l sappiamo; e comunque riesca agevole venire a capo di questa con- 
seguenza , mercè le considerazioni messe in uso ; pur tuttavia andiamo a 
riprendere per intera la teoria delle radici eguali, con un procedimento die 
parmi più semplice. 

414. Consideriamo in un modo generale i polinomìi derivali di /(x), e fac- 
ciamo vedere in che modo sono essi composti dai fattori di /(x). E puriineu- 
te , per la forraola di Taylor (~222) , si ha 


Sia ora 

f{x) = (x — a) (x — b) (x — c)..., 
e cambiando x in x+h s’ avrà 

/(x-fà)=[fc+'(x — a)] [fc+(jr — è)] [fc-f(x — c)].. ; 


sicché può riguardarsi /(x -f fc) come un prodotto di m binomi!, i quali han- 
no h per priino termine, e i secondi termini ne sono x — a, x — 6, x — c, cc.-, 
e però le note regole (il2) determineranno la composizione de’ inotlipliea- 
tori delle diverse potenze di h. Cosi, la parte indipendente di /» sarà eguale 
al prodollo degli m fattori (x — a) (x — ^’) (^ — c)...; la quantità moltipli- 
cala per à, ovvero il coeQìeiente di n, sarà eguale alla somma de’produtli di 
questi fattori, presi ad «i — 1 ad m — 1, cc. *, ma queste stesse quantità sono 

rappresentate da f[x\ /^(•r), i cc. quindi la composizione dei polinomii 

derivali rimane così determinata. 

Limitandosi al solo polinomio f'(x), si poirii dire che dato un polinomio 
del grado m, il suo derivato è ugnale alla somma de' prrxlolti de'suoi fht- 
tori semplici combinati ad m — 1 ad m — t ; e (loicliè questi prodolli si pos- 
sono avere dividendo successivamente f(x) per ciascun degli m fatiori x — a, 
X — 6 , X — c , ec., così s’ avrà 

, f(x) = + ec. 

‘ ' X — a X — b X — c 


Posto ciò poniamo che la data equazione /(x) 0 ammetta radici eguali, 

o, ciò ciré vale lo stesso, ammettiamo che f^^x) racchiuda fattori elevati a 
potenza, o sia 

f[x) = (x — o)' (x — 6)’'(x — c) (x — d)..., 

ove si sono supplii due soli fatiori elevali a potenza, ma ciò nulla influi- 
sce alla generalità del ragionamento. 
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S’è or oro dimostrato che f'{x) è la somma dc’quozionti di f{x) per cia- 
scuno degli wi fattori semplici ; quindi essendovi n fatturi eguali ad 31 — <i> 
ed n' eguali ad x — fc , s’ avrà 

/ n(a: — a)'~* fr — -c) (* — -d) ... 

t -Hn'(x — — c) (a? — d),., 
f(a;) = < -h(x — o)" I a: — àf' (» — d)... 
i -l-(x — (x — hy (* — c)... 

' -HCC. 


Mettendo in mostra i fattori comuni alle diverse parti del secoudo membro^ 
e ponendo , per brevità , 


s’ avrà 


jj f n{x — b) (x — c) (t — d)... + n'(x — o) (x — c^ (x — d).., 

“ l + (;r — a) (x — 6) (r — d)... -t-(x — 0 ) (x — 6)(x — c),..+ec. 

= (x — ay-' (x — 


Da ciò si vede che il prodotto (» — o)"~'(x — 6)^"' divide ad un tempo 
i due polinomii /(x) e f'(x)\ oltre a ciò oico che esso è il loro massimo di- 
visor comune. Imperocché , se ciò non fosse , dovrebbe avvenire che uno 
almeno de’ fattori x — a, x — 6, x — c, ec., che sono in /(x) sia pure in H: 
or a - — a manca netta prima parte di H e si trova in tutte le altre*, x — 6 
manca nella seconda osi trova nelle rimanenti, e cosi appresso ^ laonde nes- 
suno de’ fattori di /[x) è comune ad II, 

So gli esponenti n ed n' fossero uguali ad uno , I’ equazione /(x) = 0, 
avrebbe solamente radici disuguali. Allora y(x) si ridurrebbe ad li , ed il 
raginnamenlo precedente proverebbe che non v' ha alcun fattore comune 
Ira /(x) e f ix). 

l'crtanto, perché u» equazione f(x) = 0 abbia radici eguali, i nerestario 
e iuffìcirnte che- il suo primo membro abbia un dicisore comune col suo primo 
polinomio derirato ; e , cercando il loro massimo divisor comune, s' airà il 
prodollo de' fattori eguali di f(x), eleralo ciascuno ad una potenza inferiore 
per un' unità a quella con cui entrano in fi(x)* 

i15. Tal' è appunto la proposizione fondamentale su la quale si fonda la 
ricerca delle radici eguali: essa può inoltre essere dimostrata in altro modo, 
come qui appresso si vede. Nella formnla di Tavlqb , tal quafe writta nel 
II." 222 si ponga a in luogo di x, ed x — a in luogo di k: con ciò x-J-à si 
caiigerà in * , e per conseguenza f{r+h) diverrà f{x) , e s'avrà 


[ 1 ] 


= /ta)+ '-V-Hx — a) + i-_^(x — 


f{x)=f{a) 


t.2 


(x — o)*... 




In questo modo il polinomio f{x) si trova trasformato in una serie ordinata 
secondo le potenze ascendenti di X ^ a , e SU ()uesta trasformazione s'ap- 
poggia la nuova dimostrazione. 

Se o è radice dell’equazione /(x)==0, si ha f[a) = 0\e allora /[x) avrà 
X — a per fattore comune di tulli i termini del suo sviluppo, e sarà per- 
ciò /(x) divisibile per x,— o, il che già si s:i|>eva. Se a e radice semplice 
non può nel tempo stesso essere f'{a) =■ 0, altrimenti f{x) aaiuistcrebbc il 
fattore (x — o)*, ed a sarebbe almeno radice doppia , cuulre t' ipòtesi. 
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Poniamo ora che = 0 abbia n radici eguali ad a , o , in altri ter- 
mini che (x — a)' aia la più alta potenza di x — a , la quale sia fatture 
di ([x). Perchè ciò avveaga è necessario die nello sviluppo [1] tutte lè parti 
ove X — a si trova elevato ad una potenza più'piccola sieno nulle da se 
stesse; laonde dev’eSsere f[a) = 0, /'fo)=:0, = = nò 

può essere /’t'i(a) = 0, altrimenti ([x ) , couie mostra il detto sviluppo, sa- 
rebbe divisibile pr*r (x — fl)"-*’’, conlro- 1’ ipotesi 

Consegue da ciò che , ponendo le equazioni 

/(*) = 0 , f\x) = 0 , r>(jc) = 0 ,... = 0 

esse avranno di cornane la radice a , e perciò i loro primi membri saran 
divisibili tutti per x—^a. 

Si è messo per ipotesi che f[x) contenga il fattore x — a elevato alla poten- 
za fi.ma. Ora dimostreremo che f(x) deve contenerlo alla potenza (n — 1).ma. 
Facciasi rispetto a f'(x) la stessa trasformazione operata in ordine a f{x ) , 
e s'avrà 

rw = r(«) + ^ (-^ -«)+ 

ma si è più sopra dimostrato esser ^'(a) = 0, /■"(o) = 0, ... (o) = 0, 
non essere /t»'(a')=.0, dunque nel secondo membro della precedente equa- 
zione le parti che precedono (x — a)^' sono nulle , e però il primo mem- 
bro f(x) è divisìbile pcr(x — nè lo è per alcun’altra potenza supe- 
riore a questa. 

Allo stesso modo si dimostra che /‘"(x) è divisibile per (x — o)*"*, /’"(x) 
per (x — o)'-'..., e ^t"-'l(x) per x — a. 

Quanto è detto in ordine al fallore (x — ap s'applica egualmente a qua- 
lunque altro fattore elevato a potenza in /(x) ; così che ammettendo che f[x) 
contensm eziandio il fattore (x— 6)’', il polinomio derivato f'(x) conterrà 
pure fx — h)''—'. D'altronde, essendosi fallo vedere che i fattori semplici 
di f(x) non possono trovarsi in , se ne conchiude nuovamente , come 
alla fine del n.“ prec., che t fatlon eguali di ((\) sono pure fallori in 
e che il massimo divisar comune di questi pohnomii è il prodotto de' fattori 
eguali di (f\J , eierati ciascuno ad una potenza inferiorp per un unità a 
quella a cui *t trovano elev.tti in ff\), 

■416, Passiamo ora a sviluppare le conseguenze che da colesta proposizione 
discendono. Sia qualunque l'equazione data X = 0, dinotiamo con X' il po- 
linomio derivato di X, e con D il m.nssimo divisor comune di X edX'. Que- 
sto divisore D è il prodotto de’ fattori eguali di X, presi ciascuno una volta 
di meno, in guisa cioè che i fattori doppii vi si trovano alla prima potenza, 
i tripli alla seconda , e cosi appresso. Se D risulta numerico , è un segno 
questo che la proposta equazione non ha r.idici eguali. 

Sia ancora E il massimo divisor comune tra il polinomio D c il suo deri- 
vato ; esso divisore dovrà essere il prodotto de’ fattori multipli di D, elevati 
od una potenza d' un’ unità inferiore, per modo che conterrà esso, innalzati 
a prima potenza , i fattori tripli di X , elevati a quadrato i quadrupli , o 
cosi appresso. E so E è un nuiiiuro, tiou vi surunno in X = 0 fatturi di grado 
suiMiriure a t. 

Sia parimente F il massimo divisor comune tra il polinomio E ed il suo 
derivato, roniamo ebu F contenga tuttavia x, tua clic lo stesso non sia del 
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comun divisore di F e del suo derivato; in tal caso 1 fattori dell* ordine il 
più elevato sono quelli di quarto , i quali sono in F al primo grado. 

Dinotiamo separatamente con X, , X, , X, , i prodotti de’ fattori di 
cìasrun gi'ado di muitiplicità , ma preso ciascuno una sola volta ; sia, cioè, 
X, il pretto de' fattori semplici , X, quello de' fattori doppi! , X, quello 
de' fattori tripli , ed X« quello de' fattori quadrupli. Sarà cosi 

X = X, X,»X.*X/, D = X,X,»X**, E = X,X/, F = X„ 
donde , col dividero ciascun' ^uaglianza per la seguente , s' ottiene 

5=x.x.x,x,, g=X.X,X,, p = X.X,, F = X,, 


indi , dividendo ciascuna di queste per la seguente , si ha 

XE_v E_ 

-Q,- — •'! » g, — *• > p, — A, , r — A4. 

Da ciò si vede che si potran sempre trovare i polinomii X, , X, , X, , X„ 
e far cosi dipendere la risoluzione dell' equazione data X = 0 , da quella 
delle equazioni parziali 

X, = 0,X.=:0,X, = 0,X4 = 0, 


le quali contengono isolatamente le radici di ciascun ordine di mnltiplicitii, 
ma presa ciascuna una sola volta. Quando una delle quantità X„ X,, X, . . . 
sarà un numoro, questo sarà un segno che le radici, il cui ordine di mul< 
tiplioità corrisponde a questa quantità , mancano nell' equazioue X = 0. 

417. .Applichiamo il precedente all' equazione 

*’•— **--4ai‘ + 4j;* + 5af’— 5*’ — SLc+2= 0. 


Abbiamo in questo caso 

X = X ' — *•— 4®’+ 4x‘+ 5x’— ox' — 2x+2 
X' = 7x* — 6x* — 20x‘ + 16x’ + lox’ — tOx — 2 ; 

e cercando il massimo divisor comune D tra X ed X', si trova 

D = X*— x+ 1 : 

con ciò siamo già assicurati che la proposta equazione ha radici eguali. 

Celiando parimente il massimo divisor comune E fra D e il suo derivato 
D' ■= 5x'— — 1 , si trova E = .t — 1 , con che siam certi che la propo- 

sta aminelte radici triple ; e poiché E è del primo grado , non può detta 
proposta ammetterò fattori multipli di grado superiore al terzo. 

Bìtencndo per X„ X„ X, gli stessi significati come sopra, s’ avrà dunque 

X,X,*X,’ = X = x’ — X* — ix’-f ec. 

X,X,* = D *= X* — X* — X + 1 , 

X, = E = x— 1. 

Dividendo la prima eguaglianza per la seconda, e questa per la terza, si ba 

X,X.X, = x‘_5i’' + 2, 

X,X, = x*-l, 

» X, = X — 1 ; 

iodi dividendo allo stesso modo queste altre tre eguaglianze , otUCosi 
Xj = x*— 2, X* = x + 1, X, = x — 1. 
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Pertanto T equazione data può scriversi ancor cosi : 

(*•— 2) (*+!)• (a: — i)* = 0 , 

la sua risoluzione si fa dipendere da quella delle tre seguenti 
ar»— 2=r0 , o: + l = 0, x — 1 = 0, 
che danno rispettivamente ar = ± V'i, * = — 1, *=!*, e quindi la pro- 
posta è interamente risoluta , essendone + ^2 e — ^ due radici sempli- 
ci , — 1 una radice doppia e + 1 una radice tripla. 

418. Vuoisi talvolta scomporre un' equazione X = 0 in due una delle quali 
contenga le radici disuguali , e I' altra le eguali, ma una sola volta prese. 
Ecco a questo proposito la via da tenersi : dopo aver trovato il massimo 
divisor comune V tra X ed X', si cercherà il quoziente di X per Y, e questo 
quoziente, che indicheremo con Z, sarà il prodotto di tutti i fattori eguali 
o ineguali di X, ma presi ciascuno una sola volta. Indi si cercherà il mas- 
simo divisor comune V tra Z ed Y , e sarà V il prodotto di tutti i fattori 
uguali di X, abbassati tutti al primo grado*, e, dividendo inoltre Z per V, 
il quoziente V, sarà il prodotto dei fattori semplici. Pertanto le due equa- 
zioni dimandate saranno V, = 0 , V = 0. 

CAPO XVII. 

Della eliminazione b di tald.ve sub appucazioni. 

Forma generale d un’ equazione a due incognite. In che modo si riconosce 
che il valore d‘ un' incognita convenga a due equazioni, 

419. Quando un’ equazione sia intera e razionale rispetto alle incognite 
che essa contiene , si è già detto [66] che il suo grado è la massima tra 
le somme che ottengonsi, addizionando gli esponenti delle incognite io cia- 
scun termine. 

L* equazione generale del grado m tra due incognite a; ed y , deve dun- 
que racchiudere tutti i termini in cui la somma degli esponenti di a; ed y 
non sorpassi m. Or , si possono riunire nel primo membro , e sotto un sol 
moltiplicatore , tutti quei termini che contengono una delle incognite , e 
sia questa la x , elevata ad una stessa potenza , e quindi si può ordinare 
1' equazione rispetto ad x ; in conseguenza di ciò l'equazione generale del 
grado m si può metter sotto la forma 

[A] Aar"+Bx*-' + Cx"-*+....+Ga:+H = 0, 

» 

ove A è una quantità indipendente da x non solo , ma anche da y , altri- 
menti I' equazione sarebbe di grado superiore ad m-, Bè un polinomio del 
primo'grado in y delia forma ò + b,y, essendo 6 e b, quantità note-, C è uu 
polinomio del secondo grado, anche rispetto ad y, della forma c + c,y + c,y'; 
e così appresso sino al termine il , che rappresenta , in generale uu poli- 
nomio del grado m della forma 

h+h^+ A,y* + . . . + A. -,y"-* + A. s". 

Quando un'equazione è incompleta, convien supporre che nell' equazione 
generale, i coelìicienti de' termini mancanti sono nulli. 

Essendo sempre lecito di dividere un'equazione per uno de'suoi coeffìcienti, 
ci pare che si possa supporre A = 1, senza portar nocumento alla geuera- 
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lità deir equazione [A] ; ma cosi non è , percbé allora essa non compreu- 
dercbbe più quelle mancanti del primo termine. Cosi, per esempio, l’ equa- 
zione generale 

T*+(6+6,v)a-+c+c y + c,ir* =.0 
non potrebbe dare l’ equazione particolare 

(3 + 2y)x+5 + 2y — "y* = 0 

•420. Dopo d’aver divisa l'equazione [A] p<*r uno de’ suoi roelTic'ieiili, ve 
ne rimangono tanti indeterminati per quanti sono i termini dell' equazione, 
meno uno j questo numero é dunque eguale ad 2-l-3q-4-t- . . . -(-(m-fl), cioè a 

•im[2 + (m+l)], ovvero im(m+ 3). 

Cotcsta formola indica a quante condizioni date un’ equazione del grado 
m può soddisfare mercè una conveniente determinazione de’ suoi coefficienti. 
Cosi , per esempio , si potrà, in generale, fare in modo che essa ammetta 
tante risoluzioni per quanti sono i suoi coefficienti. 

431. È questo il luogo di dichiarare il modo, onde riconoscere che un va- 
lore attribuito ad una delle incognite convenga ad un tempo alle due equazioni. 

Sieno 

M = 0 , N = 0 

due equazioni tra due incognite a; ed y , e sia /S un valore particolare di 
jl. Sostituendo fi in luogo di y in M ed N, i risnitnmenti che se ne otten- 
gono , e che dinoteremo, con M', ed N', saranno in generale, funzioni di 
X. Ora egli è evidente che il valore fi non converrà alle due equazioni , al 
tempo stesso , finché non v’ abbia un valore di x proprio a render nulle in 
pari tempo le due quantità M', ed N' *, dunque queste quantità devono avere 
un divisor comune , funzione di x. 

È chiaro d’ altronde che (piesla condizione è sufficiente ; imperocché , se 
D è il comun divisore , e si faccia D = 0, ogni valore di x = et, da que- 
st’ equazione dedotto, venendosi a sostituire in M' ed N', renderà questi po- 
linomi! eguali a zero ; e però , facendo ad un tempo x = «, e 9 = fi, in 
M ed N, queste quantità s’annulleranno esse pure*, il che vuol dire che le 
equazioni proposte sono, soddisfatte. 

Pertanto, in gt'neialc, dale due equazioni a due incognite, penké un va- 
lore attribuito ad una delle tnc»^i7e convenga ad entrambe quelle equazioni- 
é necestario e sufficiente che sostituendolo in delle equazioni, acquistino esse 
uh divisor comune funzione dell' altra incognita, • ed eguagliando a zero que- 
sto comun divisore, s' ha un" equazione le cui radici sono i valori corrispon- 
denti deli altra incognita. 

422. O'ieslo principio mostra pure in qual modo si compia la risoluzione 
di due equazioni a due incognite, quando, con un mezzo qualunque, si sia 
giunti ad un’ equazione Y = 0, le cui radici sono i valori di y e sieno state 
deleiniliialc tutte quesle radici. 

Se l’equazione Y = 0. contiene, oltre j*veri valori di y, de’ valori estra- 
nei alle equazioni proposte, saranno essi riconosciuti dal non fare acquistare 
alcun divisor comune in x alle due equazioni , e dovranno perciò esser ri- 
gettali. Per contro, se un valore di y verifica le proposte, indipendentemente 
da qualunque valore di x, è manifesto che prendendo per questa incognita 
qualsiesi valore, le equazioni saran sempre soddisfatte. 

425. In generale , la risoluzione di due equazioni a due incognite consi- 
ste a trovare tutti i sistemi di valori, che sostituiti in luogo delle incognite, 
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posson soddisrare alle due equazioni , e la determinazione di questi sistemi 
di valori si fa dipendere dalla risoluzione d' un'equazione aduna incognita. 
Per ridurre a tale la quistione è d’ uopo , pertanto , saper dedurre dalle 
equazioni date un’ eqnazioiie che contenga una sola delle incognite ; e que- 
sto è, per l’appunto, il fine de' metodi di eliminazione*, de' quali si riguar- 
dano esser i^rfHti quelli che conducono ad un’ equazione finale, contenente 
tutti i valori di quest’ incognita , senza complicazione di valori estranei. 

Eliminaxione in laluni casi semplicitsimi. 

424. Sapendo risolvere una delle due equazioni date rispetto ad una delle 
incognite, si potrà eliminar quest’ incognita, servendosi de' procedimenti spie- 
gati nel n.° 82 , e che ci facciamo qui a richiamare 
Supponendo essere 

. M = 0, N = 0, 

le due equazioni date , e che dalla N = 0 si sappia ricavare il valore di x 
in funzione di v , e sia 

•* = /(«') 5 

allora sostituendo questo valore in N = 0 , risulterà N identicamente nullo, 
senza che v’abbia bisogno d'attribuire de* valori particolari ad v. Ma que- 
st' incognita dev’ esser tale che, ponendo in luc^o di x nella prima equa- 
zione , M diventi pur esso identicamente nullo ; dunque, bisogna prendere 
per valori di y le radici dell' equazione che risulta da cotesta sostituzione. 

L’equazione che cosi s’ottiene sarà dunque l’equazione finale in z -, e, 
quante volte si possa risolverla, altro non rimarrà, per ottenere i corrispon- 
denti valori di x , che sostituire successivamente ciascun valore di y nella 
equazione x — fiji)» Questo procedimento, si semplice in teorica, diviene tal- 
volta assai ditllcoltoso nella pratica, perchè conviene prendere delle precau- 
zioni , che gli esempli che seguono c’ insegneranno a non trascurare. 

Sieno r equazioni 

[t] 24**+ 20ary-i-5u*— 84 = 0, 

[2] 32x*— 15y-i-28 = 0. 

Ricavando x dalla seconda , si ha 

X = ±Ì V^2(15y-28), 
e ponendo qnesto valore nella prima , s' ^ttiene 

63y*± tOy v'2(15y-.28) — 420 = 0. 

Or, volendo risolvere cotest’ equazione converrà ridurla ad una forma razio- 
nale, il che s’ottiene, isolando il radicale in uno de’ membri, e quindi elevando 
entrambi alla potenza indicata dall’ indice del radicale. Questa maniera di fare 
sparire gl’ irrazionali è degna d' osservazione, perchè occorre spesso metterla 
in pratica. 

Isolando pertanto il radicale nella precedente equazione essa diviene 
[«] ± 10yv/2(13y— 28) = 420 — 65y*, 

cd elevando a quadrato , c riducendo si ottiene 
[/8] y*— 40y''+ 144 = 0. 

Fourcy Algebra. ‘41 
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Quest'equazione risoluta come quella del secondo grado dà 

y = + 2,y = — 2,y= + 6, y = — 6. 

Per avere i corrispondenti valori di x, conviene fare un’ osservazione, senza 
la quale i delti valori sarebber falsi. \ cagione del doppio s^oo ±cbe 
trovasi innanzi al radicale, l’equazione [«] equivale alle due 


f «'1 + 10yv'2(toy'-28) = 420 — 65y», 

— tOy y/ 2(t5y’— 28) — 420 — 65y*. 

Or se si potessero separatamente risolvere queste due equazioni, i valori di 
y dedotti da [«'] dovrebbero essere sostituiti nella forinola 

®= + iv'^Sy_28), 

c quelli dedotti dalla seconda dovrebbero sostituirsi neir altra formula 

v'scisif-s»)”; 

laonde è d’uopo distinguere i valori di y , che appartengono alla fa'], da 
quelli appartenenti alla [a"] , e a quest' effetto il mezzo più semplice sta 
nel sostituire tali valori in queste equazioni. In questo modo viensi a cono- 
st;ere che i valori v = + 2, y = — 6 veriiicano [«'J , mentre i rimanenti 
y = — 2, y = +6 verificano [«"] i laonde le equazioni proposte ammet- 
tono quattro soluzioni , cioè : 

(T= + t fx = — 1 ra;= + 4 fa; = — -4 
l!/= + 2 (y = — 2 (y = — .6 l y = -J- 6- 

425. Quando le due equazioni sono dello stesso grado rispetto all’inco- 
gnita che s’ elimina, conviene anticipatamente abbassare una di ^se ad un 
gr.ado inferiore, mercè la sottrazione, come si è già fatto, nell’esempio Ut 
del n.“ 194 , per le equazioni 

x'-|-Px + Q=0, *’ + P'x+Q'=0 


Con quest’ osservazione si potrà più agevolmente trattare le proposte due 
equazioni ; 1] e [2] ■, perocché possiamo rimpiazzare una di esse con una 
equazione del primo grado in x. Per fare ciò si renderanno prima eguali i 
enemeienti di x' nelle due equazioni [1] e [2] , moltiplicando , la prima 
per 4 e la seconda per 3 ■, indi sottraendo , s’ ottiene 


80xy-|-65y’ — 420 = 0, donde x 



e ponendo questo valore nella [2] , fatte le debite riduzioni , si troverà la 
medesima equazione finale di sopra , cioè 


yi_40y’+ 144=0, 

che dà y = + 2, y = — 2, y=-f6, y = — 6; e cosi la formola prece- 
dente che esprime xper mezzo di y, dà per valori corrispondenti x= -fi, 
x = — 1, x = — 4, ar=-l-4. 

426. Avviene talvolta che la risoluzione delle equazioni immediatamente 
s’ottenga, quando propriamente si scorge che esse sono scomponìbili in fat- 
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tori. Supponiamo, per esempio che le due equazioni date s' abbian potuto 
porre sotto la forma 

(* — ?/)(»*— a:’— t) = 0 , 

(®’+n (i/‘ + X'— y) = 0. 

Per la risoluzione di queste equazioni richiedendosi di determinare lutti qnei 
sistemi di valori di x ed y, che pos^n rendere nulli ad un teiiipu un fat- 
tore della prima ed un altro della seconda -, rosi la questione proposla si 
riduce a risolvere separatamente i seguenti quattro sistemi d’ e(|na/.ioni : 

(X — y =0, (x — y = 0 i y* — a:® — t=0 (y’— a;'— 1=0 

(ar®-J-y®=0 ( y®-|- a;®— y = 0 , [a?®-i-y' = 0, Ìy®-j- x®— y = 0. 

Lasciando ciò alla cura del lettore, passiamo ad osservazioni d'una più este- 
sa generalità. 

HJiminazione col metodo del mastimo comun dicUore. 

427. Prima d’ intraprendere il calcolo dell’ eliminazione , si apporteranno, 
alle equazioni le seiiipliricazionì che qui appresso ci facciamo a dirliiurare. 

Sieoo 

M = 0, N = 0 

le due equazioni date. Si ordini il polinomio M rispetto ad y -, sì cerchi il 
massimo divisor comune de’ moltiplicatori delle varie potenze dì y-, e sì di- 
vìda M per questo divisore. Si ordini inseguito il quoziente rispetto ad x, si 
cerchi il massimo divisor comune de’ coeflìcienti delle varie potenze di x, c sì 
divida ^eziandio per questo secondo divisore. In questo modo può scomporsi 
M in tre fattori, uno funzione della sola y, l'altro della sola x ed il terzo 
funzione d' entrambe queste incognite \ e , dinotando rispettivamente con 
U , U', U"' questi tre fattori , avremo M = U U' li”. 

Facendo una sìmile scomposi/ione del polinomio N, e chiamandone V, V', V", 
i tre fattori analoghi ai precedenti , avremo N = V V' V". 

Posto ciò , può darsi che i fattori U e V, entrambi funzioni di x abbiano 
un divisor comune , ed altrettanto ne sia dei due fattori U' c V', funzioni 
di y, non che de' rimanenti due U", V", funzioni di x ed v. Dinotiamo ri- 
spettivamente con d, d', d" questi tre divisori comuni, ed M ed N saranno 
scomposti così : 

M = dd'd" X uu'u", N = dd'd" X w'c". 

Facciamoci ora ad esaminare i modi diversi onde poter soddisfare alle due 
equazioni proposte M = 0 , N = 0. E da prima egli è manifesto che a ciò 
si perviene eguagliando a zero uno qualunque de' fattori comuni d, d', d". 
Ponendo d = 0 , quest’ equazione , che contiene la sola x , risoluta quando 
sin possìbile, darà un numero limitato di valori per quest’ incognita -, e poi- 
ché la y rimane indeterminata , si potrà, unìtaiqente ad uno di quei valori 
di X prendere un qualunque valore per y. Ponendo, per contro, d' = 0, 
s’ avrà un numero determinato di valori y ed un numero indetermioato di 
valori per x. E finalmente ponendo d" = 0, poiché quest' equazione contiene 
ambe le incognite , si può prendere un valore ad arbitrio per una di essa, 
e detta equazione darà i corrispondenti dell'altra. Pertanto ciasL-uuo de’ fat- 
tori d , d', d" dà luogo ad una infinità di soluzioni; 

Oltre a queste tre maniere di soddisfare alle proposte, v'ha pur quelle 
d' eguagliare al tempo stesso, a zero uno de’ tre fattori u, u" della prima 
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Ed uno qualunque de’ Ire e, c', v" dell’ alira. Però è da osservarsi che non 
si può porre , ad un tempo, u = 0, t» = 0 ^ imperocchù questi fattori con- 
tengono la sola ac, e, non avendo alcun fattore comune rispetto a quest’ in- 
cognita , non possono simultaneamente divenir nulli per uno stesso valore 
di X, Per una simile ragione non si può fare nel tempo stesso tt' = 0, v' = 0. 
È chiaro inoltre che. eguagliando a zero due fattori, l' un de’ quali contenga 
una sola incognita, la diffìcoltà sarà tutta ridotta a risolvere equazioni ad 
lina sola incognita. 

Non sarà più lo stesso quando si faccia 

«» = 0 , v" = 0 -, 

ìmperoccliè queste equazioni sono entrambe a due incognite x ed y ; e sì 
deve cercare , in questo caso , un metodo che faccia dipendere la loro ri- 
soluzione da quella di altre equazioni ad una sola ignota : questo metodo 
appunto è quello di cui andremo a discorrere. Intanto convien por mente 
che le (Ine precedenti equazioni u"=0, c"=0 non contengono più alcun 
fattore comune contenente la sola s o la sola y \ neppure ammettono fat- 
tore comune alcuno, contenente entrambe queste incognite Queste sempli- 
ficazioni appuido avevamo di mira. 

428. Per evitare gli accenti, poniaipn che le due ultime equazioni u" = 0, 
r" = 0 , che si tratta di risolvere , sieno sappresentate da 

[1] A = 0,B = 0 

Ordinate queste equazioni rispetto ad x, ammettiamo che questa incognita 
si trovi elevata ad una potenza maggiore in A = 0, anzicchè in B = 0, o 
almeno si trovi in entrambe allo stesso grado. 8i divida A e per B e s’ar- 
resti la divisione , quando si è giunti ad un resto che non potrà più divi- 
dersi , senza introdurre nel qùo/.iente de' termini frazionarii rispetto ad y-, 
e dinotando con B questo resto e con Q il quoziente , s' avrà 

A=BQ + R, 

Da quest’ eguaglianza immediatamente si raccoglie che quei medesimi siste- 
mi dì valori di x ed y, i quali annullano simidlaneamente A e B, rendono 
nullo eziandio R -, e però essi deggìonsi trovare tra le soluzioni comuni a 

[2] B = 0edR = 0 

Per contro, i sistemi che verificano queste equazioni, verificano ancor l' altra 
A = 0, e soddisfanno, per conseguenza, alle proposte -, laonde il sistema [t] 
può essere rimpiazzato dall’ altro [2]. 

Per maggior semplicità, snp|>oni:imo ( ciò che per altro non avviene che 
in qualche caso particolare ) che la divisione, senza i| bisogno d’intnjdiirie 
termini frazionarii rispetto ad y nói quoziente, abbia condotto ad un resto 
che, rispetto ad x, sìa di grado inferiore al divisore B. Dividendo B (ler R 
e suppon(mdo eziandio, che, senza introdurre y ai deiioiiiìnaton; , s'abbia 
trovalo un resto R' ; le equazioni [2] pulranno allora essere rimpiazzato 
dalle altre due più semplici 

[ó] R = 0 , R' = 0 -, 

c se B' è di grado inferiore ad R, si dividerà R |)cr R' o si continuerà a 
dividere , allo stesso modo , ciascun resto pel precedente. 

Supponendo che ogni nuova divisione dia origine ad un resto che, rispetto 
ad X, sia di gi^do inferiore al divisore, senza jìcr altro esservi il bisogou 
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d’ introdurre nel quoziente , teriuini IVaziunarii rispetto ad y , si giungerà 
necessariamente ad un resto indipendente da x. Sia R' questo resto; allora 
le [5] terran luogo delle proposte, e poiché la R' = 0 non contiene che la 
sola Vi essa farà conoscere i valori di quest’ incognita, e in seguito la prima 
della [51 cioè R = 0. farà trovare i corrispondenti valori di x, 

429. Nulla vi sarebbe d’ aggiungere per la risoluzione delle equazioni 
, se le divisioni potessero farsi sempre con l'enunziate condizioni; ma 
ciò avviene soltanto in casi assai particolari. Intanto, perchè le conseguenze 
precedentemente ricavate non vengano detratte , è d' uopo che i quozienti 
sieno interi rispetto ad y. 

Riprendiamo, infatti le equazioni A = 0 , B = 0 , e supponiamo che la 
divisione di A per B non possa menare ad un resto di grado inferiore a B, 

senza introdurre, nel quoziente, termini frazionarii in y : dinotando con 

questo quoziente , ove K è funzione di y , s’ avrà 



Ponendo in questa eguaglianza in luogo di a; ed y de' valori che annullino 
A e B , può darsi che ancora K s’annulli : allora ^ si presenterà sotto la 

forma ^ , e può, nel fatto, avere un valore finito o pure infinito, cosi che 

anche R può assumerò un consimile valore. Laonde non può aflìermarsi che 
tutte le soluzioni delle equazioni A=0, B=0 si trovino tra quelle del 
sistema B = 0, R = 0. La reciproca non è parimente vera, perchè, dive- 
nendo nulli B ed R aiK'he K pidrebbe annullarsi , e in tal caso il secondo 
membro delb superiore eguaglianza, e quindi A potrebbe non esser nullo. 

Si eviteranno le frazioni, operando come si disse per la ricerca del mas- 
simo divisor comune. Osserviamo primamente che nei differenti termini di B 
non v’ ha più fattori comuni in v, in guisa che se si moltiplica il dividendo 
A pel coefficiente del primo termine di B , o pure , quando ciò sia baste- 
vole , per taluni fattori soltanto di questo coefficiente, la divisione diverrà 
possibile , e nessmi fattore comune ad A e B sarà stato introdotto. Però 
questa moltiplicazione può bene introdurre nelle equazioni proposte dèlie so- 
luzioni estranee alla quistione ; imp<!rocché , se V. rappresenta questo mol- 
tiplicatore , funzione di y , Q il quoziente ed R il resto , s’ avrà 


CA=BQ+R; 

e quest' eguaglianza c' insegna che le soluzioni del sistema B = 0 , R = 0, 
son (pielle pure di CA = 6 , B = 0. Or queste due equazioni si dividono 
ne' due sistemi seguenti 

[A = 0, B=0] e [G = 0, B = 0]; 


dunque, olire le soluzioni delle equazioni projKiste, le equazioni B=0, R = 0, 
furan pure trovare quelle delle equazioni B = 0, C = 0. Sarà quindi ne- 
cessario risolvere queste equazioni , delle quali la G = 0 non contiene che 
solamente y; indi sostituire i corrispondenti valori di a; ed y nell’equazione 
A = 9 , e i sistemi di questi valori , che non soddisferaDuo a quest' equa- 
zione saranno al di più delle soluzioni delle equazioni B=0, R = 0; per 
cunseguciua questi sistemi esser dovraono rigettati. 
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La qaisUone troTasi cosi ridotta a risoWere le due equaziooi 

B=0, R = 0. 

E per ciò si va da prima esaminando se in R vi sieno fattori funzioni di » 
o di a; e supponendo che ve ne abbiano , dinotiamoli rispettivamente con 
/■ ed /■', e sia r il quoziente di R per /)" : allora essendo R = r, le equa- 
zioni precedenti potranno essere rimpiazzate dai tre seguenti sistemi di equazioni 

[B=0, ^=0], [B = 0, f = 0], [B = 0, r = 0]. 

' primi due sistemi non presentano difficolti alcuna, perchè f contiene sol- 
tanto V , ed f solamente x*, e però ci occuperemo spelialmcDte del terzo. 

In primo luogo B ed r non hanno alcun fattore comune ; perchè se ne 
ammettessero qualcuno, questo dovrebbe esser comune eziandio ad A e B, 
il che è contrario all' ipotesi» Inoltre, nè B nè r racchiudono fattori funzioni 
della sola y o della sola x -, e però le due equazioni 

B = 0 , r = 0 , 

possono esser trattate al pari delle proposte A = 0 , B = 0. Laonde potranno 
esse venire rimpiazzate da due altre equazioni 

r = 0 , r' = 0 , 

che saranno nello stesso caso delle precedenti, ma la seconda di esser'=0 
sarò, rìs()etto ad x, di grado inferiore alla prima r=0. Queste parimente 
potranno essere rimpiazzate da due altre , la seconda delle quali sarà di 
grado inferiore ad r' = 0. 

Continuando coleste operazioni , che son del tutto simili a quelle che si 
farebbero sopra A e B se si dovesse cercare il massimo divisor comune di 
queste due quantità sì giungerà sempre ad un ultimo resto che non conterrà 
più l'incognita x. Sia r' questo resto,- allora le equazioni proposte dipen- 
dono dalle altre r = 0, r' = 0, le quali non possono presentare più alcuna 
difficoltà , essendo che la seconda non contiene che la sola incognita y. 

Bisogna non dimenticare che risalendo dalle equazioni r = 0, r'=Oalle 
precedenti B = 0 , r = 0, può avvenire che v’ abbiano delle soluzioni che 
convenga aggiungere e delle altre che si debban rigettare-, può darsi ancora 
che altrettanto avvenga risalendo dalle equazioni B = 0 , r = 0 alle altre 
A=0, B=0-, e cosi appresso , se vi fosse un maggior numero di divi- 
sioni successive. 

450. Il metodo qui innanzi esposto conduce, in generale, a più equazioni 
in y. Illune delle quali posson dare ancora valori non convenienti allo stato 
della quistione. Se si giiignesse a riconoscere tulli quelli che veramente fan 
parte delle soluzioni cnmuiii alle due equazioni date, sarebbe facile, se pur 
sia necessario, riunir tulli i predetti valori in una sola equazione, che si ter- 
rebbe come l'equazione finale-, ma questa riunione di rado è giovevole. 

Fatte le semplicizzazioni preliminari (427), i polinomii che si assoggettano 
alle divisioni sussecutive non possono aver più fattori comuni -, e poiché que- 
ste divisioni sono quelle stesse che farsi doviebbero per determinare il mas- 
simo divisor L-omiine di due polinomii , si è certi di non mai giugnere ad 
un resto nullo. Bene però può avvenire che i termini in y si distruggano 
nell' ultimo resto , il quale sì riduca per t-'ò ad un numero. In tal caso 
non si può esso eguagliarlo a zero , e con ciò si deve conchiudere che le 
equazioni proposte sono imponibili o incompatibiii , a meno che non sieno 
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state soppresse delle soluzioni, nel corso del calcolo, e delle quali, secondo 
il metodo dichiarato , convien tener conto. 

431. Esempio 1. Abbiansi le equazioni 

(— ar’+ 2 V+ (»*— 2 o;>— 2 x’+ ìx + l)y»+ (x^— 2 a^+ x)y = 0 , 
l— X + l)y'+ (— a:*+ *)y*+(a?>— x')y'+(x*— i*)y» = 0. 

In questo esempio vi sono molte semplificazioni a potersi fare , atteso che 
le date equazioni si scompongono in fattori , come qui appressso : 

y(x — 1) (ar+y) X (a^+l) (x*— 2y — 1) = 0 , 

y(x — 1) (x+y) X y(a!’— y) = 0 i 


ed eguagliando primamente a zero , e ciascuno per volta, i fattori comuni, . 
si ottiene 

(y = 0 fy indet. (y ìndet. 

(X indet. (x = 1 , (x = — y 5 ^ 

ed eguagliando , inoltre , gli altri fattori a zero, s' ottengono i quattro si- 
stemi di equazioni seguenti. 


1. » sistema = 

2. « sistema (^CSy_i=o 

3. - sistema = J 

4. » sistema = 


) donde .. 

ì donde (y=l~K 2 

] = ±(1+1/2), U= ±(1 -K2). 


Ne’ tre primi sistemi , tulle le soluzioni , eccettuate x = — l,y = — li 
sono già conosciute j e nel 4.° sono parimente note quelle in cui si ha x = — 
in guisa che non si trovano , col fatto , che tre nuove soluzioni , cioè 

fy = -l fy = l + l/2 fy = l-|/2 

(x=-l, (x = l + |/2, [x=l-l/ì. 

Esempio II. Sien date a risolvere le due equazioni 

X ’ — 3yx*-f (5y’— y 4- l)x — . v’+ y*— 2y = 0 
X*— 2 yx + y* — y = 0 . 

Non potendosi queste equazioni scomporre in fattori, sarà d’ uopo praticare 
il metodo delle divisioni successive. Altrettanto ancora ne sarà degli esem- 
pli Iti e IV. 

Prima divisione. 


X’ — 3yx’+(3y*— y + l)x — y’+y* — 2y x’— 2»x+y^— » 

— x'+ 2 yx*+( — y*+l)x x — y 

— yx‘+( 2 y'-f l)x — v’+y— 2 y 
+ yx*— 2 y*x+y’ — y’ 

X — 2y 
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Seconda divinane. 


X'— ìyx+if— y 
— x'+^yx 


• <» 


2» 


X 


tr—y 


Pertanto le equazioni finali sono x — 2» = 0 , »*— » = 0 ; dalle quali 
si trae 

f» = 0 (s = i 

(x=0 (x = 2; 

e poiché non si è nè introdotto nè soppresso alcun fattore, queste due so- 
luzioni sono proprio quelle delle due equazioni proposte. 

Esempio Ili. S' abbiano a risolvere le due equazioni 

( y— 2x — 5y+3 = 0, 
irx*-i-9x — lOy = 0. 

Prima diciiione. 


(y — l)x’ + 2x — 5» -|-3 
(y — \)yx'-\r'ìyx — 

— (y ~ l)»g'+( — 9y-|-9)/-i-t0y" — lOy 


( — 7p-|-9)ar+6p* — 7y 


yx’-t-9x — tOy 

y — * 


Poiché si è dovuto moltiplicare per y, convien risolvere lo equazioni y = 0, 
vx’-f-9x — t0y = 0, le quali danno x = 0, y = 0‘, ed esaminar quindi se 
questi valori annullano il dividendo. Or ciò non ha luogo, quindi ne segue 
che i precedenti valori di x ed y sono una soluzione estranea. 

Seconda divisione. 


yx*+9x — lOy 

C — 7y+9)yar*+( — 65y+ 8t)x 
4.70y‘— 90y 
- +( “ 5y’-i-7y>r 


(— 7y-|-9>r-i-V-7y 


y®-H(— 5y>-|-7y«— 6ÓJ+81) 


( — 5y’-f-7y* — 63y-t-81)x-f-70y'' — 90y 
( _ 5y>+...) ( — ^y +9)x — 490y>+1260y«— 8t0y 

— +2Sy»— 70tf«-f-564y’— 8-i6y + 567y 

2Sy’ — 70y* — 126y‘-t-414y’ — 245y 

Le equazioni che bisognerà risolvere sanin dunque le seguenti : 

(— 7y+9)r+Sy’— 7y = 0, 

2.7y" — 70y* — t2(jy’-J-41'iy’ — 245y = 0 ; 

la seconda delle quali , come è facile verificare , dà 


y=rO, y=1, y = 3, y = 


— 3±3v/tO 
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• lostituoDdo questi talori nella prima , s’ ottengono i corrispondenti va- 
lori di X , cioè . * 

x = 0yX=l, x=2, x = — S+v^lO. 

Nella seconda divisione, si è dovuto moltiplicare il dividendo per — Ty-|-9, 
nè con questo però si è introdotta alcuna soluzioc estranea *, nè vi rimano 
a sopprimere , nelle cinque precedenti soinzioni, se non quella che è stata 
introdotta dalla prima divisione. Cosi , per le proposte e«juazioni , riman- 
gono le quattro soluzioni seguenti : 


— 5-|-3v'l0 


y = t ) y = 3 ) y= 

= 1 . 

M V” \ “ » ■"» v: 

Esempio IV. Sieno finalmente le due equazioni 




■ = 2, (x = -5— y/lò, {x = 


— 5 — Sy^lO 

5 

— 3-1- v'TÒ: 


(8y — I5)x-|-y'— ~y+iì = 0 , 

(*y + t)i+ir+ jy = 0. 


Prima dkisiotu. 

f*+ (8y — I5)x + y«— 7y+t2 — (*y+t)r-|-y*- |-3y 

— i*-}-(4y-|-t)x — y*-|-5y |{ 

(12y — 12)x — 42y-|-r2 

Questo resto si scompone in fattori cosi: 12(y — t)(x — t), per modo che 
il calcolo si rende più semplice, e si hanno i due seguenti sistemi di equa- 
zioni : 

ly — 1=0 (X — 1=0 

(4y-f-l)x-|-y*-|-5y = 0 , \ x’— (4y-|-l)x-(-y’-l-oy = 0-, 

ciascun de’ quali si risolve immediatamente-, e se ne trae 

(y=F< fy = ^ (y = o (y= — * 

lx = 3, *x = 2, (x=l, tx=l. 


Perfezionamenti arrecali al metodo precedente. 

432. Si è por lungo tempo creduto che, assoggettando due equazioni alle 
operazioni del massimo divisor comune, I’ ultimo resto desse immediatamente . 
la vera equazione finale, sgombra dalle radici estranee. Nella Corrispondenza 
della scuola politecnica, tomo II., correggemmo <»testo errore, e le modifiche 
da noi proposte in allora, sono state in seguito adottale nell* insegnamento; 
da esse discende il metodo dichiarato nel paragrafo precedente, n. 427-430. 
Ha questo metodo nel 1832, ricevè, per opera del I.abatik significanti per- 
fezionamenti, che sono stati quindi riprodotti, nel 1834, sotto piu eli’gtinte 
forma dal Sabrcs, e che qui appresso ci faremo ad esporre, seguendo que- 
sti autoi'i , e dividendo I’ argomento in tre parti. 

Parte piuma. Dovendo risolvere due equazioni fra due incognite x ed y 
il migliore avviso è quello d’eseguire le semplifica/.ioni indicate nel n." 427; 
ma , secondo la spiegazione che qui saremo per dare , sarà sufficiente che 
le due equazioni non abbiano a contenere alcun fattore algebrico indipen- 
dente dall’incognita x, rispetto alla qnale s'intendono le date equazioni or- 
Fourey Algebra. 42 
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dinato. Consideriamo due equazioni, che soddisraociano a questa condizione^ 
e rappresentiamole con 

A = 0, B = 0, ' 

essendo il grado di R , rispetto ad x , inferiore o al più eguale a quello 
di A. Si divide A per R, badando a multiplicare A per quéi fattori che sono 
iiecessarii allinchè, senza prendere quozienti frazionarli, si ottenga un resto 
di grado inferiore a quel di 0; e si dinotino con c l' insieme di questi mol- 
tiplicatori , con q il quoziente , c con Rr il resto , essendo r il prodotto 
de’ fattori di questo resto, i quali sono indipendenti da x. Eseguita questa 
prima divisione, facciamone una seconda , e del tutto simile, di B per R; 
indi ancora una terza, e così appresso, sino ad ottenere un reeto indipen- 
dente da X. Puniamo, per fisssare le idee, che un tal resto si presenti nella 
terza divisione , e che le divisioni successive sieno : 


[1] 

c A = By -f Rr , 

[2] 

c,B = Ry, -1-R,r, 

[3] 

C.R = R,y.-l-r,. 


Le quantità r e c , se pur si voglia, si possono considerare come prime 
tra loro -, imperocché , se cosi non fosse, sia d il massimo divisor comune 

di c ed r-, e poiché, dividendo per d la [1] questa diviene — 

se ne conrhiude che d deve dividere eziandio B^ -, ma B non contiene più 
fattori indipendenti da x , dunque d deve dividere q. Ora nulla impedisce 
a poter supporre essersi già fatte queste semplificazioni sulle equazioni [1] 
pria di passare alla seconda divisione -, e si può dippiù aggiungere che in 
tal caso q non dovrà avere alcun fattore comune nè con c nè con r, peroc- 
ché uu fattore comune a 9 e a c , per esempio , dovrebbe dividere Rr, e 
poiché R non ha fattore alcuno indipendente da a;, questo fattore dovrebbe 
trovarsi in r ; per conseguente c ed r avrebbero ancora un fattor comune 
il che è contrario all' ipotesi. A slmili osservazioni dan luogo le uguaglian- 
ze [2] e [ó], 

A line di evitare i calcoli complicati, gioverà nella pratica fare in modo 
che c ed r non abbiano, col fatto, alcun fattore comune, e che altrettanto 
abbia luogo in ordine a c, ed r, , non che in ordine a c, ed r,; per altro 
tutto ciò non si richiede dalle dichiarazioni che seguono. 

Ritorniamo alle eguaglianze [1] , 12], [5]. Dalla prima si raccoglie che 
•quei valori di x ed y , i quali verificano le due equazioni A = 0, B = 0, 
debban verificare pur l’altra Rr = 0-, in guisa che tutte le soluzioni delle 
equazioni proposte sono compreso ne’ due sistemi IB = 0, r = 0], 
[B = 0 , R = 0] 

Parimente la [2] c’insegna che le soluzioni del sistema [B=0, R = 0] 
debbono andar comprese tra quelle de’ due sistemi [R = 0, r, = 0] , ed 
[R = 0, R, = 0], Dalla [3] .si deduce ancora, che le soluzioni dell’ultimo 
sistema J_R = 0, R, =0] si trovano nel sistema unico [R, =0, r, i=0]. 
Pertanto tutte le soluzioni delle equazioni proposte A = 0, B = 0 , trovansi 
tra quelle dei tre sistemi 

[4] [B = 0, r = 0], [R = 0, r. = 0], [R. = 0, r. = 0]. 

Ma non può , reciprocamente, dirsi che tutte le soluzioni di questi di- 
versi sistemi convengan sempre alle proposte; imperciocché le uguaglianze [2], 
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per esempio , mostrano egli è vero che una soluzione delle due equazioni 
K=0, r, = 0, deve dare B = 0, se r, non ha alcun l'altore coiiiunn con 
c„ il che è sempre lecito supporre; ma la [l] prova cIk; questi valori deb- 
bono rendere cA = 0 , e ciò può avverarsi senza, che sia A = 0. 

Discende da ciò che, arrestando qui il ragionamento, rimarrebbe ad esa- 
minare , in ciascun caso particolare , quali sicno tra le soluzioni de' siste- 
mi [4] quelle che deggiono essere rigettate-, talmente che il metodo espo- 
sto non avrebbt; fatto alcun progresso. Ma il signor Laratie ha avuto la 
felice idea di formare le uguaglianze successive, mercè le quali ciascuna delle 
quantità A e B è legala a due resti consecutivi qualunque, perchè si possa 
riconoscere se queste eguaglianze , da loro stesse , non presentassero delle 
esclusioni che non si manilèstano nelle eguaglianze [t], [2], [3^. Ecco p«!r- 
tanto come sì eseguono questi calcoli. 

Parte seconda. Dinotiamo con d il roassinao divisar comune di c ed r; 
dividiamo l’ eguaglianza [t] per d; osserviamo che q deve esser divisibile 

per d ; poniamo^ = G, c s’avrà 

4-A = GB-fR^. 

a a 


Si moltiplichi quest’ eguaglianza per c, , e rimpiazzando c,B col suo va- 
lore [2] , verrà 

i^-\ = G(J{q,+n.r,)+cJ{j 
cc 

Dinotando con d, il massimo divisor comune di ed r, , e dividendo que- 
st’ eguaglianza per d,, il moltiplicatore di R dovrà esser divisibile per r, ; 
si che ponendo 

= eguaglianza diverrà ^=G,R-j-GR ^ 

Oi ddf di 

Tf* 1“ 

cd in questa le tre quantità^, j, G, sono intere. 

Si moltiplichi novellamente quest’ ultima eguaglianza per Ci,c sostituen- 
do a c.R il suo valore [3] , risulterà 

^‘A = G.(R.?.-|-r,)-l-Gc.R,^; 

= (c.?.-l-^)R.+G.r.. 


CC c 

Sia d, il massimo divisor comune di ed r,-, si divida tutta l’eguaglian- 
za ultima per d„ ed osservando che il moltiplicatore di R, è divisibile an- 
ch’ esso per d, , se si pone 


G, 7 , Gc,r, 
d, d X 


G, , s’ ottiene A = G,R, + 

dd^dg flj 


Posto ciò , form'iamo ora le equazioni analoglic , ove io luogo di A en- 
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tri B j cd a qufslo fine si moUiplichi la [i] per c, si divida per dd, c po- 
seodo n = ■> ovvero ?- =® H, , si oUerrù 

U UUj 

intendendosi f;ià che H e per conseguenza H, ancora sono quantità intere. 

Moltiplicando ora quest’eguaglianza per c^, dividendo per d,, sostituendo 
a c^R il suo Valore [5] e ponendo 


H q. Hc.r, 


= H, 


s’ otiiene in fine ~ U/R.+Hi 


r. 


Raooeliendo ora tutte le precedenti eguaglianze , quelle cioè poste per 
brevità di calcolo , e le altre per conseguenza trovale , le prime sono 




c.r 

dd\' 


e le seconde sono 


ti» 


tio. Cc.r, 



Hc,r. 

dX’ 


[5] ^A = GB+R^, 

[6] g-A = G.R+CR.J, 


[8] ^ÌB = H.R+HRl;, 


Da queste uguaglianze imiiiediataiiienle se ne conchiude che le equazioni 
A = 0 , B = 0 , sono verificate dulie soluzioni di ciascuno de’ sistemi se- 
guenti 



Per esempio, le soluzioni del primo sistema debbono evidentemente annui- 

lare ^ A *, e poiché sono delle funzioni in y soltanto , le quali non 

hanno alcun fattore comuiic , i valori di y che entrano in queste soluzioni 

non devono dare j = 0, e deve, fier conseguenza, essere A = 0 in virtù 

di delle soluzioni. Simili ragionamenti applicati alle eguaglianze [6] e [8J^ 
non che alle [7] e [9] , ci faran conoscere che A e B devono annullarsi 
per tutte le soluzioni de’ rimanenti due sistemi [IQJ. 

Paragonando i sistemi [-4] coi tre preeedenti, si seoi’ge che le quantità r, r,, r, 

T T T 

possono eoiilenere de’ (attori die non si trovano più ^ ^ i di tal 

che i sistemi [ 10 ] possono io realtà essere più semplici. 

Parte terza. Oltre alle proprietà esposte nelle due parti precedenti, pas- 
seremo a provare, in questa terza parie, che nessuna soluzione delle pro- 
posle equazioni sfugge ai UeUì tre sistemi', c ciò lo conseguiumu l'ormaiulu 
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sussecutivamente le diverse relazioni , in ciascuna delle quali si trovino A 
e B con una delle quantità r , r, , r,. Coleste relazioni si potrebbero de- 
durre dalle [1]J , [2] e [3], ma varrà meglio profittar de’ calcoli già fatti 
per stabilire lè [5] , [6] . . . [9], 

L’ eguaglianza [3] è ^là ni'a di quelle che si vuol trovare \ e per aver 
le altre, si elimini R tra [6] ed [8], e quindi si elimini R, tra [7] e [9], 
lo questo modo , trasportando A e B io un sol membro , e tenendo pre- 

^ * 
sente che ^ = H , si ha da prima 

HA _GB = R^, 
a 

g<II.A_G.B) = (GH,_HG,)R.J, 

(H,A - G.B) = (G.H, _ H.G,) 

In seguito, tenendo presenti i significali di G, G,, G^ , H, H, , è fa- 
cile trovare 


GH,_ HG, = ?^-H ^ 


G^ c r\ Hc,r 

d, "557 



cc, r 

dd, d' 
Gc r, \ 

d.dj 


= (G,H-HG).g 


, ec c. r r, 
'^ddj.dd,' 


bende le tre relazioni 
ranno alle seguenti : 

[H] 


richieste , sopprimendo i fattori comuni , ^si ridnr- 
HA — GB = + R , 


[12] H,A-G,B = -R,^^, 

[15] H.A-G.B=+jr.g. 

L'ultima di queste relazioni «>' insegna, che se una soluzione \x=^a,y=f^ 
conviene alle equazioni A = 0, B = 0, il valore deve annullare uno 

de fattori g , j te supponendo che sia ^ = 0, egli è chiaro che la 

^I = 0].Se 

invece, fer y = fi, sia j=0, senza che sia nel tempo stesso ^=0 l’egua- 
glianza [11] prova che la soluzione [x = « , y = fi] deve dare R = 0, e 
però essa si trova tra .quelle del sistema = 0, ^ = 0 E finalmen- 

te se il valore /jdàj’ = 0, senza dar nel tempo stesso ^ = 0, ^ = 0 l’e- 
guaglianza [12] c' insegna che la soluzione [* = «, y = fi] soddisfa all’ e- 
quazionc Rj= 0, e però essa è cootcouta tra quelle del sistema j^R,= 0,-^ = oj 


soluzione y — fi si trova tra le soluzioni del sistema j^B=( 
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Qiianlo fui' ora è dello moslra che le equazioni A = 0, B = Onon hanno 
alcuna soluzione che non sia compresa in uno de’ sisleini [10]; ma si è in- 
nanzi dimostralo ( he ogni soluzione appartenente ad uno di questi sistemi 
deve convenire alle equazioni A = 0 , B = 0 ; adunque si può infine rim- 
piazzare le due eipiazioni proposte col complesso di questi sistemi , sicuri 
di non perdere alcuna soluzione , nò d’ introdurne delle estranee. 

455 Considerando f eliminazioni come avente per fine di dare un' equa- 
zione finale in i/ , le cui radici sieno i valori di quest’ incognita , i quali 
fan parte delie soluzioni comuni alle due equazioni A = 0 , B = 0, cliiara- 
mente ne consegue che può prendersi per equazione Anale la 


dd.d. 


= 0 . 


1 valori di x, corrispondenti alle radici dell’ equazione- = 0 , son date 

dall’ equazione B = 0 ; in guisa che, se B è del grado « rispetto ad .r, lo 
stesso valore di y potrà trovarsi in n soluzioni ; per silTatta ragione, il si- 
gnor Labatib riguarda l'equazione finale come un'equazione che deve con- 


tenere ^ alla potenza n.ma. E per una simile ragione , dinotando con n', 
a 

ed «" i gradi di R = 0 ed R, = 0 , rispetto ad x, la predetta equazione 


finale dovrà contenere i fattori (sr- (^y ; e quindi , prende egli per 


equazione finale 


Queste considerazioni molto conformi allo spirito dell’ analisi, sono poi poco 
utili nelle applicazioni pratiche. 

Non abbiamo tolto dal lavoro del signor Labatie che una parte soltanto ; 
ma questo distinto geometra spìnge più oltre ancora le sue investigazioni. 
In ordine ni fattori introdotti in ciascuna divisione, mostra egli in qual modo 
questi fattori ricompariscano nelle divisioni seguenti; e in ordine all’equa- 
zione finale , dopo avere osservata la precedente , I’ abbandona per stabi- 
lirne lina che ci risgtiarda come pii^ completa. Ber tutte queste circostanze 
particolari ci rimettiamo all’ opera originale dell' autore. 

454. Quando due equazioni hanno de’ fattori comuni , questi dan luogo 
ad un' infinità di soluzioni, in altri termini a soluzioni indeterminate, e ciò 
si è osservato parlando delle semplificazioni, preliminari che si possono ap- 

J iorlare alle due equazioni che ci proponiamo risolvere. Ma quando questi 
attori comuni non vi sono , i dilTerenti sistemi , che rimpiazzano le equa- 
zioni date, non possono presentare indeterminazione alcuna ; ond’ è che noa 
ci resta alcun che d’ a^iungere a quest’ argomento. 

In ordine alle soluzioni iniinite non ne abbiarn tenuto discorso ; e d’ al- 
tronde facilmente s' intende che i ragionamenti tenuti non sono ad'essi ap- 
plicabili ; si che essi esigono una pcruliar determinazione , la quale 6 ìm- 
porlante in molte questioni di geometria analilica;ma anche in questa cir- 
costanza ò raro che si presentino serie difilcoltà , mentre che presentando 
questa determinazione in modo generale, e facendo astrazione da qualunque 
particolare applicazione, potrebbe non esser ben compresa. Per silTatta ra- 
gione , siamo conienti di fare osservare die si possono trovare i valori di 
un’incognita y, ai quali corrispondono valori infiniti per l’ altra x, facenda 

do prima x = ^ , e quindi x' =: 0. 
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Sulla elitninaxùme tra un qualunque numero di equaxiom. 


35S 


435. Le equazioni che bisognava risolvere , si è supposto sinora essere 
soltanto due-, ma ben s'intende che questo numero può essere eziandio più 
grande. Poniamo dunque che s' abbiano tre equazioni fra le tre incognite 
ar , y , * , e per giungere ad un’ equazione finale in s , si potrà eliminare 
primamente x tra la prima e ciascuna delle altre; indi y tra le due equa* 
zioni risultanti. Ma in questo caso le precauzioni che si debban prendere, 
per allontare le soluzioni non convenienti, sono ancora maggiori, e crescono 
col crescere il numero delle equazioni. 

Bezout nella sua Teoria generale delle equazioni, si è molto occupato di 
questo spinosissimo ramo dell’analisi -, ma i metodi da lui proposti , oltre 
le difficoltà teoriche, dalle quali non vanno esenti, esigono di piu de' cal- 
coli si intralciati, da renderli quasi del tutto impraticabili. Qui ci limiteremo 
soltanto a enunziare, senza alcuna dimostrazione, il teorema seguente, a 
quest’ autore dovuto : se tra più equazioni , fra altrettante incognite, si eli- 
minino tutte la incognite, ad eccezione di una sola, il grado dell’equazione 
finale dovrà estere, tutto al più , eguale cU prodotto dei gradi delle equa- 
zioni date. 

436. Per altro, senza entrare in alcun detbglio su la risoluzione delle 
equazioni, e facile ravvisare che, essendo le equazioni dpte tante di numero 
per quante sono le incognite, esse ammetteranno in generale un determinato 
numero di soluzioni. 

Poniamo cho s’ abbiano n equazioni tra n incognite x, y , «... : consi- 
derando una qualunque di esse , si deve ammettere , anche nel caso che 
non si sappia risolvere rispetto ad x, per esempio, che essa determini per ’ 
quest’ incognita un certo numero di valori a , . . . , i quali 

saranno in generale , funzioni delle rimanenti ignote y, z , . Sostituendo 
allora a nelle rimanenti equazioni, s’avranno n — 1 equazioni con sole n—> 1 
incognite-, e parimente sostituendo a', s’avranno altre n — t equazioni con 
n — t incognite , e cosi appresso per ogn’ altro valore .... 

Prendendo separatamente ciascun gruppo , egli è agevole l’ intendere che 
ricavando da una delle n — 1 equazioni i valori d’ un’ ignota, per sostituirli 
nelle rimanenti n — 2, si potranno eziandio rimpiazzare cotesti gruppi con 
altri contenenti ciascuno n — 2 ignote -, e continuando a questo modo , sì 
giungerà ad un’equazione, ad una sola incognita ,' la quale determinerà un 
certo numero dì valori per quest’ ignota. E da ultimo, se questi valori fos- 
sero trovati , si potrebbe , risalendo successivamente sino alb prima inco- 
gnita, ottenere ì valori corrispondenti di tutte le altre. Da ciò sì fa mani- 
festo che le n equazioni date non possono ammettere che un limitato nu* 
mero di soluzioni. 

437. Supponiamo ora che s’ abbiano più equazioni che ignote, e sia n il 
numero di queste ed n+it il numero di quelle. Tra queste equazioni pren- 
dendone , come si voglia , un numero n , queste , secondo il detto qui in- 
nanzi , saràn sufficienti a determinare, in generale, un numero limitato di 
soluzioni, le quali dovendo verificare ancora le rimanenti k equazioni, so- 
stituite in queste daranno k equazioni di condizione. Diamo questo nome a 
dette equazioni , perchè esse , dopo l’ indicata sostizione , conterranno sol- 
tanto quantità note, e debbono verificarsi da se stesse, affinchè le equa- 
zioni proposte non fossero incompatibili. 

Finalmente avendosi più incognite che equazioni, ci sarà indclerminazio- 
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De imperciocché, dinotando con n+k il numero delle prime e con n qudilo 
delle seconde, è chiaro potersi attribuire de’ valori arbitrari a k incognite, 
e determinare in segnito le n rimanenti , mercè le n equazioni date. 

Per altro, il detto in questo e nel precedente numero è talvolta soggetto 
ad eccezioni : cosi può darsi , per esempio , che le equazioni sieno in nu- 
mero quante le incognite , e nulladimeno sieno esse incompatibili, o abbia 
luogo r indeterminazione. Le equazioni del primo grado ce ne hanno olTerta 
una pruova 

Uso deW eliminazione nella trasformazione delle equazioni, — 
Equazione ai quadrati della differenze. 

438. Nel n.* 407 si disse poter l’ eliminazione esser necessaria per la tra- 
sformazione dille equazioni; e lo è col fatto, precipuamente quando ciascuna 
radice della trasformala dev' esser composta da più radici dell' equazione da- 
ta. Basterà mostrarne l’ applicazione con un esempio , e sceglieremo a tal 
One la questione qui appresso, la quale si presenta in un’importante ricerca. 

Data un equazione qualunque ad una sola ineoqnita , trovare uri altra 
equazione , le cui radici sieno le differenze tra quelle della prima , combi- 
nate a due a due. 

Sia 

[A] *"-f-Px--’-|-QT"-*+...+T*-|-U =0. 

l’equazione proposta, e sieno a?, a;' due qualunque delle sue radici, la dif- 
ferenza delle quali sia y, per modo da essere x'=x + y. Poiché la [A] 
dev’essere verificata se vi si ponga questo valore in luogo di x, cosi avremo 

(ar+y)"-f.P(r-f-y)«— +Q(x4-y)— »-|. ec. = 0. 

Sviluppando , e dinotando con X , X', X", ec. il primo membro della [AJ 
e i suoi polinomii derivati successivi , verrà 

X-pX'y+iX'V-p i^X''Vj....-l-y- = 0-, 

ma essendo x radice della proposta , dev’ essere X = 0 , laonde quest’ ul- 
tima equazione , dopo averla divisa per y , diviene 

[11] \>+^ \"'y'+-+y’^' = 0. 

Se quest’ equazione prima della soppressione del fattore y , poteva esser 
verificata per y = 0, ciò doveva esser col fatto, perchè le due radici x 
edx', prese ad arbitrio potevano essere una sola e medesima radice, cioè 
poteva essere x' = x , e quindi y=x' — x = 0. Ha tolto il fattore y, 
l’equazione [BJ avrai» — 1 radici che sono le differenze che s’ ottengono to- 
gliendo dalla radice dinotata da x tutte le rimanenti radici della [A]. 

Per meglio distinguere tutte le m radici della proposta [A], dinotiamole 
con o, ò , c, d . . . ; indi immaginiamo che in [B] si rimpiazzi successiva- 
mente X con ciascuna di queste radici. Da queste sostituzioni risulteranno m 
equazioni ^ delle quali la prima avrà per radici le ditferenze tra a e tutte 
le altre; la seconda avrà |ier radici le differenze tra ò c tutte le altre, e 
cosi appresso. Laonde, eliminando x tra [.\] e [B] l' equazione finale in y 
avrà per radici le differenze tra ciascuna delle radici di [A] e tutte le al- 
tre radici di quest’ equazione ; quindi sarà essa l’ equazione dimandata , e 
si è solito addimandarla per ciò equazione alle differenze. 

439. Osservazioni. Perchè quest’equazione sia veramente quella alledif- 
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ferenzp, è d’ uopo che reliininazione non ubbia a sopprimere delle radici ef- 
fettive, nè introdurne delle estranee. (Continueremo il nostro raf'ìonamento 
in questa ipotesi -, ché se altrimenti fosse, beo si conosce come tener conto 
sì delle une che delle altre. 

Non è necessario eseguire l’eliminazione per riconoscere il grado della 
predetta equazione alle differenze -, imperocché le sue radici essendo 

o — b,o — c,o — d... 
b — a,b — c,6 — d... 
c — a, c — 6 , c — d , . . 
ec. 

sono tante per quante sono le disposizioni delle m radici a, b, c ec. prese 
a due a due ; e però il detto grado è m(m — 1). 

Inoltre si vede che se quest’ equazione alle dillerenze ha una radice « 
eguale ad a — b , deve ammetterne un' altra — « eguale ab — a ; quindi 
il suo primo membro é composto di fattori che si possono riunire a due a 
due in prodotti della forma (y — a) (y-l-<*) = v* — «*, e per conseguenza 
l'equazione conterrà solamente potenze pari di y. Quindi, ponendo m(m — 1) 
= in, essa sarà delia forma 

[C] py“-*-^ qy'^*+...+ (y*+ « = 0 -, 
e Analmente , ponendo y' = z , essa diviene 

[D] ?*•“•+ ... Iz -1- ( = Oj 

Quest’ equazione vien denominata equazione ai quadrati delle differenze, per- 
ché col fatto z è il quadrato di y , e y rappresenta la differenza tra due 
qualunque delle radici della proposta* v -> ~ 

440. Per fare un' applicazione dell.a precedente teorica, proponiamoci tro- 
vare requazione ai quadrati delle differenze dell'equazione di terzo grado. 

C innanzi tutto osserveremo , in generale , che le equazioni [C] c [D] 
restano immutabili , apmentando o diminuendo d'una stessa quantità (pia- 
lunque tutte le radici dell’equazione [A} ; e però se un’equazione data tiene 
attualmente il suo secondo termine , si potrà farlo sparire (i02) e censir 
quindi l’ equazione alle differenze della trasformata , e sarà essa la stessa 
che quella della proposta , mentre il calcolo saià più semplice. In vista di 
questa osservazione , supporremo , fin da principio , che l’ equazione data 
manchi del secondo termine, e sia perciò della forma 

ft] x’-I-Qt-J-R = 0. 

Secondo la regola , se dinotiamo con X, X', X", ec. il primo membro 
della proposta equazione e suoi polinomii derivati successivi, si dovrà eli- 
minare a; tra le due equazioni 

X = 0, X'4- i X''y + \"Y+ ec. = 0 , 

per ottenere 1’ equazione alle dillerenze. Or nel nostro caso si ha 
X = ar’-l- Qa: -t- R , X' = óa'-f- Q , X''= 6a; , X"'= ti , 
e quindi 1’ eliminazione dovrà farsi tra la (1) e la seguente 

[2] 3x’-p3ya:-|-j^-|-Q = 0. ' 

ed o|ierando come se si cercasse il massimo divisor comune lia i primi mem- 
bri delle [f| e [2], s’ avrà 

Fourcy Algebra. . -t’* 
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Prima divistone. 

j:’+ Qj; + R I 5ar*+ 5yg4-y*+Q 

3x’+ 3Qx + 3R I a: — y 

— Zx ’ — 5yx'*— fy’+Ql'g 
_5vx’— (y’-2Q)x+5R 
+ 5yx«+ 5y*x+y»+Qy 
2(y+Q>f+y’+Qy+3R 

Seconda divisione. 

3**+3yr + y+Q j 2( y+Q>r+y+Qy+5R 

6(y+ Q>r'+ 6(y + Q)yx + 2(y+ Q)« \ 3ar+3(y+Qy - 3R) 

- 6(y + Q)»>— 5(y + Qy + 3R> r 
5Cy+Qy-5R>B + 2(y*+Q)* 

%• + Q) C»’+ Qtf - 3R>f + %’+ Q)‘ ■ ' 

— %•+ Q) (y'-H Qy - 5R> - 5(y»+ Qy + 5R) (y»+ Qy - 5R ) 

tì)’— 5(»’+ Q» + 5R) (y+ Qy — 3R) 

Nell’ ultima divisione si è moltiplicato due volte per y+Q nel fine di 
rendei'e possibili le divisioni*, ma se si fa y*-|-Q=0, il divisore si riduce 
a 3R, la quale quantità è, in generale, diversa da zero. Laonde eguagliando 
a zero I' ultimo resto ed eseguendo le operazioni indicate, F equazione alle 
diflerenze sarà 

y+6Qv‘+»Qhi’+*Q’*f27R* = 0 -, 
indi , ponendo t/* = z , quctia ai quadrati delle diflerenze sarà \ 
*>+6Qz*+9Q*z+iQ’+27R»= 0. 

Nel caso particolare dell’ equazione *• — 7x+7=0, siha Q= — 7> R=7, 
e quindi l'equazione in z diviene z’ — 42z*+411z — 49 = 0. 

Uso deir eliminaxione per fare sparire i radicali. 

/ 

441 . L’ andamento col quale si calcolano le radici d’ un equazione suppone 
che r incognita non si trovi sotto alcun radicale *, e , per conseguenza, im- 
porta saper trasformare un' equazione complicata di radicali , in un’ altra 
che ne fosse libera. Or lo svanimento de’ radicali, considerato sotto un punto 
di vista generale, si riduce ad una questione d’eliminazione, come dall’esem- 
pio qui appresso si rileverà. Abbiasi 1' equazione 

a: __ 1/ X — 1 1 = 0 , 

in cui s’ intende che ciascun radicale rappresenti indiflerentemente tutte le 
determinazioni di che esso è capace. Ponendo 

v* = a; — 1 , z* = x-j-l , 
detta equazione si cambia nell' altra 

X — v-i-z= 0 , 
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e cosi , eliminando v e < tra quest' ultima e le due precedenti equazioni, 
s’ otterrà un’ equazione in x del tutto scevra di radicali, essendo che i me- 
todi generali d’ eliminazione non ne introducono ne' risullameoti successivi. 

L' eliminazione si esegue agevolmente nelt’ esempio attuale; in effetti pren- 
dendo il valore di y dall'ultima e sostituendolo nella prima y* = ae — 1 
si ottiene 

s’-{-2xi+x’ — T+t = 0 ; 

indi si eliminerà a tra quest'equazione e l' altra per via dell’ope- 

razione del massimo divisor comune, e l'equazione finale; senza alcuna ra- 
dice estranea , sarà 

X* — 3x’-|-8a:*-|-a:’-f-7x» — = 0. ; ' 

442. I metodi generali d’eliminazione sono talmente complicati che con- 
vien quasi sempre cercare di evitarli. Il caso io cui l’ equazione contiene 
un radicale soltanto sì è presentato nel n.’ 424, ed abbiamo allora veduto 
che la si Taceva sparire. Mando in un membro, ed elevando quindi entrambi 
i membri alla patema dinotala dalV indice del radicale. 

Questa regola pertanto ha bisogno di qualche dichiarazione. D’ ordinario, 
nell’ elevare i due membri d' un’ equazione a potenza, essa acquista nuove 
soluzioni ; cosi , per esempio , se s’ abbia l’ equazione oa:’ -f- b = ex e la 
si elevi al quadrato, è chiaro che la nuova equazione (a*'* -|- 6)* = c’x’ 
avrà non solo le radici della proposta , ma quelle ancora dell’ equazione 
= — ex. Laonde, resta ad esaminare se la regola qui innanzi data per 
fare svanire un radicale, non faccia acquistare all’ equazione un’ estensione 
a quella che naturalmente le ennviene. 

Poniamo die, dopo aver trasportato il radicale nel secondo membro l’ equa- 
zione sia 

[t] x=^'T, 

essendo X ed Y due funzioni delle incognite : elevando alla potenza n.ma, 
si ha 

[2] X* = Y , ovvero X* — Y = 0. 

Il radicale v Y può rappresentare indifferentemente ciascuna sua determi- 
nazione ; ma quale che sia quella che si considera, tutti i valori delle in- 
cognite i quali soddisfanno alla [t] non potrebbero non soddisfare alla [2]. 
Resta ora a provare che la reciproca di questa proposizione sTa parimen- 
te vera. 

Avendosi V equazione **— A = 0, e dinotando con A', A", A'". . . gli « 
valori di y A, devesi avere ancora (591). 

ar—k = {x— A') (x — A") (x — A'") . . . 

Or potendo in quest' equazione identica rimpiazzare x ed A con due quan- 
tità qualunque; cosi dinoteremo con Y', Y", Y"', ec. le » determinazioni 

del radicale y Y, e porremo X, Y', Y', Y ec. in luogo di x, A, A', A", cc., 
con che avremo 

X-- Y = (X — Y') (X — Y") (X — Y'») . . . 
c quindi non si può soddisfare alla [2] se non ponendo X = Y', o X = Y", 
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Q = Y"', ec- Or queste ^aric equazioni altro non sono che la [I] quando 

vi si ponjiia surcessivamenle ciascuna delle delerniinaziooì di y quindi le 
soluzioni di quest’ equazione soW> le sole che contenga la [2]. 

La spiegazione precedente ci mostra, nel tempo stesso, come avvenga die 

qupst'ullima equazione acquisti maggiore estensione, quando il radicale y Y 
rappresenta siieeialmente una delle n determinazioni di che è capare, come 
avverrelibe , per esempio , nel caso in cui aver dovesse un valore reale e 
positivo. 

Uò. Quando un’ equazione racchiude più radicali , non si può, in gene- 
rale, lar successivamente svanire ciascuno di essi con la regola precedente-, 
perocché nel caso in cui ve ne ha due, si è già veduto che l’ operazione 
che la svanire uno de’ radicali , porla seco nell' equazione più quantità ra- 
dicali che prima non v’ erano. Per esenqiio , se abbiasi 

X -p ^ Y = C^Z, 

e” si elevi alla quarta potenza , il secondo radicale svanisce col fatto , ma 
le potenze del primo, sino alla quarta, compariscono nell’equazione risultante 

x*-f 4x>y Y + 6X'(t^Ty+ 4X(^Yy+(v'’vy=z. 

■4i4. Però quando l' equazione non racchiuda che due radicali , 1’ un dei 
quali sia del secondo grado , si può , con questa regola , farli sparire en- 
trambi, purché si cominci da quello di grado più elevato; perché, in que- 
sto caso , le potenze d’ un radicale quadrato non riproducono nuove quan- 
tità radicali. Abbiasi , per esempio , l’ equazione 

X+ t/Y= ^Z-, 

c s’ avrà successivamente 

(X+l/Y> = Z, _ 

X’-p 3 X‘Ky -p 3XY Y l/Y = Z, 

X’+ 5XY — Z = — (3X*-p Y) K y; 

•(X'-p 3XY — zy = (5X'-P Y)*Y 

445. Se fi' abbia un’ equazione della forma 

\ = V\ -k-Vz, 

si può , invece d’ isolare uno de' radicali , elevare immediatamente l’ equa- 
zione a quadrato , e si ha 

X*= Y 4- Z-p 21 /yT;^ 

X* — Y — Z=2KY^ 

(X* — Y — Z)‘ = 4YZ. 

44G. Tratteremo anche q'iii un caso particolare, in cui v'ha due radicali 
cubici , che si tanno agevolmente svanire. Sia 

X ^VZ: ■ ' . , 
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elevando a cubo sì ha -< 

X* === Y + Z + 5(l/r)'l/Z +3 1/Y (l/z)*, 

X»— Y — Z = 3 l/Yl/z(^V+ 

e rimpiamndo Y + y ^ «"on X , ed elevando a cubo , s avrà un equa- 
zione senza radicali , cioè : 

(X«— Y — Z)» = 27X>YZ. 

»■ 

' - CAPO XVIIF, 

Risoldzionr delle equazioni numebichb. 

Radici commensurabili. 

447. In mancanza di melodi per risolvere l’ equazione generale di cinseun 
grado (122) lo scopo che dobbiamo ora aver di mira è quello di far cono- 
scere i procedimenti co’ quali si’ determinano , sia esattamente sia per ap-* 
prossimazione, lé radici delle equazioni numeriche, cioè di quelle equazioni 
che hanno per coeflicienti de’ numeri dati. I.e radici possono essere reali o 
immaginarie^*, e tra le reali ve ne possono essere eziandio delle commen- 
surabili , per trovare le quali v’ ha delle maniere semphcissìme di calcolo, 
e che qui ci faremo ad esporre. 

448. Proponiamoci da prima di trovare le radici commensurabili intere. 
Sia l’equazione 

[1] Ax'-J-nar’-f-Car-f-Dr-l-E = 0 , 

nella quale supponiamo che i roelTìcienli sieiio interi. Dinotando con a una 
radice di quest’ equazione , devesi avere 

Ao«-l-Ba*-l-Co*-l-Do-f-E = 0 , 

donde si deduce 

— = — Aa’ — Bfl* — Co — D. 
a 

Or il secondo membro è intero , dunque a è divisore di E (123) e quindi 
si vede che si potrebbero scovrire le radici commensurabili Intere , sosti- 
tuendo successivunientc nell’ equazione tutti i divisori dell' ultimo . termine, 
sì positivi che negativi. Ma quando questo termine ha molti divisori, que- 

« ' 

(123) Questo dltetlo di metodi di che intende qui psrltre VA. st« nel non potersi 
esprtmere le radici d' un' equazione qualsivoglia per mezzo di formale, funzioni dei 
coefficienti dtll n stessa equuiione, come eppunlo avviene per quelle del eecondn urado. 
E comunque per quelle del terzo e quarto grado a' abbiano di siffatte forinole ( v. 
innanzi o. 551 e seg. ) pure perdili esse caouno in difetto in qualche caso partico- 
lare, si può dire che per le sole equazioni del secondo grado si possegga una riso- 
luzione generale che può dirsi atgrbrira BcffIM il primo , indi aikl dimostrano 
essere impossibile, al di lò del quarto grado, potersi più esprimere le radici d'una 
cquaziune in funzioni de’ suoi corfllcienli, ossia, in altri termini esaere impossibile 
la risoluzione generale d’ un’ equazione. Per siffatta ragione i matematiri , e prima 
è dopo V importante teorema del RtiSriM si $uiiu ingeitnaij a trovar de' metodi onde 
determinare le radici d’ un' equazione numerico per altro , sieuu case vummensura- 
bili n pure ineuiiimensurabili. 

(123) Il che d'sitronde si sapeva , perchi il lermioe nota è il prodotto di luita 
la radici ( u. 392 ). 
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Sto andamcnlo di calcolo esigerebbe un gran numero di sostituzioni (tS4); 

(124) Ptriendo dii principio già dimostrnto elle se a è ridice d’ nn’ eqotiione, il 
«DO primo membro è diriiibiio eiitumente per x — a , li po6, inreee delle eosti- 
lozione, operir la diriaione, seKoeodo ani regoli che ficilmeole si ine dal le ileieo 
reiezioni che esistono In i coefficienli del dividendo e quelli del qoazienle nel esso 
delli divisione d'uo polinomio per nn binomio delln formi precedei U. Sii pertinto 
[i] Ax-+ IJx"-'+ Cx— . . . -ffix+ll = 0 

nn’ equazione qnslnnqne. Si divida il ano primo membro per s — a, essendo a no 
Damerò qoalunqae . e si dinoti con il resto con B il resto : mentre II quoziente , 
dovendo essere del grado m — 1, lo rippreseoteremo con Nx*^'-r- 
Tx -l- D f ed avremo ideniicimente 

A.r"+ Bx— + Cx"-*+ . . . + Gx + U = 

(x _ a) (Nx—' + l*x- ■+ Qx"-'+ . . . Tx+U;+R ; 

3 niodi esegnendo I». mpiiiplicizioie, ed egnagliindo i coefficienti delle elesse potenzi 
i X , secondo li noti il n. 383 , avremo le diverse ngosglianze 
[S = A, P= Na+B, Q = ra+C... 
lIz=Tfl+G, B = l!a+H-, 

dalle qosli ti vede che i coefficienti del quoziente ed il resto si desnmooo l' nn dal- 
l’ litro roo la stessa legge, cioè ciatcun tot/peientt del quotiente è uguale alla somma 
del eotffieienle del termine precedente moltifilicato pel eeeondo termine a del dici- 
tore , preso eoi segno camiiata e del eoeffieiente del termine dello tteseo ordine nel 
dicidendu. Secondo qneiia regala s' ottien sobito il quoziente ed il resto senza segnira 
li metodo ordinario della divisione: cosi ti ha 

Dividendo 3x4 — 2x* — x> + 8x + 12 JWntsors a: + 2 
_ti -pie — 30.fSO 

Quoziente 3x^ — 8x» + 15a> — 28 |lià Desto. 

A partire dal secóndo termine del quoziente, si è moltiplicato quello 3 del primo 

her 2 del secondo termine del divisore preso col segno cambiato, ed il prodotto — 6 

si è scritto sotto H coefficiente — 2 del secondo termine del dividendo, al quale coef- 
ficiente, secondo la regola , devesi aggiungere il — 0 per formare il coefficiente — 8 
del secondo termine del quoziente ; e cosi per gli altri termini e pel resto. 

Questo mezzo semplicissimo di eseguir la divisione, ci fa agevolmente riconoscere 
se un nnmero a sia radice dell' equazione [tj, nel qnal caso, come si sa il resto R 
dev’ es^er onllo. Ma esso può giovare precipuamente nella ricerca delle radici mnl- 
liple, cioè di quelle che son più volte ripetute nell' equazione; cosi prendendo ad 
esempio 1' equazione 

[ 2 ] icS — 6x4 + 15x> — 26x»-t-36x — 24 = 0 

e volendo conoscere se x = 2 è ridice , si fsrà la divisione per x — 2 , seguendo 
la regola precedente ; indi volendo sapere ancora se 2 è una radice più volle ripe- 
tuta SI dividerà nnovsmenle il quoziente per lo stesso divisare x — 2, e cosi conti- 
nuando si troverà che la divisione riesce esatta per tre volle, e perciò 2 è una ra- 
dice tripla della [2]. Ecco il tipo del calcolo 

Dividendo x* — 1«4 + ISx’ — 26xv + 3Sx — 24 x — 2 Divisore. 

+ 2 — 8 -p li —24 +24 

d.» Quoziente x*— 4x3+ 7x>— 12x + l2 |_0_ f." Desto 

+ 2 — 4 +6-^12 

2.® Quoziente x» — 4x^-t-3x — 6 Detto 

-+4 -+- 0 6 

ó.® (?«osients x‘ +-0x + 3 | 0 J ° Detto 
-I- 2 -M 
x + 2 

Si noti come nel terzo quoziente si i messo il termine in x moltiplicato per lerOp 
perebè la regola richiede che il dividendo sia sempre complelo. ' 
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allora s’ abbrevia il calcolo men^ nuove condiùoni, le quali si traggono dal- 
rullima eguaglianza. 

£ 

Facciasi ~=E', si trasporti D nel primo membro, e dividendo per a, 


s’ avrà 


E'+D 

a 


— Ao*— Bo — C ; 


quindi la somma E'+D dev’ esser divisibile per a. 

Si faccia 5-i£=D', si trasporti C , si divida nuovamente per a e ot- 
terrassi 


D'+C 


== — Ao — B ; 


v 

quindi la somma D'+C dev’ esser divisibile per a. 

Facciasi nuovamente — ^ = C', e trasportando B e dividendo per o, verrà 


C'+B 

a 


I D 

Finalmente facendo - " - = B', e trasportando A , emergerà 

B'+A = 0, 


cioè la somma B'+A dev’ esser nulla. 

' Mancando una qualunque delle precedenti condizioni, il numero a non sarà 
radice dell’ equazione data •, e per contrario sarà esso una radice se tutte 
sono adempiute , perche , allora , rimpiazzando successivamente le lettere 
B', C . . . con le quantità da esse rappresentate , si potrà risalire dalf egua- 
glianza B'+A = 0 sino alla [2]. 

Laonde dal fio qui detto si raccoglie, che, dopo aver preparata un’equa- 
zione in modo che tutti i suoi' coefficienti interi ( ed allora il primo termine 
può essere diverso dall’ unità (435) ) , le condizioni alle quali si riconosce 
essere un numero intero radice d’ un’ equazione sono le seguenti : 

Il numero deO' essere un divisore deW ultimo termine; al quoziente aggiun- 
gendo il coefficiente del termine precedente in x la somirui dev’ esser divisibile 
per lo stesso numero ; a questo secondo quoziente aggiungendo il coefficiente 
del precedente termine in x', la somma dev esser pure divisibile per lo stesso 
numero ; e cosi appresso , sino a che non s’ arrivi ad aggiungere il coeffi- 
ciente del primo termine delt equasione alT ultimo quoziente, e quest’ ultimo 
dece risultare eguale a zero. 

449. A queste condizioni altre ancora se ne possono aggiungere , quali 
sono state indicate da Newton, e che passiamo ad esporre. 

Es.sendo a una qualunque radice dell’ equazione ec. = 0 , il primo 
membro di quest' equazione dev’ esser divisibile per x — • a -, in guisa che 
dinotando con X questo primo membro e con Y il quoziente, devesi avere 

X=(® — o)Y. 


Se a è radice intera ed X racchiude coefficienti interi, lo stesso ne sarà di 

' I 


(12S) Ha si poò ancora traiforinare in modo rcqnszioae che insieme alla condi- 
zione di essere interi i coeffleienii di tulli gli altri lermiai dopo il primo , questo 
abbia per coefficiente ruuiU ( vcd. nota al n. 40o ). 
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Y ^ perdiè la divisione x — a non pub dar luogo a termini iVar.ionari nel 
qiio/.iente, essendo che il primo termine del divisore ha per coefficiente l’unità. 

l’usto ciò, facendo a; = +1, il fattore x — a diviene — (o — 1), e d'al- 
tronde è manifesto che X ed Y prenderanno de' valori interi ; dunque te a 
é una radice intera , sostituendo 4- 1 in luogo di x, il risullamentn dee’ es- 
ser divisibile per a — t. Allo stesso modo si può dimostrare che la sostilu- 
sione di — 1 in luogo di x deve rendere il primo me irAro dell' equazione di- 
visibile per a-f-t. 

Son queste le nuove condizioni in virtù delle quali si potrà gindicare, sin 
da principio, che certi divisori dell’ ultimo termine sono radici dell' equazione. 

Si osservi che i risnltamcnti della sostituzione dì 4 - 1 e — 1 nell' equazione 
s'ottengono con addizioni e sottrazioni che si eseguono su gli stessi coeffi- 
cienti dell' equazione. 

4 .'>U. I)a ultimo facciamo , fin da ora -, osservare che se si conoscessero 
due nunuM'i tra i quali fossero comprese tutte le radici reali dell’ equazio- 
ne, dovrebbero essere esclusi tutti quei divisori dell' ultimo termine, i quali 
eccedono questi limiti. Della determinazione di siffatti limiti , se ne terrà 
discorso più innanzi. 1 

A 51 . Come esempio della precedente teorica, proponiamoci di trovare le 
radici intere dell’ equazione . 

2 x>— I 2 x'‘ 4 -I 3 x — 15 = 0 . 

Dopo essersi assicurati che nè 4- 1 nè — 1 sono radici dell’ équazione , 
si scrivano sopra una linea orizzontale gli altri divisori dell' ultimo termine, 
e si applichi a ciascuno c nel tempo stesso , la regola del n.' 4 à 8 . li tipo 
del calcolo è quale qui appresso si vede. 


- 

4 * 

+ 

+ 13 , 

- 3 , 

- 5 , 

-lo, 

Quozienti 

- 5 , 

- 3, 

- 1 , 

+ », 

+ 3 , 

+ 1 , 


+ 

4-10, 

4-12, 

+ 18 , 

4 - 16 , 

+ l'I, 

Quozienti 

• 

+ 2> 

• 

- 0, 





-10, 


- 18 , 



Quozienti 


- 2, 


+ 6, 





0. 






La prima linea contiene ì divisori si positivi che nativi dell' ultimo ter- 
mine — 13 -, e la seconda i quozienti di questo termine per ciascuno dei 
suoi divisori. 

La terza è formata aggiungendo ai quozienti trovati il coefficiente -f 15 
del termine -{- lux-, e la quarta, divìdendo queste somme pei con'ìspondeuti 
divisori. Le divisioni che non possono esattamente eseguirsi indicano che i 
divisori 4- 3 , -f 15 , — 3 , — 15 non sono radici dell’equazione. 

La quinta riga si forma aggiungendo agli ultimi quozienti il coefficiente 
— 12 del lermiue — 12X’, e la sesta, dividendo le novelle somme pe’ cor- 
rispondenti divisori. Questa priiova non esclude alcuno de' divisori rimasti. 

In line I' ultima riga è formala aggiungendo agli ultimi quozienti il coef- 
ftcienlc 2 del primo termine 2x’; c poiché si trova zero solo per la colunna 
del divisore 5 , se ne conchiude che questo numero è la sola radice intera . 
dell' equazione data. 

In (|uest' operazione non abbiam tenuto conto delie condizioni indicate nel 
■ 4 -lt) , e volendo servirsene si opererà come segue. Sostituito -|- 1 nella 
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equazione data si ha per risullaniento — 12 ^ e poiché questo numero non 
è divisibile nè per tS — 4 , nè per — lo — 1 , se ne oonchiude imraedia- 
mente che nè + IS^ nè — 15 possano essere radici della proposta. Similmente 
sostituendo — 1 si ha per risiiltamento — tó, e poiché questo numero non 
è divisibile nè per 5+1 nè per — 6+1 , se ne conchìude che nè + 5 nè 
— 5 possono essere radici. In tal modo isoli divisori che restano a uicIUtsì 
alla prudva sono +5 e — 3. 

Osservazioni. Conosciuta la radice x = 6, si può divider l’ equazione data 
per X — 5, é S’avrà il quoziènte — 2j;+5 = 0, che dà a* = ^ 

in questo modo la proposta è completamente risoluta, e le sue tre rudici sono 

x = 6, a:=++ iÌ/ — 5, x=i — ^1^—5. 

Se r ^nazione data Ibsse mancante di qualche termine, sarà d’ uopo ren- . 
derla prima completa ^ aggiungendovi i termini che mancano , uioltiplicali 
per zero-, per conseguenza i quozienti ai quali questi coelllcienti devono es- 
sere aggiunti^ si divideranno immediatamente pe' corrispondenti divisori. Si 
vedrà più innanzi (1.66) un esempio di questo caso. 

462. Il metodo ota esposto non ci Ta vedere quante volte una stessa ra* 
dice possa trovarsi ripetuta nell' equazione ; e per saper ciò, il mezzo che 
si presenta il primo quello si è di divider l’equazione pe' l'attori corrispon- 
denti a queste radici , presi ciascuno una sola volta , ed esaminar quindi, 
sia con la sostituzione immediata , sia con la regola del n.° 44S , se que- 
ste radici apparlengan pure all' equazione risultante. Su ve n’ ha qualcuna 
che la verifichi, essa è ripetuta almeno due volle nell'equazione data. G 
continuando a (are la medesima pruova si può conoscere se ve ne sieno delle 
ripetute tre volle , e cosi appres.so. 

Trattandosi di saper soltanto quante volte una radice commensurabile a 
si trovi ripetuta nell' equazione , giova osservare che quello stesso calcolo 
che ci ha fatto trovare questa radice fa pure conoscere ,i coetflcienli della 
equazione risultante dalla divisione per x — a. E per fermo, i quozienti in- 
teri de' quali è detto nel n.° 418, presi col segno contrario e in un ordine 
inverso , sono 

A, Aa+tl, Aa*+Ba+C, Ao’+na*+Ca+D. 

Or, richiamando I' esposto alla fine del num. 390, si vede che queste espres- 
sioni sono i moltiplicatori delle divei-se potenze di x, nel (pioziente cheot- 
tiensi , dividendo per x — a il primo membro dell’ equazione (1). 

Nell’esempio del n." 431, si è trovato che x = 5 è una radice; e (quo- 
zienti corrispondenti, che si trovano nella tavola del calcolo l'atto, presi con 
st^ni contrarii e in ordine inverso sono +2, — 2, +5 : laonde la divisiono 
dell’ equazione per x — 5 darà 2x' — 2x+3 = 0. E poiché non è verificaf.i 
per X = 3, se ne conchiude che questa radice si trova una sola volta nel- 
r equazione data. 

La stessa quistione si risolve ancora per mezzo dei polinomii derivati. In- 
fatti , si sa (115) che se un’equazione X = 0 contiene il fattore (x — o)", 
il polinomio derivato X' deve contenere (x — o)*“' ; e quindi il polinomio 
X", derivalo di X' deve contenere (x — o)"—’, e cosi appresso. Laonde il 
numero di equazioni X = 0, X'=0, X" = 0,.. . che saranno verificato 
dallo stesso valore x=a indicherà quante radici eguali ad a ammette la 
equazione X = 0. (126). 

(136) Riesce più tgevole il cercsre se una radice sia mallipfii , operando come si 
fece vedere alla fine della nota 123. 

Fuurcy Algebra. 11 
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Nella ricerca in discorso, si poità tener presente l’ osservazione che segue, 
e della quale il lettore potrà lacilmente darsene da se una dimostrazione : 
se una radice intera a entra n volte in un’ equazione a coefficienti interi, 
della forma ec. = 0, l'ultimo termine dovrà esser divisibile 

per o", e i termini precedenti, in x, x', . . . x"-‘ debbon essere rispetti- 
vamente divisibili per o*— o. 

4K5. Dopo d' aver trovate tutte le radici intere si eguali che disuguali, 
si può abbassar di grado la proposta equazione, e se l' equazione risultante 
ammetta ancora radici commensurabili, esse devono essere frazionarie. Oc- 
cupandoci ora di queste ultime, dichiareremo primamente il principio sul 
quale è fondata la loro determinazione, e che si enunzia cosi : te il primo 
termine d' un’ equazione ha per ceeflkiente t unità , e te gli altri termini 
hanno per coefficienti numeri interi, quetf equazione non può avere altre ra- 
dici commenturabili , che tolo quelle esprette in numeri interi^ 

Sia , infatti , I* equazione 

a:-+Px«-'+Qx— »+ 1-Tx-f-U = 0, 


ove P, Q. . ., T, U sono coefficienti interi. Sia inoltre ^ una frazione, che 

può sempre intendersi irreducibile , c se essa è una radice dell* equazione 
data , dovesi avere 



A«-i + ^ hm-* + • 


+t“ + ii=o. 


e da qui moltiplicando per 6"^', si deduce 

^ = — Po"~' — Qo"“’ò . . . — Ta6"“* — 
0 


Or , essendo a e 6 primi tra loro , il primo membro di quest' eguaglianza 
è una frazione irreducibile, mentre che il secondo è un numero intero j dun- 
que r eguaglianza è impossibile , nè però vi può essere alcun numero fra- 
zionario che soddisfaccia I' equazione data 
A5i. Quando da un’ equazione sonosi fatti scomparire i denominatori , e 
il coefficiente del primo termine della trasformata non è l’ unità, si può sem- 
pre ottenere che questo coefficiente sia I , facendo F incognita \ eguale ad 
una nuova incognita divita pel coefficiente del primo termine (121). 

È chiaro allora che tutte le radici commensurabili della trasformata cor- 
risponderanno a quelle anche commensurabili della proposta ; e poiché la 
trasformata , pel principio precedente, non può averne commensurabili, al- 
triroentì che intere, queste si determineranno con le regole già innanzi spie- 
gate , e quindi se ne dedurranno le commensurabili della proposta. 

Per mostrare direttamente come si ottenga la predetta trasformata , po- 
niamo che l'equazione data sia 


Ax"-|- Bx"~'-f- Cx’*~‘+ ec. = 0. 
essendo A, B, C . . . numeri interi. Facendo x = ^ , 


si ha 


Ay B»«-' 


Cy""* 

f-fc + ec. = 0, 


ovvero , moltiplicando per 

A 

-yq. By-'+ ec. = 0 •, 


(1S7) Vcd. nota al n. 400. 
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e da qui si vede che il cocfiìcìeote j/" diverrà eguale ad 1, egli altri cuef- 
ficienli saranno numeri interi , prendendo 2 = A , come appunto prescrive 
la regola. 

Del resto cotesta regola rientra in quella del n. 400 ; e qui pure giova 
osservare che si può in certi casi particolari scegliere per 2 un numero mi* 
nore di A , il che darà una trasformata i cui coefficienti saranno ancora 
essi più semplici. 

45o. Porremo termine a quest' argomento , cercando tutte le radici com* 
mensurabili dell' equazione 

' 4*‘ — llx'-f-’ix — 6 = 0. 

Si potrebbero primamente cercare le radici intere •, ma non essendo nu- 
meri troppo grandi i coefficienti , sarà meglio trasformare immediatamente 
r equazione data in un' altra , che abbia per coefficiente del primo termine 
l'unità , e quelli degli altri termini sieno interi', e però, seguendo la re- 

y 

gola generale dovremmo porre x = ^ ^ ma è facile scorgere che si può fare 

y 

più semplicemente x = ^ e verrà 

y‘ — tlir’+ iiy — 24 = 0. 

Or quest’ equazione non potendo avere per radici che nnmeri interi *, dopo 
essersi direttamente assi> orati che +1 e — t non possono essere radici, 
si applicherà ad essa la regola del n. 448, disponendo il calcolo, come qui 
appresso sì vede : 

+ 3,q.3,.{.4,+ «,+ 8. + U.+SJ,— 2,— 3.— 6,— 8,— 12,— 24. ' 

Quozienti —12,— 8,— 6,— 4,— 3 — 2,— l,q-12,-h 8,-P 6,+ 4.+ 3,-f 2.+ I, 

+ 2,-t-6,*t-8.-|-10, 4-11,4-12,-1-13, + 26, + 22, -+-20, +18.+17, + 16, + 1», . 
Qaoxieoii-+ l, + 2, + 2, * * + t. ' — 13, * — 8,— J, * 

—10,— 9,— 9, — 10„ —24, —16,— 14, 

Qaozienii— 8,-3, * * +12, + 4 , ' 

Quozienti • —1, — fi, — 1 , 

0, * 0. 

Ai quozienti della sesta riga bisognava aggiungere il coefficiente di y' ; ma 
poiché questo coefficiente e zero, si .sono ìmmedialanicnte divisi i detti quo- 
zienti per i corrispondenti divisori. Volendo applicare all' etiuazione in y la 
regola del n.* 449, dovrebbesi sustilitire -|-t in quest’ equazione, il che dà 

— 29, e quindi escludere tutti i divisori dell’ ultimo termine, i quali di- 
minuiti di 1 non dividono — 20; in questo modo rìinangoiiu i soli divisori 
4-2,4-3.-|-6 — 5, — 4. Soslitucnilo parimente — t nell' equazione , si ha 

— 48, e cosi si vede che da questi divisori rimasti conviene escludere an- 
cora 6 , perchè questo numero , aumentato di 1 , non divide — 48. I soli 
divisori, pertanto, che restano a mettersi alia pruova sono-f-2, -j-3, — 5, — 4; 
e con ciò il calcolo precedente si rende ass;ii più seniplice. 

Finalmente riconosciuto che s'abbia che 4- 5 e — 4 sono radici dell’ equa- 
zione, se ne dividerà il primo membro pel prodotto (y — 5) (y-|-4) e s’avrà 

j/’— y+2 = 0, donde si trae y = 4Hi4^^ — f. 

Pertanto , conosciuti.! quullru valori Ui y, la relaziono | darà quelli 
di X , cioè 

x=3 , x = — 2, x= J ± 
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Limili delle radici dette eqttaxiotii. 

4 

456. Il metodo che serve a trovare le radici commensurabili a rigore par- 
lando , altro non è che una serie dì tentativi, talmente coordinati da esser 
sicuri di trovar tulle le radici di questa specie , che una data equazione 
possa ammcllere. l'or tentativi ancora si otterranno i valori approssimati 
delle radici incommensurabili*, e per stabilire delle norme che debbono gui- 
darci in tale ricerca, la prima questione di che andremo ad occuparci sarà 
quella d' assegnare de' limiti alle radici , cioè di determinare due numeri 
tra' quali sono comprese tutte le radici positive dell' e<iuazlone, e due altri 
ira' quali soo comprese tutte le radici ne(;ative. 

4o7. l’roponiamoci primamente , di determinare un \imile superiore delle 
radici prititire. 

Sia il primo termine ed N il massimo coeflìcienle negativo d' un'equa- 
zione data X = U. Si l'accia inoltre 


X. = J-— N(x—'+a:— 


f la parte positiva di quest* espressione non è maggiore di quel che è iq 
X , come la parte negativa non è minore. Or, egli è agevole assegnare ad 
X un lai valore x = 1 , a partire dal quale tutti i valori maggiori rende- 
ranno X,. positivo; quindi, con più ragione, tutti questi valori renderaono 
positivo X Laonde, a partire da x = l nessun valore yi sarà che annulli 
X , e per conseguenza si può prendere l pel limile richiesto. 

Pfr deleripinarq il Valore di questo lipiite ( osservergmo clic (55) 


p quindi sarà 


x*— t = (r — 1) (x"*-'-hx"-*-|-...-(-x-|- 1), 

X 1 a:- _ _xt»-l-N)-pN 

' X — t X — t 


Sotto questa forma scorgesi immediatamente che X, sarà positivo se x=N-j-4, 
oppure x>X-|-l ; laonile *' nrrd un limile superiore delle radici positive^ 
aumentando d’ un unilà il massimo coelficiente negalico delC equazione posi- 
iivawciile preso, Losi per 1' equazione 

ft] x’-p8x»-|-2x»— tOx*— 40x’+t0x*— 14x — 100 =0 
si ha I = tot. 

458. Si può ottenere un limite ancor più ristretto quando si tìen conta 
del posto che occupa il primo termine negativo , che s’ incontra a partire 
dal primo termine dell' equazione, tn elTetli sia x”*" * questo primo termine 
che ha un coetlìcienle negativo, si dinoti tuttavia Con N il massimo fra lutti 
i coelTicienli negativi , e pongasi 

X, — X” — X(t"-'+x''^’’“' + .-..-I-x + 1) 

p si ragioni su quest’ espressione X, , eome si è fatto per f altra X,. Pri- 
mamente si ha 

Y X(x'"“'+' — 1) x”'~''+'fx'^~'(x — 1) — Nl + N 

• — ■’ 

e quindi se ne conehiude che X, sarà positivo se si prende per x un va- 
lore maggiore di 1 , e tale che 

xr— («■ — !) >N. 
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Queste coDdizioni saranno soddisiatte se si trova per x nn valore ma^ioro 
di t , elio soddisfaccia all' equazione (*— — t) = N, o, ciò che è 

lo stesso alla seguente 

(a:-iy = N, 


dalla quale si deduce , col fatto , per a; nn valore maggiore di 1 , c che 
è X = y/ iN + 1 . 

Pertanto si può stabilire la seguente regola; quando il primo termine di 
equazione e seguito da altri termini ancor essi positivi, si prendati mas- 
simo fra i coefficienti negativi, che posson venir dopo, e se n' estragga la ra- 
dice di quel grado che è dinotato dalla differenza tra il grado dell' equazione 
q quello del primo termine negativo; indi a questa radice s' aggiunga l'unità, 
e la somma sarà un limite superiore delle radici positive. 

Quando il primo termine negativo succede immediatamente al primo ler- 
piìne dell' equazione , questo limite coincide con quello del numero preccr 
dente; ma se vien dopo molti altri termini positivi, ed il coefficiente N sorr 
passa di molto l'unità, il detto limite sarà più ristretto. Per esempio nella |'1] 


esso è 1 -f \/ toc ovvero 6 , che è molto minore dell’ altro 101 dato dalla 
prima regola. 

4.^9. Coleste due regole sono d’ un’ applicazione facile e pronta; ma poi- 
rliè esse danno quasi sempre un limite troppo lontano , sarà da preferirsi 
1’ andamento che qpi appresso passiamo a dichiarare. 

Sup|X)niamo primamente che la data equazione \=0 sia composta da una 
serie di termini positivi , 'dopo i quali vengiin termini tutti negativi , e di 
grado inferiore ai primi. Sieno Y il complesso de’ termini positivi e — Y' 
quello de’ termini negativi, e siq x' la più piccola potenza di x contenuta 
;n Y; sarà 


X = Y-Y' = xY-— -V 


Pei due termini in parentesi il primo è intero ed il secondo frazionario ri- 
spetto ad X, e perciò ; facendo crescere x a partire da un valore positivo 
qualunque deve aumentare, o almeno rimaner costante, se Y e un mono- 
mio, mentre il secondo deve diminuire. Quindi allorché un valore iwsiliva 
^ = l renderà positivo il polinomio X , ovvero Y — Y', ogni altro valore 
più grande darà risultamonti pure positivi, anche che i detti valor; crescano, 
all' infinito. Al di là di x = f non vi sarà alcun numera che possa annul- 
lare Y — Y', e per conseguenza l sarà un limite superiore delle radici po- 
sitive dell'equazione. Da ciò si raccoglie che se si sostituiscono in X, in- 
vece di X, de’ numeri positivi crescenti sino a die s’ abbia un risultamcnto, 
positivo il numero che darà questa risultamento sarà il limite cercato. 
Poniamo ora che l' equazione contenga teripini positivi uniti comunque con 
termini negativi ; sarà sempre possibile considerare il primo termine della 
equazione come positivo. Rimettiamo i termini positivi che possono trovarsi 
innanzi al primo termine negativo , facciamo astrazione degli altri termini 
positivi, e paragoniamo questa somma a quella de' termini negativi. Ii>qiie>. 
sto modo, il ragionamento precedente prova che s’otterrà un limite siiiie- 
riore delle radici positive, determinando un valore positivo di x, tale da 
rendere la prima somma snperiore alla seconda ; il che s’ ottiene facilmente, 
[wstiluendo, invece di x, de’ numeri crescenti, a partire da zero. 
h(cl caso in disamina , ove i termini positivi c negativi trovausi comun,- 


% 
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qiie disposti , si potrà spesso dividere il primo membro dell'equazione in 
|)iù parti, in ciascuna delie quali si baderà a mettere uno o più termini po- 
sitivi, seguiti da termini negativi di grado inferiore- .^llora, ciascuna di que- 
ste parti si troverà nel caso antecedente, e si potrà, con successive pruove, 
determinare un valore positivo a partire dal quale tutte queste parti risul- 
tino positive. Spesso ancora vi saranno diverse maniere di eseguire la divi- 
sione de' termini dell* equazione, in modo da esserci diflerenti limiti *, sempre 
però si starà al limite meno elevato. 

In qualunque caso è da osservarsi non solo che il limite al quale si giun- 
ge gode della proprietà che i numeri maggiori di lui, sostituiti nell' equa- 
sìone, danno risultamenti positivi; ma eziandio che questi risultamenti van 
crescendo all' infinito. La prima condizione è la sola necessaria perchè un 
numero sia limite superiore delie radici positive-, imperocché da un teorema, 
che più innanzi sarà dimostrato (46C) , risulta che ogni numero, supcriore 
alla più grande radice positiva , deve dare un risultamento positivo- 

Applichiamo il Qn qui detto all’equazione 

** — 5ar’ + 2a:* — 3ac — 8 = 0 

Paragonando il primo termine coi termini negativi , si considererà soltanto 
il polinomio x' — 3r> — 5x — 8; e fatto successivamente i = 0, 1, 2, 3, 4. 
si trova che x = 4 dà un risultamento positivo ; quindi questo numero può 
esser preso per limite. 

Ma il primo membro dell'equazione si presenta da se come la somma delle 
due quantità x' — 3a-’, e 2r* — 3* — 8, la prima delle quali s'annulla, e 
r allru risulta positiva per x = 3. Ciò basta perchè si possa prendere 5 per 
limile. 

' Abbiasi ancora l' equazione del n.° (435) 

[t] x’-t-8x* + 2x' — lOx* — 40x’+10x' — iix — 100 = 0. 

I 

Tra le diverse maniere di scomporre il primo membro, sceglieremo la se- 
guente: 

(x’ — 100) + (8x* + 2x’ — 1 Ox 40x>) + (1 Ox’ — 1 4x) , 

ovvero 

(x’ — 100) + 8x’(x’+ -^x’ — j X — 5)+ 10x(x — ^). 

E poiché ciascuna parie divien positiva per x = 2, questo numero, senza 
altro , è un limile superiore delle radici positive. Questo limite è più ap- 
prossimato di quello del n.“ 458. 

400. Newtom adoperava un andamento di calcolo molto commodo , col 
quale spesso s’ ottiene un limile più approssimato degli altri. Consiste que- 
st'andamento nel cercare un numero tale che togliendolo dalle radici dcirequ.a- 
zione data , ne risulti una trasformata con tutti i suoi termini positivi. In 
questo C.-ISO in effetti , detta trasformala , coni' è chiaro , non potrà essere 
stiddisfatia da alcun valore positivo (128) , e quindi il numero in discorso 

(ISS) Un tjutttiont chi ha tulli i termini politivi non pud avere radici poiilive: 
perché una snmint di quintili dello stessa segno non può esser mai nnlla. Da ciò 
segue che an' equaiione completa, e eoi termini alternativamente poticivi a negativi, 
non può otiers radici negativa ; imperocché ponendo in quest’ equazione, f{x) = 0, — x 
in lungo di X la trasformai] avrò le radici di segno contrario a quelle tiella proposu 
( n. 397 ) ; e poiché nella trasformata tutti i termini risulteranno positivi, rosi deua 
trasformata non potrò ammettere radici posiUve, e quindi la proposta non potrò am- 
netterDe negsiivf. 
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sorpasserà necessariamente la massima radice positiva della proposta. Dino- 
tando con ( un colai numero e con l[x) = 0 l'equazione data, si diminui- 
ranno di 1 le radici di quest’ equazione ponendo x =z l+y^ e s’ avrà la tea- 
sformata 

/C0+rC0y+ir'(0 y*+ r^r"(0 ■ y’+... +r = O-, 

e perchè tutti ì coefficienti dì quest’ equazione sien positivi , converrà tro- 
vare un tal valore di x che renda positivi i polinomi! /(x), f{x), irìjr), ec. 
È chiaro che si potrà prendere questo valore per quello di l. 

Posto ciò , essendo f{x) del grado m , f'{x) è del grado m - 1 , f"{x) 
è del grado m — 2, e cosi appresso, sino all’ ultima derivata che non con- 
tiene X, e che è essenzialmente positiva (129). La quistione pertanto si ri- 
duce a dover determinare , in primo luogo, un valore di x che renda po- 
sitivo il penultimo polinomio derivato, e ciò è sempre possibile, perchè esso 
è del primo grado , indi sì aumenterà questo valore fino a che esso renda 
positivo il polinomio precedente -, e cosi via via risalendo sino a f{x). Per 
maggior comodità in questo calcolo, s'adoperano solo numeri interi. 

Sia, per esempio, l’equazione 

af+x*— Àx ’ — 6x* — 7000* + 800 = 0 , 

e sarà 

l{x)— **+ — 4x’ — 6x* — 7000* + 800, 

^'(x)= 5x‘+4x’— 12x'— t2x — 7000, 
i /*'/(x) = t0*>+6x*— 12x — 6, 

•h- r"W) = f Ox’ + 4x — 4 , 

5x+l 

Immediatamente si scorge che quest’ultimo polinomio sarà positivo, facen- 
do x= t, e questo stesso valore rende positivo ancora il polinomio prece- 
dente ', ma non pure i("(x), il quale sarà positivo, facendo x = 2 ; e per 
rendere parimente positivo f(x) convien salire sino al valore x = 7, il quale 
rende positivo ancora /(x) -, e quindi si conchiude potersi prendere 7 per 
lìmite superiore delle radici positive della proposta. Secondo la regola del 
n.* 457, questo limite sarebbe 7001, e secondo l’altra del n.* 438 sareb- 
be K-\V 7000 , ovvero 84. 

Ottervazione. Si può generalmente provare che, in questi successivi ten- 
tativi , non si potrà giammai ricadere su qualcuno de' numeri messi alla 
pruova. Poniamo esempio che partendo dal polinomio di primo grado , ed 
elevandosi successivamente sino a /"(x), siesi trovato un valore x = 1, che 
renda positivi tutti i polinomii p'[x ) , f"'(x ) , .... Aumentando x, 

col porre x+k in luogo di x, ed osservando che i polinomii derivati sun-es- 
sivi di r'(x) sono , f""(x) . . . , è chiaro che f"(x) diverrà 

+p"(x)h+ìP"'(x '^'+. . . ; per conseguenza, resi che abbia, il valore x=i, 
positivi ì polinomii p'(x\ f"'{x ) . . . , ogn’ altro valore maggiore di l ren- 
derà pure positivo f '(x). Nel tempo stesso si vede che f"{x) cresce col cre- 
scere di X al di là di l. 

461. Finora si è discorso del limite superiore delle radici positive, come 
quello che è più importante, perchè serve a trovare tutti gli altri* Cosi vo- 

(IS9) Qaeil’ allimi derivili 4 essenziitmeote positivi , poiché è ipponto il coelB- 
ciioti del primo termine delti proposti. 
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icudo dclcrmmarc ud limilt inferiore delle radici positive, si ponga ^ = ~ 
nella proposta equazione, e si rappresenti con I il limite supcriore delle ra- 
dici positive della trasrormata. È chiaro che - sarà un quoziente minore 


della più piccola radice positiva della proposta •, in guisa che si può pren- 
dere questo quoziente pel limile richiesto. Nelle applicazioni , importa che 
questo limite sia il più grande possibile, è però si prenderà per / il limite 
più prossimo che si possa. 

Se altro scopo non s'avesse che d* ottenere un limile inreriore , diverso 
da zero , si conseguirà tosto dividendo F ultimo termine dell' equazione data 
per la gomma di quest’ ultimo termine e del massimo coefficiente , che i di 
segno contrario a detto termine. 

Sia , infatti , l’ equazione 


[A] 

e ponendo ^ = ^ 


ar” + Px"~' + . . . + Sa^ + Tx ^ U = 0, 
ed ordinando rispetto ad y , s* avrà 


r+iTTi y""‘+iTù!f’^+-+:irn»+3riì = o< 


U' 


Poniamo ora che nella [A] il massimo coeflìciente di segno contrario a di U 
abbia per valore assoluto R ; è chiaro che ^ sarà il massimo coefficiente 

D 

negativo della trasformata, si che può prendersi 1 = ^ +1 c, per conse- 
guente , -j = 1 conforme all’ enunziata regola. 

462. Si trovano i limiti delle radici negative, cambiando x' in — x nella 
equazione data -, imperocché, cosi facendo, le radici negative della propo- 
sta saran le positive della trasformala , e però trovando I limiti di queste 
ultime , con le regole precedenti , e cambiando loro il s^no ^ s’ avranno i 
lìmiti delle radici negative della proposta. 

465. Quando i termini d’ un’ equazione sono tutti dello stesso segno, nes- 
sun numero positivo, com’ è chiaro, può soddisfare all’ equazione, e quindi 
in questo caso non v’ha luogo n cercare limiti di radici positive. Neppure 
si debbon cercare limili di radici negative in un’ equazione , in cui tutti i 
termini di grado pari hanno uno stesso segno , e quelli di grado impari 
hanno il segno contrario •, imperocché é chiaro che, sostituendo un numero 
negtitivo qualunque nell’ funzione , tutti i termini diverranno dello stesso 
segno , e non potranno dare una somma eguale a zero (130). 

Sia completa o pure incompleta l’ equazione, queste osservazioni sono egual- 
mente vere (131). Però quando vi manca il termine noto, essa potrà avere 


(130) Ved. noia 127. 

(131) PerrhA un’ equazione Coi segni aUernativamenle positivi e negativi avesse la 
sue radici tulle pusitive, devo necessariamente esser compieta : cosi avendosi l'^equaztona 

x‘ — 3x‘+2x’ — 5x'’ + 7 = 0 

non può già dirsi che sol perebi ha segni alternii hi pare tolte le sae radici posi- 
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una o piu radici eguali a zero , tolte le quali , le osservazioni precedenti 
sussisteranno. 

464. Trattiamo in questo luogo d’ una proposizione che ha un intimo rap- 
porto con la ricerca negativa dei limiti , e che è d' un uso frequente nella 
alta analisi. 

Sia X un polinomio della forma 

' X = Ma:"+Nx«-f.P(rr+ec. 

tn cui gli esponenti m , n , p . . . . pussono essere indijferentemenle 'interi o 
fraxionarii, ma sono positici e decrescenti. V ha sempre un calore positho 
di X tale che dando ad \ de’ valori di più in più grandi , il polinomio X 
prenderà de' valori dello stesso segno del suo primo termine, e che andranno 
crescendo sino edl' infinito. 

Cacciando M fattore comune, il polinomio precedente può scriversi pure così: 
X = M I a;*+ 


Tra i termini in or, a;r, . . . , che sono nella parentesi, se ne potrà tro- 
vare qualcuno che abbia coefficiente positivo -, rappresentiamo con Y In som- 
ma di siffatti termini, e con Y' quella de* termiue affetti da coefficienti ne- 
gativi , e s’avrà 

X = M (a:- + Y — Y ') = (1 — ^) + Y J 


È chiaro che lutti i termini del quoziente di Y' per x" devono avere nel 
denominatore delle potenze positive di a: , e che , per conseguenza , dando 
ad X un valore positivo molto grande questo quoziente risulterà minore di i; 
laonde la quantità che moltiplica M sarà evidentemente positiva, essendo ìe* 
anch’ essa positiva ed Y un complesso di termini parimente positivi. Pertan- 
to X sarà dello stesso segno di H ovvero ancora di Ma;*'. 

Dinotiamo con x questo valore mollo grande di x, e poniamo che si fac- 
cia crescere x a partire da il quoziente di Y' per a;" andrà decrescendo, 
mentre all' opposto x" e Y andranno crescendo all' infinito^ laonde la quan- 
tità X andrà essa pure crescendo ali’ infinito , come si doveva dimostrare. 

Volendo assegnare il predetto valore di a, visi può giungere sostituendo, 
come pe’ limiti, invece di x de’ numeri positivi crescenti sino a che x” sor- 
passi Y' -, ma si conseguirà lo stesso scopo mettendo in opera 1' andamento 
di calcolo, già impiegato al n." 388. Poniamo che sia 


Y'_1R 
X" a:' 


1 J. 

x' 


+ ec. 


Uve ; e per fermo eembitodo x io — x essa diviene 

x ' — 3x‘ — Sx ^ — 5x’-l-7 =0, 

e questa noo ha tntie le soe radici negative. 

Ma qoando i segni non sono alternali , basta , come dall’ A , è dello che tolte la 
potenza pari abbiano no segno, e la impari abbiano il contrario. Però è da osservarsi 
ebe r equazione deve avere il termine nolo pofitivo , quando è di grado pari, e ne- 
gativo , quando è di grado impari. 

t'owcy Algebra, 45 
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membro contenga « termini. Si pongano inoltre le inegua- 





o , ciò eh’ è lo stesso 

x' > «R , X' > «S , X* > aT , ec. 

Tentando snccessivamenle per x de’ numeri di più in più grandi, se ne tro- 
verà uno che soddisfaccia a tulle queste condizioni, e che può esser preso 
per vallile di j,.. 

Osservazioni Quando gii esponenti m , n , p , • ■ • son tali che i termini 
del polinomio X non divengono inimuginarii ponendovi de’ valori negativi in 
luogo di X, si potrà pure assegnare un valor negativo per x, a partir dal 
quale tutti i valori negativi maggiori l'aran prendere ad X de’ valori dello 
stesso segno del primo termine Mx", e crescenti sino all’ infinito. E per fermo 
faremio j- = — y , X diviene 

X == M( — y)" + N(— y)" + ec. 

Or in qualunque modo si distribuiscono i segni, si può, dopo il precedente 
detto, diderminare un valor positivo che, rispetto al polinomio pre- 

tvdenle, soddisfaccia alle condizioni dell’ enunzialo*, e però il valore x=\* 
sarà quello che si tratta d' assegnare. 

Quando gli esponenti del iKiHnomio X sono interi , i termini di esso po- 
linomio non cessano di essere reali, quando vi si sostituiscono de’ valori ne- 
gativi per X, c quiirdi , in questo caso, si può sempre assegnare ad x un 
limile positivo x, ed un altro negativo — x', tali, che facendo crescere po- 
sitivamente X a partire da x, o negativamente a partire da — x', ne risul- 
teranno pel polinomio X , de’ valori che saranno costantemente dello stesso 
segno del suo primo termine , e che potranno divenire per quanto si vo- 
glia grandi, 


Teoremi.su le indicazioni che forniscono le sostituzioni di due numeri gualun^e 
in luogo dèli’ incognita. 


dftS. Primamente rammenteremo un'osservazione neeessnria , c che con- 
verrebbe qui dicJiiarare, so non la fosse stal.a altrove (225) •, essa è la se- 
guente; se in un polinomio della forma ’-f-Cx"— *-f- cc. si fa va- 

riare X d' un modo continuo., il polinomio varierà similmente. Posto ciò pas- 
siamo ai teoremi che abbiamo in vista ad cs|x'i;re. 

•Ititi. Tf.ob mv I. Se due numeri successivamente sostituiti in luogo di X 
in un' equazione X = 0 , della forma 

Ax'"+Bx"-*-}-(:x"-*-l- ... = 0, 

danno risullamenti di segno contrario , f equazione ha almeno una radice 
reale tra que' due numeri compresa. 

Rappre.sentiamo con « /Se cotesti numeri, e per fissar le idee poniamo che 
sia «l '/S. Immaginiamo sostituiti suceessivameiite in X, in luogo di x, tutti 
i valori da «r a /3‘, con ciò il jHilinomio varierà in un modo continuo. Ma, 
per ipotesi , fa<-endosi prima x = «, indi x = /S, dcbboiisi avere due risul- 
tuiueiili di segno coiiliario, dini()ue tra i valori che esso prende, quando x 
cresce da x sino a /ì, dnvesi trovare, almeno una volta, il valore zero-, or 
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questo valore ài oc pel quale X s’annulla è una radice dell' cquui^ione \ = U, 
dunque ec. 

Oftervaztone. Giova osservare che s’andrebbe errati se si volesse afler- 
inare che tra « e non vi cada che una so/a radice dell' equazione x=U; 
imperocché il polinomio X, senza menomamente cessar dal variare in modo 
coutiniiOt può aver, per esempio, da prima de’ valori decrescenti che s’ar- 
restano ad un certo limite, dopo del quale torneranno essi a crescere sino 
ad un altro lìmite , donde rilorneranno a decrescere, e, arrestatisi ad un 
certo punto, saianno indi seftuitl da altri valori ci'cscentì, c cosi appresso. 
Laonde non v’ Ita nulla che possa impedire al polinomio X di passare piu 
volle per zero , nell' intervallo da x = « ad x = /8. 

■467. Teorema II. Quando due quantità comprendono Ira loro una radice 
delf equazione X=0, e non ne comprendono che una goltanto, egee gosii- 
tuile neW equazione daranno rieultamenti di segno contrario. E, <n generale, 
Mie le volle che le due quantità comprendono un numero impari di radici, 
t due risullamenii saran di segno contrario; ma. quando esse non compren- 
dono alcuna radice, oppure ne comprèndono un numero pari, t risullamenli 
saran dello stesso segno. 

Poniamo che sia a uua radico reale rompresa tra <> e |3 , c sia la sola. 
In tal caso il polinomio X sarà divisibile per x — a, e dinotando con Y il 
quoziente, s’avrà 

X = Y’(x — a). 

Ora, facendo successivamente x = «, y = fi, i valori di, \ dovranno es- 
ser dello stesso segno allriinenti tra a e ^ vi sarebbe una radice dell’equa- 
zione Y = 0, e però vi sarebbe pure una nuova radice di X = 0 compresa 
tra a c fi, il elle è contrai m all'ipotesi. Al contrario il taltore x — «can- 
geià di segno |K‘rchè a è l'onipresa tra « e laonde i due risiiltameiiti che 
s' avraniH) sostituendo a v fi , in luogo di x, nel polinomio di X saran di 
segno contrario. 

Ammettiamo più genenilineido che tra a e fi , vi sia un mmicrn impari 
di radici a, li, c, ec. ; altura X sarà divisibile pi!r (x — a) x — />) (r — c). ., 
e chiaiuandu Y il «luozicnte , s' avrà 

X = Y(.r - a) (x — 6) (x — f)... 

Falle, come sopra , le sostituzioni x = a, x = fi, Y rimarrà anche qlii 
dello stesso segno , mentre ciascuno de’ fattori x — a , x — b, ec. cangerà 
di segno-, e poiché questi fallori sono in numero impari , s<‘ ne racciglie 
clic ì risullamenli delle sostituzioni di a e /3 in .X devono essere di segno 
contrario. 

Questa medesima dimostrazione prnnva che se non v’ abbiano affatto ra- 
dici tra a e /3 , o ve n’abbia un numero pari -, i risullamciiti saran dello 
stesso segno. 

Osservazione. Il teorema or dimostralo deve far essere attenti contro quab 
che asserzione azzardata alla quale si potrebbe lasciarsi trarre. Per esem- 
pio, dacché le sostituzioni di due quantità danno due risultamcnti di segno 
contrario, si può conchiudere, iu virtù del teorema I, che queste quantità 
comprendono una radice, ma a torto si affi-rnierebbe che esse ne compren- 
dano una sola •, imperocclu'i il teorema II prova che ve ne può essere , in 
generale , un numero imiwri. Cosi pure , quando i risultamenti sono dello 
stesso segno , non sì |Hili ebbc alTertnare che le due quantità poo compi-en- 
diioo alcuna radice , ben polendone compreudere un numero pari. 
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4G8. Teorema III. Quando un’ equaxione non ammelle radici reali^ sosti- 
tuendo per \ qualunque quantità) il risuUamtrUo sarà sempre dello stesso segno. 

Imperoccliè se si trovassero due di queste qoantità che dessero risultamenti 
di segno contrario, fra esse vi sarebbe almeno una radice reale dell’equa- 
zione proposta , contro l' ipotesi. 

Osservazione. Divisa che sia un’ equazione per i fattori corrispondenti a 
tutte le radici reali, l’ equazione restante si dovrà trovare nel caso del teorema 
precedente. Ma un’ equazione che contènesse radici reali darebbe pure dei 
risultamenti dello stesso segno , se ciascuna v' entrasse un numero pari di 
volte. In fatto, dinotando a, 6 . . . queste radici, I' equazione data può scri- 
versi pur cosi : 

(i — a)“ (t — b)'-'.... X V = 0. 

Or qualunque valor sostituir si volesse per :i, i fattori (ae — a)*", (x — 6)**... 
saranno sempre positivi, e d'altronde Y non può cambiar segno perchè la 
equazione Y,= 0 ha solo cadici immaginarie. 

469. Dal teorema 1 discendono parecchie conseguenze che andremo qui 
appresso , mano mano , dichiarando. 

1.0 Ogni equazione di grado impari ha almeno una radice reale di segno 
contrario a quello, del suo ultimo termine. 

Supposto sempre che il primo termine sia positivo, ammettiamo prima- 
mente che l'ultimo sia negativo e rappresentato da — U. Chiamando l un 
limite superiore delle radici positive, determinato con le regole innanzi date, 
e, facendo x = q-l. s’ avrà un risultamento positivo ■, ma facendo a; = 0, il 
primo membro dell’ equazione si riduce al suo ultimo termine — U, e però 
il risultamento è negativo \ adunque tra 0 e -f- 1 I' equazione data possiede 
almeno una radice, reale, la quale non può essere altrimenti che positiva. 

Poniamo ora il caso in cui I’ ultimo termine sia positivo. Ponendo — x 
in luogo di X, il primo termine dell' equazione , per essere di grado im- 
pari , diverrà negativo , e lo si renderà positivo cambiando i segni a tutte 
r equazione. Con ciò I' ultimo termine diviene negativo , e in virtù di ciò 
che ora è stato dimostrato, quest' equazione Irastorinata ammetterà almeno 
una radice positiva, e per conseguenza la proposta ammetterà almeno una 
radice negativa. 

2.° Ogni equazione di grado pari, con V ultimo termine negativo, ammette 
almeno due radici reali e di segno contrario. 

Facendo a;=0 ed x = +l s'avranno due risultamenti di segno contra- 
rio , e quindi I' equazione ammette almeno una radice positiva. Cangiando 
in seguilo X in — x, la trasformata avrà pur essa almeno una radice posi- 
tiva , e quindi la proposta almeno una radice negativa. 

Osservazione. Quando l'equazione è di grado pari ed il suo ultimo ter- 
mine e positivo , questi medesimi ragionamenti non valgono più a provare 
se detta equazione abbia qualche radice reale, perocebe le indicate sostitu- 
zioni non danno più risultamenti di segno contrario. Ciò avviene dal perchè 
un'equazione che ammette solo radici immaginarie dev’esser di questa for- 
ma; perchè se essa fosse di gradò impari avrebbe almeno una rtidice reale, 
e SI! fosse di grado pari c con l’ ultimo termine negativo, ne ammetterebbe 
almeno due. 

470. Con ragionamenti analoghi si deducono dal teorema II le conseguen- 
ze seguenti : 

t." In un'equazione di grado impari, le radici reali, di segno contrario 
a quel dell’ ultimo termine , sono in numeri impari, e le radici dello stesso 
segno , se re n ha , sono in numero pari. 
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Quando l' ultimo termine è negativo, le sostituzioni ar=0, x=+i dando 
risultamcnli di segni opposti , se ne concili ude , in virtù del teo. Il, che 
le radici positive sono in numero impari. Cangiando x in — x, l’equazione 
si trasforma in un’ altra , che si riduce ad avere i suoi primo ed ultimo 
termine positivi ; or se in questa trasformata si faccia x = 0 ed x eguale 
al limile superiore delle sue radici positive, si hanno due risultamenti po- 
sitivi , e però le radici positive dì essa trasformata , e quindi le negative 
della proposta , sono in numero pari. 

Quando la proposta à il suo ultimo termine positivo, la trasformata avrà 
il suo ultimo termine negativo, e le si potranno applicare le ultime conse- 
guenze -, laonde se ne raccoglierà che la proposla ha un numero impari di 
radici negative ed un numero pari di radici positive. 

2.° /n un’ equazione di grado pari, con l’ ullimo termine negativo, le ra- 
dici positive sono in numero impari od pari delle positive; e se od contrario 
r ultimo termine è posUivo, queste due specie di radici debbon necessariamente 
essere in numero pari. 

Cotesta conseguenza è siffattamente facile a dedursi dai ragionamenti pre- 
cedenti , che crediamo superfluo il doverla dichiarare. 

Osservazione. In ogni caso si vede, che il numero totale delle radici reali 
è pari o impari secondo che tale si è pure il grado dell’equazione; e però 
se v’ ha radici immaginarie , queste sono sempre in numero pari, il che è 
conforme all’osservazione già fatta nel numero precedente, e alla proposi- 
zione che è in fine del n.° 596. 

471, Ecco ancora un’altra semplicissima proposizione, che cade qui in ac- 
concio. Se un' equazione si compone d’ un seguilo di termini positivi , dopo 
de' qucdi succedono termini tutti negatici , essa avrà una radice positiva e 
non ammetterà die una soltanto. 

Poiché il suo ultimo termine è negativo , essa ha certamente una radice 
positiva (469); e per dimostrare che non ne abbia che una sola, si ragio- 
nerà come :U n.* 459. Sia pertanto Y la somma de’ termini positivi, — Y' 
quella de’ traini negativi, ed x' la più piccola potenza di x contenuta in Y; 
in cotal modo la proposta equazione può essere scritta così : 



Sia a il valore positivo chcsoddislà alP equazione , e, facendo x=a, 
Y Y' 

dovrà risultarne ^ — or, aumentando x , il primo membro di questa 

eguaglianza aumenterà ancor esso, o per lo meno resterà costante, mentre 
che il secondo diminuirà ; il contrario avrà luogo , facendo diminuire x ; 
dunque, in fine resta provato che x = a è la sola radice positiva che s’ab- 
bia l’equazione. 

Separazione delle radici col metodo di LscRA.yGB. 

m 

472. Le regole che valg^ono a scovrire le radici commensurabili essendo 
di facile applicazione , è convenienza , quante volte s’ abbia u risolvere un 
equazione , il cercare da prima siflatte radici , e si disuguali che eguali, 
per iodi liberarne, con la divisione, la proposta equazione. A dir vero que- 
ste radici si potrebbero determinare come le incommensurabili , ma i cal- 
coli che iu questo caso si ricliiedtnio sono troppo laboriosi, e tanto maggiur- 
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diodIc,. per quanto più elevato si è il grado dell' equazione •, ed è appunto 
per questo che conviene , per quanto sia possibile , abbassar questo grado, 
al che si giunge con la soppressione delle radici conninensurabili. 

La slessa ragione basterebbe per ecreare se I’ equazione abbia delle ra- 
dici eguali, affine di scomporla, nel caso alTermutivo , in altre equazioni 
più semplici e aventi radici disuguali (tlb). Ma questa preparazione è in- 
dispensabile pel successo de’ melodi ( he andremo ad esporre. 

In conseguenza di ciò supporremo sempre , in ciò che segue , non aver 
r equazione da risolvere radici commensurabili , nè radici eguali , in guisa 
che parlando di radici reali dovi-assi sempre intendere essere queste incom- 
mensurabili o diseguali. 

475. La ricerca di tali radici la divideremo in due parti distinte ; nella 
prima sì tratterà di determinare, per ciascuna radice, due numeri tra i quali 
essa, e solo essa, sìa compi-esa-, nel che consiste la separatione delle radici. 
Nella seconda parie poi si tratterà del mudo di valutare le radici con quel 
grado d'approssimazione che si voglia. 

Cangiando , in un’equazione, x in — x , e prendendo col segno — le ra- 
dici positive della trasrormatu si hanno, come si sa, le negative della pro- 
posta -, e però sarà bastevole il mostrare in qual modo si determinino le 
sole radici positive d’ un’ equazione. 

Il primo metodo rigoroso che s’ abbia conosciuto per eseguire la separa- 
zione delle radici porta il nome di Lagbange, ad è quello che qui passia- 
mo ad espoire. 

AH. Sia un'equazione X = 0, la quale non abbia radici eguali. Immagi- 
niamo che vi iiostituiscano successivamente, in luogo di x , de' numeri po- 
sitivi , 9 , r , « . . . , rormanti una serie crescente. , che cominci dal li- 
iiiite inferiore e termini al lìmite supcr'ore delle radici positive , c sieno 
ìnollre così scelti che tra ciascuno di essi ed il seguente non v'abbia a ca- 
den; che una sola radice dell' equazione. Secondo il teorema 11 (4U7) si sa- 
prà con certezza, dai segni de' risultamenti delle sostituzioni, quaM'sieno quelli 
di tali numeri , che comprendono col fatto una radice o non ne compren- 
dono alcuna -.così la separazione delle radici positive avrà avuto il suo effetto. 

La condizione essenziale, alla quale devono soddisfare i nunccri p, q, r, s... 
è quella che tra due di essi, consecutivamente presi, non vi cada che una 
sola radice dell’ equazione : or questa condizione sarà adempiuta tutte le 
volle che essi nufneri formino una progressione, che abbia una differrenza J 
ininon! della piu piccala dilTerenza che esiste tra le radici positive della pro- 
)M)sla ; sì che la diiricollà è tutta ridotta a conoscere la differenza S : ciò 
era stato già osservalo da Newton nella sua Aritmetica unirer/ale , e La- 
grange vi pervenne mercè l' equazione ai quadrali delle differenze della 
pro|K)sta (•). 

Nel n.” 440 si è fatto vedere come una tale equazione s'ottenga-, poniamo 
dunque che sia stata già trovata, e che, con le regole conrcsciute (4Gt) se 
ne sia determinato il limite inferiore d^llc sue radici positive-, questo li- 
niile sarà minore del quadralo della piu piccola differenza tra le radici della 
projH)sta , e però si potrà fare J = l/x. Siccome, d'ordinario, x è in- 
rommensurahile, si prenderà a preferenza un numero razionale minore di Kx* 

Lhiando si possa trovare per x un numero >l,si sceglierà per J il nu- 

f‘l l.’ngo dell’ eqadiona ai qoadrali delle differenze ere sialo gii indicalo net 1673 
do W'ARiKb nelle sue .Ifiteel/anea ; me LAbBANca dice: » io non cuuosceva quesl’upera 
queudu cumpuncia le nne prime nicinviie sulle «luaiioni ». 
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mero intero al di sotto di K e in questo caso per mandare ad efliqio la 
separazione delle radici, non s'avrù a sostituire che numeri interi nell’ equa- 
zione X = 0. Riconosciuto in questo modo che v'ha una radice tra due di 
questi numeri , sì potranno ancora sostituire i numeri intermedii , e deter- 
minare secondo i segni de’ risultamenti , i due numeri consecutivi tra i 
quali essa è compresa. 

Il più delle volte x. sarà una frazione vera, e perciò tale ancora sarà J, 
e i numeri da sostituirsi saranno frazionarii. Ma sarà facile evitare questi 
numeri frazionarii, tacendo x = Sx'-^ e per fermo, perchè due valori di y 
abbian tra loro una differenza > J , è chiaro che i valori di x' devono Ira 
loro differire per più d' un’unità , ed allora, sostituendo numeri interi, si 
polran trovare i due numeri consecutivi che comprendono la radice reale 
della trasformata. 

475. Risguardata sotto un punto di veduta puramente teorico, il mefodo 
qui indicato risolve compictanienle il problema della separazione delle ra- 
dici. Ma se, da un canto, sì ha riguardo alla lunghezza de’ calcoli neces- 
sarii per formare l'equazione ai quadrali delle differenze; e dall’altro, la 
moltitudine di sostituzioni successive che S* hanno, talvolta, a fare, si giudi- 
cherà che l’applicazione dì questo metodo dev’esser, per k> meno, penosissima. 

Per diminuire la pena delle sostituzioni , s’ avrà cura , in ciascun caso 
particolare, di prender per limite inferiore e per limile superiore delle ra- 
dici dell’ equazione proposta , i più prossimi che sia possibile , e scegliere 
eziandio per S il massimo numero che sì possa. 

Determinati i limiti delle radici si positive che negative , gioverà H so- 
stituire immediatamente i numeri interi consecutivi , tra questi limiti com- 
presi; e se avvenga che i segni dei risultamenti indichino tante radici per 
quante unità vi sono nel grado dell’ equazione , sarà inutile formar l' equa- 
zione ai quadrali delle differenze, perchè, come sì sa, non vi potranno es- 
sere altre radici. In generale non si dovrà mai onimetteie alcun mezzo pro- 
prio a rischiararci sulla natura delle radici, per profittarne col rendere più 
semplici i calcoli. 

Merita particolare attenzione il caso in cui anticipatamente si sapesse che 
tutte le radici sono reali. Allora , è chiaro , che facendo delle sostituzioni 
di più io più approssimate, tra i limiti estremi, che comprendono tutte le 
radici , si finirà necessariamente col trovare ne' risullanientì un numero di 
cambiamenti di segno eguale al grado dell’equazione; per conseguenza al- 
lora tutte le radici saranno separale. Questo caso si presenterà per innan- 
zi , n.° 403. 

470. Ouervazione. Nel n.“ 459 si è veduto che per avere l’ equazione ai 
quadrali delle differenze, bisogna prima formar quella alle differenze, mercè 
un’eliminazione. Ur il solo generale andamento d’eliminazione che abbiamo 
esposto è quello fondato sulla ricerca del massimo divisor comune ; c qui 
facciamo osservare che, in tal caso, importa poco i’ ottenere un’ equazione 
finale che rucdùuda tutte le differenze delle radici, e che mon conteuga che 
esse soltanto. 

Puniamo da prima che 1’ equazione Gnalc contenga tutte queste differenze, 
ed anche delle radici estranee: il limite inferiore delle radici di quest’equa- 
zione sarà, al certo, iniuoré della più piccola differenza delle radici della 
pro|Hjsta, e per conseguenza può esso tenersi come valore di J. Supponiaum 
inoltre che l’equazione finale manchi di qualcuna delle dette differenze; il 
l'he sarà avveniilo perché nell' eseguire I’ cliiiiiiiaziune , siasi, in ({ualcuiia 
delle divisioni successive, soppresso un qualche fallurc. Or, se si uguagliano 
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a zero quest! fattori soppressi , si avranno delle equazioni che devono con* 
tenere le differenze che mancano-, laonde determinando i limiti inferiori delle 
radici di queste equazioni, non che quello delle radici dell’equazione finale, 
e prendendo il più piccolo di questi limili per valore di J, e s'avrà pure 
quel che si cercava. 

477. Posto ciò passiamo a dichiarare con alquanti esempi! la separazione 
delle radici. 

Esempio I. Abbiasi 1’ equazione 

x*+x — 3 = 0 , 

che visibilmente si trova nel caso del n.* 471, e che, per conseguente, am- 
mette un' unica radice positiva. Volendo la parte intera di questa radice, ba- 
sterà sostituire per x , successivamente, i numeri 0, 1, 2 . . . sinché non 
si trovino due risultamenti di segni opposti. 

Numeri sostituiti 0, 1, 2 -, 

Risultamenti corrispondenti — 3, — Ij-hl,. 

La radice in discorso adunque cade tra 1 e 2. 

Se voglìansi cercare le radici negative, si cambierà x in — x , e s' avrà 
la trasformata x*-4-x-l-3 = 0 , la quale non avendo radici positive (465), 
ne segue che la proposta non ammette radici negative , e per conseguenza 
le altre due radici sono immaginarie. 

Esempio II. S’abbia l’equazione 

x‘ — 5x— 10 = 0, 

che si trova nello stesso caso del n.* 471 -, e cambiandovi x in x s' ottie- 
ne la trasformata x*-|-5x — 10=0, la quale è pure nel medesimo caso, 
si che la proposta non ha che due sole radici reali, positiva l’ una e nega- 
tiva r altra -, e se ne troveranno le loro parti intere con le sostituzioni 
qui appresso : 

Num. sost. 0, 1, 2, 3, 0,-1,— 2, 

Ris. corris. — 10, — 14, — 4, -J- 56. — 10, — 4 , + 16. 

Pertanto la radice positiva cade tra 2 e 3 , e la negativa tra — 1 e — 2. 
Esempio III. Sia 1' equazione 

x‘-f-x* — • 6Sx-|-5 = 0. 

Per rendere quanto meno sia possibile il numero delle sostituzioni, determi- 
niamo primamente i limiti superiori delle radici-, e a quest’effetto pongasi 
essa equazione sotto la forma 

x(x’-|-x — 63)-|-5 = 0. 

Cerrando un valore di x che renda positivo il trinomio in parentesi, si verrà 
a sapere che 4 è il limile superiore delle radici positive. Cangiando poscia x 
in — X, tutti i termini della proposta divengon positivi, e quindi essa non 
ammette radici negative. E poiché la proposta non ha secondo termine, la 
somma delle sue radici dev' esser nulla , si che queste radici non possono 
esser tolte positive; ma non ne ammette negative , dunque deve averne 
delle immaginarie. D’altronde si sa che queste sono sempre in numero pari 
(470) , dunque se la proposta ammette radici realf, queste devono essere 
positive e solamente due. 
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Posto ciò si sperimenteranno i numeri interi positivi sino a 4, e si avrà 

Nnm. sost. 0, t , 2, 3, 4 ; 

Ris. corris. +5, — 58, — 105, t— 100, + 17. 

t 

I segni di questi risultamenti mostrano col Tatto che la proposta ha due ra- 
dici reali positive , 1’ una compresa tra 0 e 1 l’ altra tra 3 e 4. 

Esempio IV. Sia data l’equazione 

a’ — 7a:-f 7 = 0. 

Poiché essa è di gradò impari e non l* ultimo termine positivo, ammétterà 
necessariamente una radice negativa (405); nè ne ha che lina sola, peroc- 
ché cambiando * in — a: si ha la trasTormata x' — ^x — 7 = 0, la quale 
non ha che una sola radice positiva (471). Or , la sostituzione de' numeri 
interi consecutivi sarà sufQciente a determinare la parte intera di questa ra- 
dice positiva , avendosi : 

Num. sost. 0, 1, 2, 3, 4, 

Ris. corris — 7, — 13, — 13, — 1, -f 29, 

Laonde la radice positiva della trasformata cade fra 3 e 4, e quindi la ne- 
gativa della proposta fra — 3 e — 4. 

SÌe le altre due radici sono reali , esse devono essere positive; ma sino a 
questo ponto la loro esistenza rimane incerta. A togliere, pertanto; il dub- 
bio si pongano alla pruova le sostituzioni de’ numeri interim 

Num. sost. 0, 1, 2, 5; 

Ris. corris. 7, 1, 1; 13. 

Non occorre andar più innanzi con le sostituzioni, perpcchè il numero a:= 3, 
dando a:'> 7 jt, è manifesto che i numeri maggiori di 5 daranno de' risultamenti 
ancor essi positivi ; laonde i risultamenti precedenti essendo tutti dello stesso 
segno , non si vede ancora che vi sieno due radici positive ; e se esistono 
non si potranno altrimenti riconoscere che sostituendo dei numeri più pros- 
simi tra toro. 

Nulladimeno bisogna osservare cho nel caso in cui le due radici fossero 
eguali , non s' .otterrebbero giammai risultamenti di segno contrario (132). 
È dunque necessario d’applicare all’ equazione data i metodi conosciuti per 
giudicare se essa abbia radici eguali ; cosi operando, si trova che le dette 
due radici sono disuguali. 

Premesso ciò , per giungere con sicurézza alla separazione delle radici 
dubbie, si ricorrerà all' equazione ai quadrali delle differenze, la quale per 
l’equazione dell'esempio attuale è stata trovata nel n.” 440 esser la seguente 

42z*-|.44Ib — 49 = 0 (•). 

(13S) In effetti ammettendo nn' equazione doe radici egoali ad a, il eoo primo mem- 
bro atrS per fattore (x — a)*, il quale non cambia di scftno ammettendo per x valori 
minori o pure maggiori di a. La stessa cosa ha, generalmenie. luogo quando il nu- 
mero delle radici eguali é pari. 

(’) Siccome qoest’eqo azione nou ha alcuna radice che sia nulla, acri questo un in- 
dizio che la proposta non può avere radici eguali: d'altronde, poielii i segni dell* 
equizione in * sono alternati, si può affermare che la proposta ha tutte le radici reali; 
ma questa conseguenza è foodata sopra uut teoria, che sarS più innanzi esposta (493J. 
Fourcy Algultra. 40 
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Facendo ‘ — la trasrormala 

IO 4 

«••-9u*+^«-j5 = 0ì 

la quale può scrìversi eziandio cosi : 

«•(« - 9) + — ^)=0, 

e si vede facilmente che 9 è il limite superiore dei valori positivi di u: 
laonde \=-ì, è un limite inferiore de' valori positivi di e però s’avrà, 
in fine , una quantità minore della più piccola differenza delle radici della 
proposi, prendendo J= V^i = ì- Questo sarebbe l’intervallo tra una so- 
stituzione e la seguente-, ma per evitare l’uso delle frazioui, si farà x—^3c'^ 
e nella trasformata 

x'‘ — 65x'-J- 189 = 0 

si sostituiranno numeri interi per x'. 

Per diminuire il numero delle sostituzioni , gioverà determinare i limiti 
superiore ed inferiore di x'. Or , risalendo alla proposta , si scorge tosto , 

essere il limite superiore di a:., Indi, cambiando a: in essa divie- 
ne X ' — x*+ i = 0 ; e poiché in questa trasformata il limite superiore è 
r unità, rosi ne segue che nella proposta il limite inferiore è 1. Laonde in 
queir equazione le radici positive son comprese tra 1 e K7 , e però le radici 
positive della trasformata in x' son comprese fra 3 X * e 3 X Vi , ovvero 
fra 3 e l 'iris, o finalmente fra 3 e 8 . Pertanto i numeri da sostituirsi nel- 
r equazione in x' non dovranno sorpassare 8 , nè debbono essere inferiori a 5. 

Num. sost. 5, 4, 5, 6 -, 

Bis. corris. -p27, + l, — 1 , 4 . 27. 

Questi risultamenti indicano già che due radici positive cadono fra 4 e 5, 
e 5 , e 6 ; e quindi la proposta ne avrà pure due, delle quali una è cona- 
pn»sa fra 4 e e l’altra fra| e v- Or si era già trovato che un’altra ra- 
dice della proposta cadeva fra — 3 e — 4^ laonde le tre radici dì quest’e- 
quazione sono tutte e tre reali, e due positive , l’altra negativa. 

Melodi d’ approssinuusiom. 

478. Metodo per avvicinamento db' p.iHiTi. Dichiarato il modo onde as- 
segnare per ciascuna radice due limiti speciali tra' quali essa è compresa, 
rimane ora a far vedere in che modo la si possa determinare con quell' ap- 
prossimazione che si desidera. 

Il primo mezzo che si presenta è quello di sostituire, nell' equazione pro- 
posta, de’ numeri intermedii tra i due limili, sino a che non se ne trovino 
due , che diano risultamenti di segno opposto , ed abbiano una dilTerenza 
minore della frazione che esprime il grado d’approssimazione desiderala. Al- 
lora ciascuno dì questi due numeri si potrà tenere come valore della radice. 

A meglio farci intendere, supponiamo che A e B sien due Npiiti i quali 
comprendano una sola radice a, e che essendo A < B, sia B — A = D. So- 
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slilucndo A-f i D*in luogo di x, il seguo del risiiltamento ci farà conoscere 
se la radice é compresa tra AeA-|-iD,o tra A -|-iD e B; per conseguente 
questa radice si troverà compresa tra limiti più ristretti e dilTereoti tra loro 
per i D. Ripetendo una simile operazione su i novelli limiti, se ne troveranno 
due altri ancor più ravvicinati , e diflerenti tra loro per e così conti, 
nuando , è chiaro che si giungerà a due limiti , la differenza de’ quali sarà 
minore d’ una quantità data J : allora ciascuno di questi valori sarà un va- 
lore approssimato della radice, con un errore minore di Non si richiede 
assolutamente che, ad ogni nuova sostituzione, s'abbia a prendere un nu- 
mero equidistante dal due limili ; anzi gioverà talvolta prenderne un altro 
che si scosti disegualmente da’ detti limiti^ 

Tenendo questa via , si potrebbe spingere l' approssimazione sino ad un 
altissimo grado; ma il calcolo sarebbe troppo latorioso, a motivo del gran 
numero di sostituzioni a farsi , e l’ approssimazione seguirebbe troppo a ri- 
lento. E quindi si procede in questo modo per ottenere solo una prima ap- 
prossimazione fino ai decimi, per esempio*, determinata la quale si procederà 
jpiù speditamenle , seguendo un metodo indicato da Newton, e che mostre- 
remo nel numero seguente. 

Allorché la radice è < 1 , giova valutarla , non con un’ approssimazione 
minore d’una frazione dell'unità, ma invece con un’approssimazione minore 
d’una frazione della stessa radice. Poniamo esempio, che il valore appros- 
simalo debba differire dal vero valore di a per una quantità minore di 
aleno A e B i due limili di a, ed A<B. Egli è palese, che, se B — A, 
con più ragione sarà B — A a*, laonde basterà spingere le sostituzioni 
successive , lino a che non s’ incontrino due limiti , la differenza de' quali 
sìa minore del decimo del minore di essi. Del resto , si potrà sempre , se 
si creda utile, (are in guisa die la radice abbia ad essere maggiore di I, 

sia cangiando 1* incognita x in - , s'ia pure moltiplicando le radici per un 

se 

numero conveniente. 

479. Metodo di Newtok. Cotesto metodo, come qui innanzi è dello, esige 
che la radice cercala a sia già conosciuta sino ad un certo grado d’appi os- 
simazìone; e per comodità di calcolo, conviene, nome qui supporremo, che 
questa approssimazione sia sino ai decimi. 

Dinotando pertando con « un tal valore approssimalo sino ai decimi, po- 
DÌaino X = «r+v, e l'equazione proposta ^x) = 0 si trasformerà nella seguente 

K^)+no)y+ i »’+ «=. = o > 


dalla quale si trae. 

y = 


A«) 2/(-) ^ 


r“(«) 

Tòfia) 


SP*— «J* 


Posto ciò, il valore di y, che trattasi di determioare, essendo minore 
di -Tiì i* potenze y’, ec. sono rispettivamente minore di 7—, 77V; 
Ammettendo, per un momento, che il complesso de’ termini, che racchiu- 
dono queste potenze, sia minore dì 7-7;, è chiaro che, disprezzandole, s’a- 
vrà per y un valore approssimato siuo ai centesimi , che sarà 


y = 


«1) 

ìx«r 


lo conseguenza di ciò, spingendo hi divisione sino ai centesimi, aggiungc- 


Digiiìzed by Google 



364 LEIIONI d’ algebra, 

remo il quoziente ni primo valore «, ed avreino per la radice a un novello 
valore |3 , che considereremo come approssimato sino ai centesimi. 

Questo valore di si correggerà come quello di y, ponendo ar=/j+y, 
ove il valore di y , che dovrà determinarsi , sarà minore di 7^. Cosi là 
nuova trasformata sarà 

/Ìj8)+r(j8).y+ ec, = 0 , 

dalla quale sì trae 

y = — 

e disprezzando i termini in y*, y’, ec, s’avrò 



Or , poiché si ò supposto y < rir ^ 1 ^ potenze y*, y*, ec. sono minori di.^ 
(rj-s)* i e , ammettendo che anche la parte disprezzata sia minore di qu©- 
sta frazione, il valore precedente sarà approssimato sino ai dìcciinillesimi, 
in guisa che il quoziente di — /(jS) per si calcolerà sino al quarl’ or-i 
dine di decimali, indi si aggiungerà questo quoziente a |3, c s*avrà per la 
radice a un nuovo valore 7, che si terrà come approssimalo sino al quar> 
t’ ordine di decimali. 

Continuando nella stessa guisa, e disprezzando sempre i termini che con-, 
tengono le potenze della correzione y , superiori alla prima , s' ammetterà 
nel tempo stesso che la parte disprezzata iu ciascuna trasfurreciziunc sia mi- 
nore d’un unità decimale deH’ordine doppio di quello dell’ultima (àfra de-; 
cimale, esistente nella precedente approssimazione*, allora s'avranno de' va- 
lori approssimati successivi , ne' quali il numero dello cifre decimale s' an- 
drà raddiippiuiido. In questo modo sì vede quanto rapida sarà l'approssima-; 
zìone, imperocché alla terza s’avraanp già 1^ cifre decimali, Iti alla quar- 
ta , e cosi appresso. 

Uevest inoltre riflettere quanto sia sempl'icc e regolare il calcolo di que-, 
ste correzioni successive, essendo che esse sì deUucon tulle dalla stessa formola. 

pouendovi per x prima a , poi |3 , e così appresso ; in guisa che dopo ot- 
tenuta la prima correzione, la stessa formula darà la seconda, indi la terza, ec. 

Le approssimazioni cho con questo metodo si ottengono hanno però l’ in- 
conveniente di rimanere inccrlc *, perchè esse son fondate sopra supposizioni 
che non sono sempre vere. Per esempio, potrebbe avvenire che nella prima 
correzione il complesso dei termini in y», y’... fosse piaggiore di -j-fj, 0 che 
nella seconda fosse maggiore di ec. La pratica del calcolo suggerirà 

ne’ c:isi particolari , le precauzioni a prendersi per impiegare con sicurezza 
cotesto melodo ; e oltre a ciò, passiamo qui appresso a mostrare che sarà 
sempre facile verificare, alla line di ogni correzione , se s’ abbia realmente 
ottenuta 1’ approssimazione desiderala. 

His:ilinmo al valore di (ì che si suppone approssimato sino ai centesimi. 
Perchè col fatto sia cosi, e d’ uopo che il vero valore della radice sia tra 
é — -7^ e |3 , 0 tra |8 e ^ 4- In conseguenza , si sostituiranno in f\x) 

‘ tre valori /3 — (8 e /« -j- e se U risullaiuento Uellu sustiluziune 




r'c/3) 


oc, 
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|8 — 7 T» 0 di jS + Tfr è di seguo opposto a quel di fi, saremo certi cho 
il valore ài fi è approssimato sino ai centesimi. Ma se i risultumenti sono 
dello stesso segno, si è pure certi che questa approssimazione non ha luo< 
go, e in questo caso si prenderà per punto di partenza un valore più appros-< 
simato che non è a. Per esempio, in luogo d'un'approssimazione sino ai de- 
cimi se ne cercherà un'altra sino alla metà d’ un decimo^ indi si esamine- 
rà , come ora è detto, se la correzione romita della furinola [i] sia esatta 
sino ai centesimi. Nel caso contrario , si ricomìncerà il calcolo , servendosi 
d' un primo valore anche più approssimato, c cosi appresso sino a che non 
s'abbia la radice con due decimali esalti. 

Si esaminerà egualmente il valore approssimato che risulterà dallà'corro- 
ilone seguente, e se la quarta cifra decimate è falsa, si sopprimerà- Se le 
prime tre cifre sono esatte , si procederà ad una novella correzione , cho 
darà un valore la cui approssimazione s' intenderà estendersi sino alla sesta 
decimale , e che bisognerà verificare con lo stesso procedimento. La via a 
tenersi non ha bisogno di più ampie spiegazioni (•). 

480. Metodo di Lagbangb. Lo scopo di questo metodo è quello di espri- 
mere ciascuna radice reale in frazione continua ; e se esso esige de' calcoli 
alquanto prolissi, ha il pregio almeno di condurre ad un approssimazione certa. 

Dopo il detto nel n.” 474 sulla separazione delle radici, è permesso sup- 
porre che le radici d'un’ equazione che devesi risolvere, differiscano tra loro 
^ più d’ un'unità, e che b parte intera di ciascuna di esse sìa conosciuta. 
Sia pertanto X = 0 l' equazione di cui si tratta, e sia « la parte intera di 
c . I 

una radice reale e positiva. Facendosi x = a+-, s’avrà una trasformata 

in V, che rappresenteremo con Y = 0, e che sarò dello stesso grado di X = D. 
1| valore di y, che si tratta di dctoruiinare, per avere la radice richiesta, 
dev' essere positivo e maggiore di 1 -, inoltre è chiaro che y non può avere 
che un sol valore di questa specie, altrimenti vi sarebbero due valori di a> 
tra a ed «-|-4. Laonde, se nell'equazione Y = 0, si faccia successivamen- 
te y = 1 , 2 , 3 . . . , si dovrà certamente arrivare a due risuUainenti di 
segno oppisto^e ! due numeri che daranno questi risultamenti comprende- 
ranno , per conseguenza il chiesto valore di v , in guisa che il più pìccolo 
di questi due numeri sarà la parte intera di detto valore. 

Dinotando con fi questa parte intera, e facendo y = /$-(- — , s’ avrà una 

trasformata Z = 0 , che avrò un’ unica radice maggiore di 1 ; e la sostitu- 
zione de' numeri 1, i, 3, ec. farà conoscere la parte intera di cotesta ra- 
dice. Dinotandola con y, e facendo x=y+-, s'avrà una nuova trasfor- 
mata U = 0 , nella quale vi sarà un' unica radice maggiore di 1 , la cui 

('] La GEOMETRIA ANALITICA f( cnMsccre . nel più semplica modo, da cb« deriri 
l’incertezza di queste apprassìmaziunt ; e nel tempo steaao iodica le cuodizioni ne- 
cessarie per farla scomparire. Foi ntER nella sua Ànoiùi delta equazioni, à apportalo 
al metodo di Newton de’ perfezionamenti, che. in sostanza altro non sono che lo svi. 
toppo di qursl' osserrszione ; ma per bene farli inleudere bisognerebbe ricorrere a 
mezzi che appanensuoo alle maieinalicbe superiori: ond’é che ci rimettiamo all'o- 
pera Foi'RiEp. Lo stesso argomento è stato trattato eziandio con successa dal Vih- 
CKS'T , III una memoria inserita ira quelle della Sventò reale di Lilla ; ed il Cau- 
ciiv ne ha fallo , dal canto suo, l'oggetto di parecchie pubblicazioui (133). 

(133) Vedete II Tratialo elementare U’ aritmetica e d’ ahebra del sig. D' Andrea 
nei u. 7(i7 373. 
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parie intera &i dctemiioerà come sopra. A questo modo si potrà continuare 
la serie di trasformate si oltre quanto sì voglia. 

Osservando ora che si è fatto successivamente 

1 1 1 

s' avrà 

»=«+-' T 

>+ 00 . 


Già si conosce che calcolando le ridotte successive, si può giungere a quel 
grado d’ approssimazione che si voglia (325) ; ma, "per non far calcoli inu- 
tili , gioverà , a mano a mano che si trovano i valori di «, /}, >, ec. for- 
mare le ridotte corrispondenti (525), e quando si giunga a due ridotte con- 
secutive tali che dividendo l'unità pel prodotto do' loro denommatori, s'abbia 
una frazione minoro dell’ errore stabilito, si sarà certi che la prima di co- 
tesle due ridotte s' avrà 1' approssimazione richiesta (525). 

Il calcolo delle trasformate io > , z , « , ec. è abbastanza lungo ■, e per 
renderlo più spedilo, è d'uopo porre attenzione alla legge secondo la quale 
i coefficienti di ciascuna trasformata si deducano da quelli della trasformata 

precedente. Or, facendo a:=«+- in X = 0, o chiamando A, A', -A'*,.. 

i risullamenli che s’ottengono ponendo « in luogo di x nel polinomio X e 
ne’ suoi derivati X', X", , . . , , là trasformata può in prima essere scrit- 
ta così ; 

I A" 4 A"* 4 

A+A'- + 2 -.+ -+ ec. = 0-, 


indi , moltiplicando per »•*, essendo n» il grado dell’ equazione X 0 , la 
tr.asfurmata Y = 0 , diverrà 

Ay"+A'||’«-'+ i A»'v’"“"+ A"'v~-”+ ec, = 0 , 

c si conoscerà , per conseguenza come dedurre i suoi coefficienti da qudli 
della proposta X = 0, 

Similmente l'equazione Z .= 0 sarà della forma 

Bz"+B'z"-’+ i B";?»-<‘+.j^B'‘'z*'^*+ ec. = 0. 

C i coefficienti B, B', B", ec, s’ otterranno sostituendo /S in luogo di > in Y 
e suoi derivali, (^si appresso ptu* le altre trasformate. 

Osservazione. Tutto il hn qui detto su la determinazione approssimala 
delle radici , potrebbe essere applicalo allo radici commeasurubili , se mai 
non sì avesse badato a liberarne 1' equazione. Brendemlo le precauzioni ne- ‘ 
cessarie per conservare decimali esalti , il metodo di Newton finirebbe col 
dare una quantità limitala o periodica-, c quello di I.auiu.voe menerebbe ad 
una Irusforiuala che avrebbe una radice intera, Nulladimeno , senza parlar 
della lunghezza de' calcoli, s’ intende che questi metodi non potrebbero faro 
scovrire queste specie di radici -, perocché se una radice è incommensura- 
bile , essi non ci fan sapere , se le operazioni devono arrestarsi o prolun- 
garsi indefinitamente. 

Quando il secondo metodo farà trovare una frazione conliuua nella quale 
celli dcuumiiialuri sì iìi>oIoqu ucUo stesso ordine, i>ulrcbbcsi per uvveulura 
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sospettare esser continna e periodica quella frazione, ed allora, secondo il 
dimostrato al n. 330, rappresenlerebl^ essa una quantità Irrazionale della 
forma o+K b. Or per decidere se veramente sia cosi, si comporterà come 
segue. Sieno V = 0 e V, = 0 due equazioni trasformate che danno lo steso 
denominatore ne' due primi periodi; egli è chiaro che queste equazioni de- 
vono avere una radice comune, e per conseguenza si potrà riconoscerla, po- 
nendo in ciascuna la stessa lettera per rappresentar l’ignota , e cercando 
in seguito il loro massimo divisor comune. Trovata questa radice, si risale 
facilmente a quella della proposta X = 0. Aggiungiamo ancora che se que- 
sta proposta contenga coeflìcienti razionali, essa non può ammettere la ra- 
dice irrazionale a-f)/6, senza ammetter l'altra a — ^/à-, né però ci pren- 
diamo alcuna pena a dimostrare questa proposiziono , per esser troppo fa- 
cile a farsi. 


AppHcanone de’ metodi <f approteimazione ad un esempio. 

483. Abbiasi 1' equazione 

«* — 6«-i-7 = 0 , 

la quale, come si è veduto nel n.° 477, esem. IV, ha una radice positiva 
tra j e I , un’ altra parimente positiva c compresa tra | e - , e finalmente 
una terza negativa compresa tra — 3 e — 4, Proponiamoci ora di calcolar 
il valore approssimato della prima di queste radici , ponendo in pratica il 
metodo di Netoton. E però è necessario, innanzi tutto approssimarne il va- 
lore sino ai decimi , restringendo i limiti f e -f. Questi limiti , espressi in 
decimali, sono 1,33 e 1,67; e i segni de' risultainenti delle loro sostituzioni 
nell’ equazione proposta sono -|- e — .Se si sostituisce il loro medio 1,5, il 
risnltamento è — 0,135; e però la radice cade tra i limiti 1,33 e 1,5. Or 
il numero 1,4 medio tra questi due numeri non differisce dal secondo che 
di 0,1 e dal primo che di 0,07 , per conseguenza si può tenere 1,4 come 
valore della radice approssimota sino ai decimi. 

Posto ciò per ottenere una maggiore approssimazione , convien r'teorrere 
alla formolo [1] del n.' 479 , cioè 

» /'CO' 

Nel nostro esempio si ha f{x) ■=■ 1x+1 , f{x) = Zx' — 7 , e per con- 

seguenza la formolo delle correzioni sarà 

rai x>-ix+i 

*• ■* '' Zx*— 7 * 


Sostituendovi primamente il valore approssimato jr=x; 1,4, s’oHieneu=— 0,05, 
donde si coochiude che il valore di x , approssimato sino ai centesimi , è 

x= 1,4 — 0,05=1,35. 

Ha questa approssinaazione è tuttavìa presupposta ; e per verificarla, sosti- 
tuiremo nell’ equazione, da prima il valore 1,35 e quindi questo stesso va- 
lore aumentato di 0,01 , ed avremo : 

per 1,3.5 . . . -p 0,010375 , 
per 1,36 ... — 0,004544 ; 

e poiché questi risnltamenti sono di segno opposto, slam certi che nel va- 
lore di X SUDO esatti i centesimi. 


e 
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Per avere una maniere approssimazione, si sostituirà questo valore 1 ,35 
nella formola (Sì e si otterrà y = +0,0008; laonde il novello valore appros- 
simato di X Sara 

X— 1,55+0,0068 — 1,5568 ; 

e per verificarlo , basterà sostituire nell' equazione proposta i due numeri 
1,5578, 1,5560, i quali dando risultamenti di segno opposto ci assicurano 
che il precedente valore di a: è esatto sino all’ ultima e quarta cifra deci- 
male. Allo stesso modo continuando si potrà spingere l’ approssimazione a 
quel grado che si vuole. 

Con calcoli del tutto simili si troverà la seconda radice positiva ; e per 
aver la negativa , che cade tra — 5 e — 4 , il miglior partito è quello di 
cangiare x in — x ed operare sulla trasformata , che avrà una radice po- 
sitiva compresa fra 3 e 4 , e che presa col segno — sarà la negativa del- 
la proposta. 

485. Applichiamo il metodo di Lagrarge al calcolo della stessa radice , 
precedentemente calcolata. Nel n." 477, esem, IV, volendo cambiare 1’ equa- 
zione data 

— 7a;+7 = 0 

in un' altra le cui radici differissero tra loro per più d’ un’ unità, si è fatto 
a; = I a;', e si è avuto la richiesta trasformata 
x'* — 63a:'+189 = 0 ; 

dalla quale bisogna ora , per mezzo delle frazioni continue , cercare il va- 
lore approssimato di x't compreso fra 4 e 5; indi dividendolo per 5 s'avrà 

quello di x , compreso fra ^ e ^ . 

Le operazioni da eseguirsi successivamente, per ottenere <c', sono disposte 
nella tavola seguente : 

Equazione in aef as'’— ■ 63ar'+ 189 = 0 , 

a:' = 4+i. 

» 

Ay’+ A V+ i A'V + A"'= 0, 

A = 4’— 65. 4+ 189 = + 1, 

A' =5.4»— 65 = — 15, 

A" = 5.4= + 12, 

A'"= + 1 ; 

y*_15y«+ 12y + 1 = 0, 

V = 14, dà 27 , 

» = 15 +181 , 

V = 14+i. 


1.* trasformata ‘ 


Bs* + B'2» + i B"2 + B'" = 0 , 

S B = 14> — 15 . 14»+ 1-j. 14 + 1 = 
B' =5.14»— 50. 14 + 12= + 180, 
=5.14 — 15 = + 27, 

t. 4 - < • 

'•’272»-iV»-272-1 = 0, 

- - - _KI1 , 

+ 251, 


+ 1=_27, 


z 

X 


= 6 dà. 

= 7 ... 


A 
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Cu' +• C'u*+ J C"u + = 0. 

C =27.6>— 180.6'-27 .6 — 1=_8H -, 
f/ =8t.6’— 360.6 — 27 = + 729, 
i C" = 81 . 6 — 180 = + 306 , 

/iT5 C"'= + 27; 

811 u — 729u*_ 306u — 27 = 0 ; 
u = 1 dà ... — 231 , 


u=2, 


U=l+; 


+ 2935 , 


Si possono continuare , se si voglia, le trasformate ; ed arrestandosi qui 
si avrà 

1+ec. -, 


c le ridotte-, calcolale secondo le regole del numero 323 , saranno 
4 57 546 .105 

1’ 14’ 85 ’ 99 ’ 


Nella prima 4 > Terrore è in meno e<-r.*,t, ovvero ~i ; 

Nella seconda i Terrore è in più e< 7 j'r 5 , ovvero tìVo*; 

Nella terza i T errore ò in meno e < tìtt»» ovvero fj'i-j '■> 

Nella quarta , l’ errore è in più e < ovvero 

Per valutare T errore della quarta , senza conoscere il denominatore della 
quinta, si osser\-erà che questo denominatore è, per lo meno, eguale a 99-|-8a 
ovvero 184. 

Dividendo , da ultimo , per 3 queste ridotte si avranno per x i valori 
_4 19 346 405 

®~3’ 14’ 233’ 297 ’ 

che sono approssimati alternativamente in meno e in più, e gli orrori sono 
rispettivamente minori di » Ts'.t? i 

Alla stessa guisa si troveranuo i valori dell' altra radice positiva -, e ne- 
gativa, poiché essa è sola fra — 5 e — 4, la si determinerà operando imme- 
diatamente sull' equazione proposta, senza ricorrere alla Irasl'ormala in x'. 
Osservazione, Poiché la radice incommensurabile non s' ottiene che per 
appiossimazione, non si può liberar di essa l’equazione, mercè la divisione, 
come si fa per le radici commensurabili. Se si disprezzasse il resto della di- 
visione , e sì eguagliasse a zero il quoziente , per dedurre le altre radici, 
gli errori , è vero , che sarebbero contenuti tra limiti ristrettissimi ; ma 
potrebbe avvenire che queste radici si alterassero considerevolmente , ed 
anchtt che cessassero di essere reali per divenire immaginarie, e per contro. 
Laonde questa semplificazione dev' esser adoperata con molta cautela. 


Radici immaginarie, — Limili de' moduli, 

484. Si può sempre , per via di sostituzioni debitamente regolate, cono- 
scere quante radici reali abbia un’equazione, e se il numero di queste ra- 
dici è inferiore al grado dclf equazione, si ha un segno sicuro che essa deve 
Fuurcy Algebra, 47 
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ammotlpro ancora radici immaginarie, clic restano a determinarsi, per render 
completa la risoluzione dcircquazione. Or, queste radici sono comprese nella for- 
mola X = o+bK — 1 , essendo a e b quantità reali che si debbono deter- 
minare -, e però si sostituirà quest' espressione nell’ equazione proposta , la 

quale, con ciò, si cambierà in un'altra della forma A-|-BK — 1 = 0 , ove 
A e B rappresenteran pure quantità reali e sono funzioni di a e b. Ma per- 
chè quest’ equazione sussista è d’ uopo che S abbia ad un tempo 

A = 0, BcaOj 

quindi la questione è ridotta a determinare i valori di a e b proprii a ve- 
rificare queste due equazioni. A questo fine si eliminerà tra loro una delle 
incognite a, per esempio-, indi si cercheranno le radici dell' equazione finale 
in b,- dopo di che si cercheranno i corrispondenti valori di a, badando di ri- 
gettar le soluzioni , ove quest’ incognita risultasse immaginaria. 

Sien reali o immaginarti i coefficienti dell’ equazione, ciò che ora è detto 
ha sempre luogo. Ma nel caso in cui i detti coefficienti sono reali, terremo 
presente (396) che le radici immaginarie dell' equazi one devono essere ia 
numero pari, e trovarsi a coppie della forma a+bV — 1 . 

Nel trattar de’ limiti delle radici ( n.’ 436 e seg. ) , si è avuto in 
vista le radici reali ; ora mostreremo che si possono ottenere de’ limiti tra 
i quali sieno racchiusi i moduli di tutte le radici sieno reali, sieno imma- 
ginarie. Sia pertanto 1' equazione 

[ 1 ] = 0 , 

ove i coefficienti P, Q, ec. possono essere reali o immaginari!. Perchè no 
valore di x sia radice di detta equazione, è d’ uopo (587) che, dopo aver- 
vela sostituita nel primo membro , il modulo del risultamento sia nullo. 

Sieno 0 il modulo di x, e p, q , . . . quelli de' coefficienti P, Q,... : 
secondo il n.° 386, i moduli de’ termini dell’equazione saranno v'*,pv"~',qv’'-* 
. . . , e quello della parte Px^-’-t-Qi"— ’-l- ec. non dovrà sorpassare po"-* 
+ 5 P"-’+ ... ; laonde se si scelga per u un valore di x tate che sia 

[ 2 ] r"— po"-' — qv "~* — . . . == 0 , o > 0 , 

allora , in virtù del numero citato, il modulo del primo’membro della [ 1 ] 
non sarà minore dì cotesta differenza-, nè perciò questo modulo sarà nullo, 
o , ciò che vale lo stesso , il valore sostituito in luogo di x non sarà ra- 
dice dell’equazione. D'altronde ogni valore di n superiore a renderà que- 
sta differenza ancor più grande-, e pero x. è un limite superiore de’ moduli. 

Sarà sempre fiicile determinare questa quantità perchè sarà snfficiente 
sostituire nella differenza [ 2 ] , in luogo di v , de’ valori positivi crescenti, 
sino a che questa differenza risulti positiva. Sie i coefficienti P, Q . . . sono 
reali, i loro moduli p, 9 , . . . sono gli stessi valori di tali coefficienti, ma 
positivamente presi ^ e se si dinota con N il massimo di questi valori si po- 
trà immediatamente prendere per limite superiore x = N + t. 

Per avere un limite inferiore si farà x = - , sì determinerà, nella tra- 
sformata in V , il limite superiore de’ moduli delle radici , indi si dividerà 
l’unità per questo limite. (151). 


(134) L« determintiiona detta radiai immiRÌniiria d’ on- aqnationa eoodaea par eoo* 
«agoanta a quella da' suoi fattori razionali dei urundo grado. Or questa seconda do- 
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CAPO XIX. 

Dimostbauone ed oso di parecchi imfobtanti teoremi. 

Regola di Cartesio. — In guai modo poeta eeea servire a trovare le radici 
quando sten reali. — Condiswne della realilà deUe radici. 

486. Teorema di Cartesio. Passando da un termine al seguente, si dice 
che vi è variaxione o permanensa, secondo che il segno cangia, o pure ri- 
man lo stesso: cosi l’equazione x* — 2x* — 3*’ + 8® — 10 = 0 ha tre va- 
riazioni ed una permanenza. Si suppone in ogni caso che I* equazione non 
abbia coefficienti immaginarii*, e qui supporremo inoltre che non abbia ra- 
dici nulle. Posto ciò il teorema che si ha a dimostrare viene enunzialo nei 
termini seguenti : 

Jn un* equazione qualunque, completa o incompleta, il numero delle radici 
positive non può sorpassar quella delle variazioni •, e quando é minore , la 
differenza è sempre un numero pari. 

La dioMstrazione di cotesto teorema consisterà tutta ad esaminare i can- 
giamenti che avvengono ne’ segni d’ un’ equazione , quando vi s' introduce 
una novella radice positiva. Considei'iamo dunque un’ equazione , completa 
che sia o pur no , e con que's^ni che si vogliano, rappresentandola cosi: 

fi] x "..,. — P....-J-Q.... — K....-4-T....-t-U = 0) 

ove P , Q , R , ec. saranno de’ termini ordinati secondo il solito , e conte- 
nenti una potenza di x col suo coefficiente. I punti frapposti indicano delle 
lagune , ciascuna delle quali è riempiuta da termini dello stesso segno di 
quello che la precede ; cosi con x” comincia una serie di segni -(■ *, con — P 
una serie di segni — ; e cosi appresso, sino ad un’ultima serie, che comin- 
cia con + ’i' c finisce con ± U. Nulla per altro impedisce che una serie di 
segni s’ abbia a ridurre ad un solo. 

Posto ciò, per introdurre nell’ equazione una novella radice positiva a, 
bisogna moltiplicare la [1] per x — a j e l’ operazione può disporsi come 
qui appresso si vede : 

X- P Q fi ~±T ..,.±11 

X — a 

X-+'....— P' ....-t-Q' ....— R' ....±T' ....±ir' 

....— P» ....-pQ" ....— ri" ....±T"' — Ho 

X-+'....— P"' ...,-pQ'" R'” ....±T"' ±Ua. 

P', Q', ec. dinotando i prodotti Px , Qx , ec. e nessun d’ essi è nullo. 

P", Q", ec. dinotando i prodotti provenienti dalla moltiplicazione per a, 
e contengono X a quello stesso grado che è inP', Q',ec.-, ma poiché l’equa- 


lermlntilone può tirsi incora diretliOMDle, e inlorno ■ quest' argomenlo ai può coD- 
salUre odi dona memoria del disiiato prof* Beclavitis . irenle per titolo sul pià 
facili masso di trovare te radili reati delle equazioni algebriche, e topra un nuovo 
metodo per la determinazione dette radili immaginarie- Non potendo, in ani nota, 
esporre, come et dorrebbe, disirsamente il noovo metodo del nomioeto professore. 
Ci conteoliamo aoltaniu a rimiudsioe lo studio nell’ indicala memorie (pag. 6S e seg ). 


Digitized by Google 


373 LEZIONI u' ALGEBRA. 

zìone pnò non esser completa, cosi può avvenire che taluni di que* prodotti 
sieno nulli. 

P'", Q'", ec. finalmente , rappresentano , nel prodotlo totale , i termini 
contenenti x a quello stesso grado che è in P', Q', ec. ■, nè alcuno di essi 
dev’ esser nullo. 

Da ultimo si osserverà che nella seconda riga di prodotti parziali, le la- 
gune possono contenere de' termini di segno contrario a quelli che si tro- 
vano al di sopra nella prima riga di prodotti -, in guisa che i segni che, nel 
prodotto totale, hanno i termini corrispondenti a queste lagune, restar deb- 
ixmo indeterminati fino a che non s’assegneranno de' valori particolari ai coef- 
ficienti della [t]. 

Or, quali che sieno cotesti segni, vi ha, nel prodotto totale, almeno una 
variazione, di a — P'", mentre che il moltiplicando non ne contiene 
che uua soltanto da ®"a — P; parimente da — l*'" a +Q'" vi sarà almeno 
una variazione, mentre che da — Pa + Q ve n'ha una sola: e continuando 
con questo tenore, si Porgerà che alla fine ve n'ha almeno una da^^T'” 
OitUa, mentre che il moltiplicando non ne ammette alcuna dopo laonde 
il prodotto ha almeno una variazione di più del moltiplicando -, e però ogni 
radice positiva, introdotta in un'equazione, deve arrecarvi almeno una va- 
riazione , e quindi il numero delle radici positive non può sorpassar quello 
delle variasioni. 

Considernndo più da vicino la cosa, si scorge che , se , da ir"+' a P"' vi 
hanno più variazioni, queste sono in numero impari -, imperciocché per pas- 
sare da un segno ad un altro opposto , v' abbisognano un numero impari 
di variazioni. Altrettanto può dirsi di — P"'a-fQ"', e di lutti gli altri in- 
tervalli ; si che , riflettendo che nel moltiplicando non v’ hanno più varia- 
zioni al di là di±T, si può conchiudere che le nuove variazioni introdotte 
da una radice positiva sono in numero impari. Posto ciò , supponiamo che 
da un’ equazione s' abbian tolte tutte le sue radici positive , allora 1' equa- 
zione risultante deve avere l’ ultimo termine negativo, altrimenti essa avrebbe 
almeno una radice positiva (i(50). Or, per giungere dal primo termine, che 
è sempre positivo , a quest' ultimo, parimente positivo, le variazioni che si 
incontrano, quando ve n’abbia, sono, ad evidenza, in numero pari; e d’al- 
tronde, si deve ricadere sull' equazione primitiva , ristabilendo successiva- 
mente ciascuna delle radici soppresse-, quindi, se il numero delle radici po~ 
rilire è minore di quello delle variazioni , le differenza tra questi due nu- 
meri è impari. 

■487. Se in un’ equazione si rimpiazza z con — x, tutte le radici cange- 
ranno di segno-, per conseguente il numero delle variazioni della trasformala 
indicherà quante radici negative, al più, contenga la proposta. Per esem- 
pio, supposto che s'abbia l' equazione a:’ — 2x-t-3 = 0 , sireome essa non 
ha che due variazioni , si vede tosto che essa non può avere più di due 
radici positive. In seguito , siccome la trasformata in — x , do|K) cambiati 
tutti i segni , èx’ — 2x — 3 = 0, e non ha che una sola variazione , se 
ne conchiude che la proposta non ha più d’ una radice neptiva. 

488. Si può, in generale, dimostrare che riunendo le variazioni della pro- 
posta a quelle delia trasformata , il numero totale di queste variazioni non 
deve sorpassare il grado dell' equazione. 

Sieno G;r*-pHx*— *' due termini consecutivi dell’equazione x"-e ec. = 0, 
e supponiamoli, primamente, dello stesso segno. Cambiando xin — x, que- 
sti due termini daranno una variazione se k' è impari , e non ne daranno 
alcuna , se è [)ari. Suppouiauio , in sucoudo luogo, che i detti due Ict- 
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mini sicno di segni opposti : se è ini(>uri non presenteranno essi alcuna 
variazione nella trasforinala, ma se k' è pari, ne presenteranno una. Laonde, 
riunendo le variazioni della proposta a quelle della trasrormata , si può af- 
fermare che due termini consecutivi, nei quali la dilferenza degli esponenti 
è impari , presentano sempre una variazione , e se questa dilferenza , per 
r opposto, è pari, ne presentano due o nessuna. Questo numero di varia- 
zioni pertanto non sorpassa la dilferenza de' due esponenti , e poiché nell' ul- 
timo termine dell'equazione l'esponente di x è zero, così il numero totale 
delle variazioni non sòrpasscrà giammai il grado dell' equazione. Mei tempo 
stesso si vede che la differenza , quando pure vi sia, dev' essere un nume- 
ro pari. 

489. Il numero delle radici positive non potendo esser maggiore di quello 
delle variazioni, che l'equazione presenta; nè quello delle radici negative 
potendo sorpassare il numero di variazioni della trasformata in — x-, e poi- 
ché, inoltre il numero totale dì coleste variazioni non può sorpassare il grado 
dell' equazione, ne segue che, se tutte le radici sono reali, questo numero 
totale dovrà pareggiare il grado dell' equazione , e che vi saranno appunto 
tante radici positive quante v’ha di variazioni nella proposta, e tante iiega- 
tive quante variazioni vi ha nella trasformata. 

Allorché s' ignora se tutte le radici sten reali , la precedente conclusione 
non trova più luogo-, imperocché le radici immaginarie possono egualmente 
sussistere e con permanenze e variazioni : cosi , per esempio , se le radici 
dell'equazione x’+px-t-j = 0 sono immaginarie, è chiaro che lo saranno 
eziandio dopo cangiato p in — p. 

490. Quando un’ equazione è incompleta , spesso riesce facile , dietro il 
precedentemente detto , riconoscere che essa amnielte radici immaginarie. 
Si numereranno le variazioni si della proposta che della trasform.lta in — x, 
e, secondo i n.' -180 e 487, non vi [wlranno essere più radici reali di quel 
che ne indichi il numero di tutte queste variazioni ; laonde se un colai nu- 
mero vien sorpassalo dal grado dell' equazione, vi saran con certezza tante 
radici immaginarie per quanto ne indica la differenza tra que'due numeri 
cosi , se s' abbia I' equazione x" — 1 = 0, ed m sia pari , si conchiudei-a 
immediatamente che essa aminelle, al più, due radici reali-, e poiché è pa- 
lese che ne ha già due , cioè +1 e — 1 , cosi può alfermarsi che le rima- 
nenti m — 2 sono immaginarie. 

Ritorniamo alla spiegazione del n.° 488-, e rappresentando l' equazione con 

x"-i-Px’*-«-f Qx'"-»-"'-J-Rx--"-*'-""-f. ec. = 0, 

ed aggiungendo alle variazioni della proposta quelle della trasformata in — x, 
si è visto che i termini x"-t-Px*-* danno una variazione quando né impari, 
c che ne danno due , o pure nessuna , se n è pari. Laonde , se si dinoti 
con V questo numero di variazioni, che, al più, è uguale a S , la differen- 
za n — V potrà esser nulla, o un numero pari, ma non mai negativa, lina 
osservazione analoga può farsi su due altri termini consecutivi qualum|ue 
dell' equazione -, si che dinotando con o', v", cc. i numi^ri di variazioni ri- 
sultanti dalie altre parli dell' equazione , nessuna delie diflcreuze 

n — 0 , fi — c', rt — v ". . . 

sarà mai negativa. Ma se si dinota con Y il numero toble di variazioni della 
proposta e della trasformata , e si rifletta che 

m—n-rn' + n". . 
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si ha Gvìdeutemeole 

in — V = (n — «')+(•*' — o')+("’* — 

Or, quando le m radici della proposta sono reali, V=m, ovvero m — V = Oi 
dunque, poiché nessuna delle differenze n — v, n — e', . . . può esser ne- 
gativa , è d’ uopo che s* abbia 

« — c = 0 , n'— t' = 0 , n" — »"= 0 , ec. 

Pertanto , se solo una di queste differenze non è nulla , si può esser certi, 
senz’ altro esame , che l' equazione data ammetta radici immaginarie , e si 
può affermare che ne abbia almeno tante per quante unità vi sono in que- 
ste differenze. 

Poniamo, per esempio, che Gx*+Ux*~‘ sten due termini tra i quali manca 
quello in x*~‘. Se G ed 11 sono dello stesso segno , questi termini non ap- 
porteranno variazioni nella trasformata in — x, e si può affermare che l’equa- 
zione ammette almeno due radici immaginarie: tale è il caso dell' equazione 

x’-f 4ÌI+7 = 0. 

Ma se G ed H sono di segni opposti , non si potrà nulla conchiudere ; im- 
perciocché i due termini danno già una variazione, ed un'altra ne presen- 
teranno nella trasformata , il che dà ì variazioni , e questo numero è pre- 
cisamente uguale alla differenza de’due esponenti : in questo caso è T equazione 

X'— 4x+7 = 0. 

Poniamo ora che Ira due termini Gx-(^nx*~*' ve ne manchino due o an- 
che pili: e poiché la differenza degli esponenti è >3, c questi due termini 
non possono produrre che due variazioni al più, si può , senz’ altro esame, 
esser certi che l’equazione abbia radici immaginarie. 

4'Ji. Quando l’equazione è completa, e vi si rimpiazza x con — x, è 
chiaro che di due termini consecutivi, l’uno conserva il suo segno primitivo, 
l’altro prende un segno opposto a quel di prima-, laonde le permanenze si 
mutano in variazioni, e per contro. Pertanto si può conclvuderc die un’equa- 
zione completa non può aver più radici negative che permanenze. 

Colesta conclusione s’ applicherà alle equazioni incomplete , se si attende 
a ristabilire i termini mancanti , i quali debbonsi riguardare come aventi 
per ciieflìcientc ^0. S’abbia, per esempio, l’ equazione x* — 4x-f7 = 0, 
la quale sotto questa forma non presenta permanenze*, essa intanto ha una 
radice negativa perchè è di grado impari e il suo ultimo termine è positi- 
vo (469). Ma , rimettendovi il secondo termine ± Ox*, essa diviene 

aP±0x’— 4x-f7 = 0, 

e in tal caso, sia che si prenda -t-0 o — 0, avrà sempre una permanenza (*). 

Si può pure talvolta riconoscere , con questo mezzo , la presenza delle 
ndici immaginarie. Cosi , dopo avere ristabiliti i termini mancanti, dando 
loro il coefliciente zero, con entrambi i segni -t- e — ; allora qualunque di 

(*) Il leorcmi di Cabtbsio sBolesi ttlfialt cnontitre nc’lrrmini seguenti ; uit’ffiui- 
zioni non pud avtr§ pii runiei potiliv» tht voriosioni , né pii radici negative eh» 
permanente. Me I* secondi parte di queeio cnuosialo è iotaalll , a meno che non 
s’ aggionxa la coodiiioae che l'equaiioap abbia a essere eomplela , condiiione iou- 
liU prr la prima parie: l'equazione x* — 4x-f7 è suilicicoie • mostrare la validità 
di quest’ osservazione. 
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questi segni sìa quello che si consideri ; se tutte le radici delP equazioni 
sono reali, si dovrà sempre trovare il numero delle variazioni lo stesso che 
quello delle permanenze. Laonde quando ciò non avrà luogo , 1’ equazione 
avrà sicuramente radici immaginarie. 

Sieno , per esempio, e come innanzi, Ga:*+Hx'“* due termini tra’ quali 
manca quello in jc*”': ristabilito questo termine, s’avrà G*M;Ox*-' + 11.^-*. 
Se G ed U sono dello stesso segno, e sia il +, questi tre termini daranno due 
permanenze o due variazioni , secondo che si ritiene il segno + o il — in- 
nanzi al termine in ; quindi allorché manca un termine tra due altri 
termini dello stesso segno, l' equazione ha radici immaginarie. Ma se G ed H 
hanno segni opposti , non si può nulla più conchiudere -, imperciocché , sia 
che si prenda +0 o — 0, il complesso de’ tre termini darà sempre una va- 
riazione ed una permanenza. 

Sieno ancora Gz*-i-Ha;'-^' due termini tra’qualine manchino due o anche più: 
ristabilendo questi termini mancanti, s’avrà Gx‘±Oaì*“'::t:Oj:*“*..-pHx^*'. 
Or al terzo termine Oo:*~* sì può dare lo stesso segno di Gx*, e allora, se- 
condo il qui innanzi detto, l'equazione avrà certamente radici immaginarie. 
, Sarà agevole dimostrare che il ristabilimento de' termini mancanti può 
condurre alle medesime conseguenze, alle quali han menato le considerazioni 
del n.‘ 400 \ ma questi dettagli sono superflui. 

492. La regola di Cabtesio può primamente servire a trovare le radici 
d’ un’ equazione quand'esse sono tutte reali. Supponiamo in fatto, ciò ch’é 
sempre lecito, che non vi sieno nell'equazione radici eguali, ed occupiamoci 
delle solé radici positive, atteso che la determinazione delle negative si ri- 
duce a quella di radici positive. E poiché l' equazione proposta non ha che 
r^ici positive, essa deve avere tante variaz'ioni per quante sono queste ra- 
dici. Or, se si dinoti con « con numero reale qualunque, e si faccia x — a=x\ 
tutte le radici delia trasformata in x' o x — « saranno tuttavia reali-, per 
conseguenza il numero delle variazioni di questa trasformata indicherà pure 
quante radici positive essa ammetta. D' altronde , é manifesto che se « ò 
^sitivo , e l' equazione in x non ha radici tra zero ed « , la trasformata 
in X — et conserverà tante radici positive per quante sono quelle della pro- 
posta -, ma se quest’ ultima ha radici tra zero ed <t , la trasformala avrà, 
per lo meno , altrettante radici positive. Laonde , numerando le variazioni 
perdute, quando dalla proposta si passa alla trasformata in x — o si verrà 
a sapere quante radici positive abbia b prima , comprese tra zero ed «r. 
Egualmente, se a'>« e dall'equazione in x — « si passa ad una nuova 
trasformata in x ' — il numero delle variazioni che in questa saranno scom- 
parse , farà con<»cere quante radici positive tra « ed a' abbia l’ equazio- 
ne in X. 

Posto tutto ciò, ecco in qual modo si delermineranno successivamente 
tutte le cifre delle radici, sino a quell' ordine di decimali che si vuole. Dal- 
r equazione in x si dedurranno le trasformate in x — t, x — 2, . . . , sino 
a quella in x — 10 , e dalle variazioni perdute ad ogni trasformazione si 
saprà quante radici abbia la proposta tra zero ed 1, quante tra 1 e 2, ec., 
quante infine tra 9 e 10. Ciascuna di coleste radici é minore di 10 -, ma 
quando si sapranno calcolare in decimali, sarà facile ottenere eziandio le ra- 
dici comprese tra 10 e 100 , tra 100 e 1000 , ec. : basterà in fatto por- 
re x =; lOx' nell’equazione data, e cercare i valori di x', che sono minori 
di 10-, indi fare x'=10x" nell’equazione in x', e cercare i valori di x" 
che sono minori di 10 -, e cosi appresilo. Per esempio , se , dopo trovala 
l' equazione in x", si cerca la trasformata in x" — 10 , e lutti i suoi ter- 
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mìni sono dello stesso segno , si è certi che la proposta non ha radici po> 
sitive maggiori di tOOU. Per siiTatte ragioni ci limiteremo a spiegare il modo 
onde trovare le cifre decimali delle radici minori di 10. 

SupjKiniamo pertanto che v‘ abbiano una o più radici comprese tra la ci- 
fra « «+l. Per trovare i decimali di ciascuna radice, si farà tO(x — a)=x' 
nell’ equazione trasformala in x— a-, indi si cercherà, la parte intera de’ va- 
lori di a ', con lo stesso mezzo con cui si è determinato a ; vale a dire cal- 
colando le trasformate in x' — 1 , x' — 2 , ec. , badando a non sorpassa- 
re x' — tO, e numerando in flne le variazioni perdute in ciascuna trasfor- 
mazione •, il che farà conoscere se v’ abbian valori di x' tra zero ed 1 tra 
■i e 2 , ec. , e si verrà per conseguenza a determinare la cifra de’ decimi 
in ciascuna radice. Sia a' questa cifra per una di esse radici : sì farà 
40(x' — «') = x", si ripeteranno su l'equazione in x“ le operazioni fatte 
su quella in x', e si verrà a conoscere la cifra «" de' centesimi. A questo 
modo continuando si potranno trovare quante sì voglian cifre decimali. 

Può avvenire che più radici abbiano le prime cifre decimali comuni; ma 
poiché r equazione in x non ha per ipotesi , radici eguali , le radici com- 
prese tra a ed a + i finiranno sempre col separarsi. E si riconosce che la 
separazione d' una radice abbia luogo, quando l' ultima trasformata ammette 
una sola radice positiva dì meno della trasformata precedente , o , ciò che 
ò lo stesso , quando essa non ha che una sola variazione di meno. 

Il metodo compendiosamente qui esposto, fu pubblicato da Budan, nel 
1807, in una memoria, avente per titolo nuovo metodo per la risoluzione delle 
equazioni Lo stesso autore procurò di estendere il suo metodo a' tutte le 
c<(uazioni , nel caso eziandio che s' ignorasse la na,tura delle radici ; ma si 
ingannò credendo potervi riuscire mercè la sola regola di Cartesio (1^^ 

183. E di somma importanza sapere delle condizioni alle quali si possari- 
conosccre che tutte le radici d'un’ equazione sienu reali e disuguali, ed a ciò 
sì giiigne applicando la regola di Cartesio all’ equazione ai quadrati delle 
differenze. Sia, in fatto, X — 0 l’equazione data e D=0 quella ai quadrati 
delle differenze. Se la proposta X = 0 non ha che radici reali e disuguali, 
i qu.adrati delle loro differenze saranno quantità reali e positive; e però la 
equazione D = 0 dovrà essere completa ed aver soltanto variazioni di segni. 
Poniamo, in secondo luogo, che la X = 0 abbia radici immaginarie, e am- 
mettiamo , come si è dim ostra to nel n.“ 597 , che esse si trovino riunite a 
coppie della forma a±hV — 1 ; il q uadrato della differenz.1 delle due ra- 
dici d’ una simil coppia è (2& K — 1)’ ovvero — lf>", quantilà essenzialmen- 
te negativa. Se, tra le radici reali ve n' erano delle eguali, i quadrali delle 
loro differenze sarebber nulli. Or è chiaro che l’equazione D = 0 non può 
avere radici negative nò nulle, quando essa è completa e co’ segni alternati. 
Laonde , perchè un' equazione non abbia che radici reali è disuguali, è ne- 
cessario e sufficiente che l' equazione ai quadrati delle differenze, sia completa 
e presenti soltanto variazioni. 

Quando l' equazione X = 0 ha radici solamente reali, e tra queste ve ne 
lia delle uguali , 1’ ultimo termine , o anche più termini consecutivi, a par- 

(138) 11 Boffim nel 1813 ( Ifemorte della Società 'italiana: toro. XVI ) dette od 
elegeoiiesimu metodo col qoele si poss.v estrarre la radice numerica di qualunque 
grado. Or questo metodo, comunque sia un'applicazione dell’algoritmo del Bdddn, 
nondimeno non si limita il Ruffini ad operare con nna sola untlk per volle . me 
calcola invece con le cifre de 1 e 9 , siccome è solila praticersi nella divisione e 
nelle estrazione delle redici. 
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tir dnll' ultimo , mancnno nell’ equazione D = Ò , ma i termini rimanenti 
debbonsi succedere ^ senza che alcuno ne nianrhi , e coi segni alternati. 

Nel n.° 440 abbiain trovato che per l’equazione del terzo grado 

j->+Qx+R = 0 

r equazione ai quadrati delle difTerenze è 

**+6Q*‘+9Q’5+40’+27R» = 0 • 

e se Tuotsi che questa sia completa c presenti soltanto variazioni, debbonsi 
verificare le condizioni 

Q<0, 4Q’+27R*<0. 

Or to saconda di queste condizioni non pub essere Soddistatta, senza verifi- 
carsi la prima ? quindi , perchè le radici dell’ equazione di 5.“ grado sieno 
reali è disuguali, è necessaria la sola condizione 4Q’-f27R'<0. 

Teorèma di Buù^s — Sua utilità nella risoluzione delle equazioni, 

494. Questo teorema è stato pubblicato nel 1807, nell’opera sopra men- 
tovata (492). Visto che era agevole scorgere la verità d’ un tal teorema ri- 
spetto alle equazioni che hanno solo radici reali, soggiungeva Bcpaxt m che 
v' erano valevoli ragioni per crederlo applicabile ad una equazione qualun- 
que. » Più tardi , nel 1811, pose egli questa sua asserzione fuori d' ogni 
dubbio, mercè una dimostrazione che comunicò all' Istituto; e Lagbangb e 
Legendre, incaricati a farne l’esame, giudicarono essere esatta la dimostra- 
zione e nuovo il teorema. A meglio farlo intendere ripeteremo .da più so- 
pra le cose; 

Data un' equazione in x, ed essendo « un numero positivo qualunque, se 
si fa x=y + a, s'avrà una trasformata in y, le cui radici saran quelle della 
proposta diminuite di cr ; ed è chiaro che tante radici positive vi saranno, 
almeno, nella trasformata io y ovvero x — a, per quante radici racchiude 
ia proposta in x tra zero ed a. Or, quando tutte le radici d' un'equazione 
sono rea li ^ si è veduto essere il numero delle radici positive eguale a quello 
delle variazioni de’ segni; quindi, se l'equazione non ha che radici reali si 
dovrao trovare, nella trasformata in x — a, tante variazioni di meno per 
quante erano le radici della proposta, comprese tra zero ed <t. La presenza 
degl' immaginarli non permette a questa conclusione d' esser generale ; ma 
in ogni caso può stabilirsi, e in ciò appunto consiste Teaunzinto teorema di 
Budan , che il numero delle radici delf equazione in \ , comprese tra zero 
ed a , non può sorpassare il numero delle variazioni perdute, passando da 
quest' equazione alla trasformala in x — a. 

Sia X = 0 un’ equazione di grado m rispetto ad a; , e sieno X', X" . . . 

X‘"' le funzioni derivate successive di X, Sino a quella indipendente 
da X Ponendo x = y+«, s’ avrà la trasformata in y o x — «; e ordinando 
questa trasformata, al modo .solito, i suoi coefficienti saranno i valori che 
per X = « , prendono le funzioni 

XI") X'— •' X" X' 

t.2...m* 1 . 2, .. (m — 1)’ * ■ ■ 1 .2’ 1’^' 

D'altronde per x=0, queste funzioni deggionsi ridurre ai coefficienti del- 
l'equazione X=0; perchè in tal caso la trasformata dev'esser quella stessa 
equazione, che s'avrebbe cangiando x in y nella proposta X = G. Laonde, 
Fourcy Algebra. 48 
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il leoroma si rUInro a dlmostnrc i he se si contano le variaTionì della so- 
prasrrilla serie, dopo fattovi x = 0, non che le altre che si hanno, facen- 
dovi a- = « , il numero delle radici di X = 0 , comprese tra *ero ed « , 
non può sorpassar quello delle variaTioni che si trovan di meno , dopo la 
seconda sostituzione. In questa serie di funzioni si posson d'altronde soppri- 
mere i divisori numerici, e si può eziandio moltiplicare o dividere ciascuna 
di esso per qualunque si voglia fattore positivo*, essendo che, in questo modo 
operando, i segni non si alterano. È pressocchè questa è la maniera onde Foo- 
BiER presenta il teorema in discorso, nella sua Atudisi delle equazioni, pub- 
blicata da Nìvier, nel 1851. Ma riferiamo qui appresso 1' enunziato e la 
dimostrazione tali quali si trovano in quest’ opera. 

495. Teorema. Data una qualunque equazione\ = 0 della forma x"-ePx*'~* 
+Qx"'-»+ . . . +Tx+U = 0 , «e nella terie delle m + 1 funzioni 

[1] xt»), Xt— . . . X", X', X , 

ti sotlituitcano allernatiramente due qualunque quantità reali «r e /3, «Hen- 
do a e se dopo ciascuna sostituzione ti contano le variazioni de' segni 
che presenta la serie de' risultamenti ; il numero delle radici comprese tra 
« e ^ non può giammai sorpassare quello delle variazioni perdute dax = tt 
ad x = fi, e, quatuC esso è minore , la differenza i un numero pari. 

La dimostrazione si farà esaminando i e.ingiameiiti di segno che possono 
aver luogo nella serie [1] , quando x cresce in un modo continuato. Or, 
egli é chiaro che nessuna delle funzioni di questa serie può cambiar di se- 
gno , senza passare per zero ; perocché se una di esse cangia di segno so- 
stituendovi successivamente due quantità, è noto che tra queste quantità 
v’ è almeno un valore che rende nulla la funzione. Per questa ragione si 
porrà mente , in modo speciale , alle alterazioni prodotte ne' se.gni, quando 
X passa per un valore a, che fa svanire una o più funzioni della serie [1]. 
Per maggior chiarezza debbonsi ordinatamente considerare differenti rasi ; e 
prima d' andare innanzi facciamo avvertire che rappresenteremo il primo mem- 
bro dell’equazione indifferentemente con X o con F(x), e i polinomii derivati 
sìa con X', X", . . . , sia pure con F'(x) , F"(x) , . . . 

1.° Poniamo che il valore x = a non annulli che una sola delle funzioni 
e propriamente T ultima X o F(x). E poiché a non annulla alcuna delle fun- 
zioni precedenti , prendendo una quantità h sufficientemente piccola e sosti- 
tuendo successivamente a — à ed a + h in luogo di x in queste funzioni, le 
due serie di risultamenti dovranno certamente, presentar gli stessi segni, co- 
me se sì fosse sostituito a. Laonde , altro non ha a farsi che paragonare i 
segni dati dalle sostituzioni di a — h eJ a+h nelle due ultime funzioni F'(x) 
e F(x) , le quali con ciò divengono 

F'(a — A) e F(a — A) , per x = a — A , 

F'(a -h A) e F(o A) , per x = o + A. 

Ma è noto che 

F(o — A) = F(a) — AF'(a) + ec. , 

F(a + A) ^ F(o) -I- AF'(a) + ec. -, 

e poiché Ffo) = 0 , 

Ffo - A) = — AF'(n) + ec. 

F(a + h)=x + AF'(,i) + ec. 

Potendosi prendere A talmenle piccolo, che ciascuno sviluppo rappresenti 
una quantità dello stesso segno del primo suo termine, ne segue che basta 
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parnffonare semplicemente i segni di F'(a — h) e — F'(a) con quelli di F (a+ft) 
e +F'(o). Or, si è già osservalo che F'(a — h) e F'(a+/») hanno lo stesso 
segno di F'(a), quindi, avendo riguardo solo ai segui, s'avrà una delle due 
(ombinaziooi seguenti : 

Pera — h... + — t (“ + 

Per a + à... + +J l . 

Pertanto la sostituzione di a+h nella s<'rie [t] dà una variazione di meno 
di quella che dà la sostiluzione di a — h. 

3.* Supponiamo che più funzioni consecutive s' annullino, compresavi l’ul- 
tima , F(j;). Siene 

F'.->(x), F'(x),. F(x) 

qnesta funzioni consecutive che s'annullano per x=a. F noto esser questo 
il caso in cui la proposta abbia i radici eguali ad a -, e poiché si suppone 
che nè la funzione Ft'fx) ,' nè le precedenti s’ annullino per lo stesso va- 
lore x = a, cosi , se a è abbastanza piccolo , i segni della serie [1] non 
potranno essere alterati, passando da x = o — h ad x = a-|-h, se non in 
quella parte che vien do[)o Fi»(x). Laonde ci basterà paragonare i segni 
delle due serie seguenti : 

l_2l F(-'(a-h), F—Ka-A),... F'(«-fc), F(a-A), 

[5] F(\a + h\ Fl<-)(a -f A) , . . . F'(a A), F(a -f A). 

Sviluppando F'*“‘Ya — à), Ft*"’'(o — A) ec. , e lenendo ineseute che per 
ipotesi , F(a) = 0 , F'(o) = 0, . . . F<'“‘ì(a) = 0 , si ottiene 

— h) = F!'"’i(o) — h¥^‘\a) -f- cc. = — AF>‘)(a) + ec. 

Fi-«)(a — A) = F'*-‘>(o) — AF'*-«)(o) -l- i h^F^'\a) — ec. . 

= iA*EW(o) 
ec. 

Polendo esser In quantità A tanto piccola (>er quanto si vuole, il primo 
sviluppo può considerarsi come una quantità di segno op|>osto a Fl''(a), il 
secondo come una quantità dello stesso segno di F<'t(a) , e cosi appresso , 
alternalivamenle , sino a F(a — A). 

Sviluppando allo' stesso modo i valori corrispondenti ad a-J-A , è pales»*. ' 
che s’ avran delle quantità tulle dello stesso segno di F")(n). D’altronde, i 
segni di F(' (o — A) e F(0(-f A) devono essere gli stessi che quello di F>' (a). 
Pertanto la serie [23 non presenterà che variazioni, le quali sono » di nu- 
mero, mentre la serie [5] non avrà che permanenze-, e quindi il c-omplesso 
di tutti i segni della serie [1], nel passaggio di x da a — A ad a-f-A deve 
perdere i variazioni , tante , cioè quante radici eguali ad a animelte la 
proposta. 

3." Poniamo ancora che il valore x — a annulli una sola funzione , che , 
sia intermedia però , e poniamo la Xi"' o F<’’\j). Scriviamo , come innanzi 
la serie [1] , rimpiazzando con punti i termini inutili a considerarsi x 

Xt't'', Xw, X»*-*), ... 

E poiché X^'l è la sola funzione che s’ annulla per x = a , così ciascuna . 
di quelle che precedono o pure seguono Xw deve dare lo stesso segno so- 
stituendovi a — A , u-{-A , o < 1 . V 
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Se la serie precedente non comprendesse alcuna delle funzioni X*— X<*— 
che seguono X"), il caso attuale sarebbe simile al primo, e le serie de’ se- 
gni corrispondenti ad a — h, paragonala con quella de' segni corrispondenti 
ad a+h , perderebbe una variazione. E si è pure vednto che questa per- 
dita ha luogo, peiTliò i due ultimi seguì presentono lina delle seguenti comr 
binazioni : 

Per a — k ... H t t h 

Per t 

Laonde , se sopra una stessa riga si scrivano i valori che prendono le tra 
funzioni X(*+'). X"', Xi"— per la sostiluzìone di a — A, e al disotto, so- 
pra un’altra riga , i valori che prendono le stesse funzioni per la sostituì 
zione di a+h, i segui non potrannu presentare che una delle quattro cum- 
binazioui seguenti ; 

per a — h -1- 1--1- + 

per o-pk... p -p-p — !■: r* 

Quindi , quale che si consideri di queste combinazioni , si seprge che past 
sundo da a — k ad p+k la serie [1] perde due variazioni, o non ne per.- 
de alcuna. 

4.° Supponiamo che più funzioni consecutive s' annullino, esclusane l’ ul-, 
lima X ; e scriviamo la serie [(] come qui appreso si vede 

. . . X<»+>‘, X . . . X'.'), X—'», ... -, 

ammettiamo inoltre che le » funzioni comprese tra X'»+>) ed Xi"-*) s’ annul- 
lino, senza che la stessa cosa abbia luogo per le altre. In questo complesso 
di funzioni soltanto potrannu avvenire delle modificazioni ne' se.gni, passan- 
do da x = o — k ad x = a+h. Or se la serie [1] terminasse ac| X'’l, sa- 
remmo nel caso 2", e se ne cx»nchiuderebbe dovervi essere delle variazioni 
perdute. Ma , volendo avere considerazione alto (unzione Xl*"'), conviene 
dislingiiere l' ipotesi di t pari da quella di i impari. 

QnaiuJo t è pari il numero de’ termini X("+'), . . . X*"' è impari. Or , se- 
condo il dello nel caso 2% se si scende da X‘"+*Va X"*), i segni risultanti 

dalla suslilnzione di o — k saranno alternati*, quindi X(") sarà dello stesso 
segno di Xl"+ó. Per 1’ opposto , i segni della soslituziope di a+k saranno 
tutti gli stessi di quello di X('+d -, ma quest’ ultima funzione deye avere lo 
stesso segno per ciascuna sostituzione, dunque ancora là funzione XI'J avrà 

10 stesso segno *, sì che il numero delle variazioni perdute du x = a — k 
ad X — a+h è uguale ad t- 

Quando i è impari , il numero delle funzioni X("-i'’l . . . XW è pari , 

11 ragionamento precedente c’ insegna che le sostituzioni di a — k ad o-f-k 

danno per X<"’ de’ risultamenli di segno opposto *, donde consegue che i due 

termini X("> e X(’'-’l debbono presentare , dopo le sostituzioni una delle 

quattro combinazipnì seguenti 

+ + +— -+ I 

- + - - + + I + - 

Nella prima e nell’ ultima una permanenza sì mula In variazione , C nelle 
due intermedie una variazione si muta in permanenza. Laonde il numero delle 
variazioni perdute della serie [1] non ò più t ma i — 1 o t-pl. 

Pertantu se i è pari il numero delle variazioni perdute è t, c se t è hn- 
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pari , questo numero di variazioni perdute è » — lo i-fl -, sicché in tutti 
i casi detto numero è pari. 

.5.° Supponiamo, da ultimo, che la sostituzione di a in luogo di x faccia 
svanire dejle funzioni in diverse parti della serie [1], Se tra queste funzioni 
se ne trovino « consecutive tra le quali sia compresa I' ultima X , 1' eqiia-r 
zione X = 0 ammette i radici eguali ad a , e pel detto ne’ casi t" e 2“, 
queste funzioni svanendo danno luogo ad una perdita di t variazioni, quando 
si passa da o) = a — A ad X = a+/i. E rispetto alle funzioni intermedie che 
svaniscono, il detto ai casi 5° e ■1'* c* insegna che esse non possono perdere 
phe un numero pari di variazioni. 

1 cinque casi a mano a mano percorsi mettono in chiara evidenza le ron^ 
segnenze seguenti. Quando x cresce d’ una maniera continua, i cangiamenti 
che avvengono ne’ segni della serie [t] non possono aumentare il numero 
delle variazioni , ma solamente diminuirlo, t^ni volta che x sorpassa una 
radice a, vi ha variazioni perdute, il numero delle quali è lo stesso di quello 
delle radici eguali ad a contenute nell' equazione , o lo sorp.tssa d' un nu- 
mero pari. Può avvenire ancora che v'abbiano delle variazioni perdute, senza 
che X passi per una radice dell'equazione, e allora esse sono sempre in 
numero pari. 

Pertanto , se dopo aver sostituito nella serie [1] un valore x = « , se 
ne sostituisce un ajtro x=fi, maggiore del primo, il numero delle varia-^ 
zioni perdute sarà eguale al numero delle radici comprese tra « e jS, o lo 
sorpasserà d’ un numero pari. E questo il teorema che si doveva dimostrare, 

496. Se la sostituzione d'un valore x=a f:i(!csse svanire una o più funr 
zioni della serie [1], potrebbesi incontrar dilKcoltà per la maniera di con- 
tar le variazioni', ma questa dilTieollà si vince, sostituendo invece di a, due 
numeri a — à ed a-f-à, che da a differiscano per quanto poco si voglia: 
né alcun nuovo calcolo sarà necessario per determinare i segni che risultano 
^a queste sostituzioni. Da prima , le funzioni che non svaniscono pel valo- 
re devono conservare gli stessi segni ; e rispetto alle funzioni diesi 

annullano , basterà ricordare ciò che è detto nel num, prec. (4"). Si è, in 
fatto, veduto che la sosliluzione a — h rimpiazza i zeri con segni alternati 
il primo de'- quali è contrario a quello, alla cui dritta son messi questi zeri, 
mentre che la sosliluzione di a+k riconduce questi segni al posto di ciascun 
zero. Questo procedimento é detto regola del dopjiio segno da Fourieb: esso 
rìducesi a rimpiazzare i zeri pi-ima con segni tali che s'abbia il maggior nu- 
mero possibile di variazioni, e quindi con segni tali da aversi il niiiiur nu- 
mero possibile di dette variazioui. 

Poniamo per esempio che si sia trovata 

per x=o, -f 0 pOOOO — 0-f ; 

applicando la regob del doppio segno , s’ avrà : 

per x = a — h, -| 1 1- f- 

perx = o-pà, -|-+— 1-. 

Cosi si vede che passando x pel valore a fa perdere 4 variazioni alia serie 
de’ segni. Egli è d'altronde evidente che reqnazione non ammette o per ra- 
dice, perchè 1’ ultima funzione non s’annulla per x=a. Si vedrà fra poco 
che queste quattro variazioni perdute indicano la presenza di altrettante ra- 
dici iiuuiJgiparie. 
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497. Riprendiamo la serie 

[1] X'-J, X>-0, . . . X», X', X; 

c sia A un tal \-alore che messo in ciascuno di questi polinomi! in luogo 
di X, renda in ciascuno di essi, il primo termine maggiore della somma 
di tulli gli ultri : allora ponendo x=— A oppure eguale ad un altro va- 
lore qualunque minore di — A, i segni di detti polinumii saran quegli stessi 
de' loro prìiiii termini. Ma, secondo la furniazione di essi polinomii, è chiaro 
che questi primi termini sono .rispettivamente x% x', x", . . . x~, moltipli- 
c;iti |>er coeiricienli che sono lutti dello stesso segno; dunque per la sosti- 
tuzione A, la serie delle funzioni [l] presenterà solo variazioni. 

Similmente de’ valori positivi di x , al di là d' un certo limite x=+B, 
faranno acquistare a dette funzioni valori che saranno tutti dello stesso se- 
gno , per modo che la serie [ij non presenterà altro che permanenze nei 
segni. 

Inoltre, essendo che la sostituzione del limite — A, nella serie delle fun- 
zioni [1], non può date che variazioni, e che queste funzioni sono in nu- 
mero m-1-1 1 cosi il numero delle variazioni che presentano, per detta so- 
stituzione , sarà in , cioè quanto il grado dell' equazione X = 0. Laonde m 
è il numero totale di variazioni che deve perdere la serie [1] , nel passa- 
re X dal limite — A all'altro 4- B. 

Posto ciò, consideriamo il caso in cui le tn radici dell'equazione X=0 
sono reali , e supponiamo che nella serie |^i] vengan sostituiti per x duo 
quantità a e ^ intermedie tra — A e B , e che sia a < /S '• in tal caso il 
numero delle radici comprese tra a e jg sarà eguale a quello delle varia- 
zioni perdute dalla serie [i], nel passare da x = « ad x — &. E per fer- 
mo , è già nolo che il numero di queste radici non può sorpassare quello 
delle variazioni perdute (495) ; dippiii , se il detto numero di radici fosse 
minore di quello delle variazioni perdute , sarebbe necessario, in com|)en- 
so , che , passando da — A ad « , o da /3 a+B , si trovassero più radici 
che variozioni , il che è impossìbile (t05). 

Poniamo ora che l’ uquazione abbia reali le sue tn radici ; e dinotiamo 
con n il numero delle variazioni perdute, passando da a e È chiaro, in 
virtù del teorema del n.° 495, che il numero delle radici reali, che sono 
al di quà dì a e al di là di /g non potrà giammai sorpassare m — n; e però 
se tra a e fi v’ abbia meno din radici reali, questo numero dev'essere con 
certezza eomplelato da radici immaginarie. 

Per silTatla ragiono, e per generalizzare il discorso, propose Focbibb di 
riguardare l' intervallo da « a (3, lajine contenente n radici ; allora però è 
d' uopo soltinlendore die talune di esse possono essere dtficienli o imma- 
ginarie. 

498. 11 teorema del n.° 495 contiene come corollario quello di Cartesio. 
In fatto, per un certo limile positivo x= +B, la serie fVJ non pbò pre- 
senlarc che permanenze ; ma facendo x = 0, le funzioni di questa serie si 
ridiicnno agli stessi eoefricienti della proposta X = 0 , fatta astrazione da 
certi moltii)liealori numerici positivi; dunque da x = 0 ad x=+B, la 
serie deve perdere tante variazioni per quante ve n’ha nell’equazione data; 
e però il numero delle radici |K>silive , che son tulle tra zero e -|-B, è, al 
piu, eguale .al numero delle variazioni dell'equazione proposta. E in ciò ap- 
punto consiste il teorema di Cabtesio (48ti). 

Se l'equazione manca di qualche termine, vi saranno nella serie [l) delle 
funzioni che s' auuuUeraano per a — 0. Ma si può sempre supporre avere 
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questi ieri dei segui tali , che le varia/.ioni sieno dello stesso numero, che 
s’ avrebbe non tenendo conto de’ termini mancanti •, per conseguente il co- 
rollario è vero, senza che sia necessario d’aver considerazione a questi Icr- 
roiiii. Cotesta osservazione è in perfetto accordo con ciò che si è dello di- 
scorrendo del teorema di Cartesio, .\ncora si può aggiungere , come con- 
seguenza immediata del nuovo teorema , che se il numero delle variazioni 
dell’ equazione è maggiore di quello delle radici positive, la differenza sarà 
sempre un numero pari , che indicherà altrettante radici immaginarie nel- 
r equazione. 

499. È agevole riconoscere 1’ utilità del nuovo teorema nella ricerca delle 
radici reali. Imperocché , nelle funzioni 

[1] X("), X!— >), . . . X", X', X , 

si sostituiranno delle quantità negative decrescenti da zero verso — oc , sino 
a che non si giunga ad un limite — A, il quale produca soltanto variazioni 
di segni-, indi si sostituiranno ancora delle quantità positive crescenti da 
zero a -f-x , sinché non si giunga ad un limile B capace a dare soltanto 
permanenze. Gl’ intervalli delle sostituzioni potran variare secondo quella legge 
che si crederà conveniente. Tra questi intervalli ve ne ha a distinguere di 
più specie. 

Se un intervallo è compreso tra due quantità , l'ima delle quali dà una 
variazione dimeno dell'altra, v' ha tra queste quantità una radice reale del- 
r equazione , né ve n’ ha che una. 

Se un intervallo é formato da due quantità, 1' una delle quali dà un nu- 
mero impari di variazioni di meno delf altra, vi sarà in questo intervallo 
un numero impari di radici reali*, ma non si saprà però se ve n’abbia una 
sola o più. 

Da ultimo se un intervallo vlen formato da due quantità, l’ una delle quali 
dia un numero pari di variazioni di meno dell’ultra, quest' intervallo potrà 
contenere un numero pari di radici reali, o non contenerne alcuna (156): 

600. Ne’ due ultimi casi rimane incertezza sui numero delle radici reali 
comprese nell’ intervallo. La prima idea che ci si presenta si é quella di di- 
videre r intervallo primitivo in altri di minore estensione, sostituendo nella 
serie [1] delle quantità intermedie , e applicando alle varie sostituzioni le 
regole precedenti; e se la separazione delle radici non sì è resa ancor com- 
pleta, si continuerà a suddividere ì nuovi intervalli, e cosi appresso. Quando 
i’ intervallo prhnìlivo non comprende che radici reali e diseguali, queste sud- 
divisioni successive devono infallibilmente far riuscire la separazione. Non 
tratteremo qui del caso delle radici eguali, avvegnacché si abbia un metodo 
per scomporre un’ equazione , che ha radici eguali , in altre equazioni che 
non ne abbiano. 

Quando l’ intervallo primitivo non comprende radiri reali, la suddivisione 
di quest’ intervallo non finirà giammai , e s’ Ignorerà sempre se la separa- 
zione sia impossibile per essere immaginarie le radici , o pure se essa sia 
ritardala per essere estremamente piccole le differenze tra le radici reali. 
Sono dunque necessarie nuove regole per riparare a quest’ inconveniente ; e 

(tS6) Intorno al modo onde riconoscere U mancanze di radici in on dato Interrai- 
Io, si consnUi la nominala memoria del Bbllatitm , pag. 39, ore dà l'Amore on 
nooro criterio a questo proposito, faceodone notare I* imperrcziooe ancora, alla qoals 
va soggetto , perché potrebbe talvolta I equazione mancare di radici nell* intervallo 
da zero ad a, e questa maiicauza uun essere indicata dal detto criterto. 
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ciò si consone impiegando^ con Lagbange , delle sostituzioni intermedie, i 
cui intervalli sien minori delle diflerenze tra le radici. 

Rimane tuttavia ad evitar 1' equazione ai quadrati delle diflerenze, il cui 
calcolo è soverchiamente laborioso^ e abbiamo già altrove detto che le ricer- 
che di Budan erano rivolle a questo scopo; ma non vi potrà riuscire, ne 
anche col suo teorema. La sola utilità che ne consegue consiste a ricono- 
scere, come più sopra si è fatto, certi intervalli tra' quali non v’ha radici 
reali ; il che può diminuire considerabiimcnte il numero di sostituzioni ri- 
chieits dal metodo di Lagrangei 

FoouER nella sua Analisi delle equazioni non è stato più felice: egli pe- 
rò , nelle memorie dell'Istituto per l’anno Ì8i7 , annunziò che si poteva 
immediatamente procedere il calcolo delle radici in frazioni continue, come 
se già si fosse certi esser tulle le radici reali , nè poter essere a meno di 
non avvenire la distinzione tra le radici reali e le immaginarie; ma questa 
proprietà osservabile delle frazioni continue non veniva appoggiata da prova 
alcuna. Si è debitori al signor VmcEirr dell' averla resa al coverto di, qua- 
lunque dubbio , e dell’ aver mostrato che , se ne trae un metodo rigoroso 
per risolvere le equazioni, e che non richiede per nulla l’ equazione ai qua- 
drati delle differenze. Il teorema di Budan è di grande aiuto per diminuire 
il numero di sostituzioni che l' indicato metodo potrebbe richiedere^ Yed« 
la memoria del signor Vincent, già citata a pag. 41 7^ 

Teorema di SruKif . — Uso di questo teorema nella risoluzione delle equazioni 
Condizioni che esso porge per la realità delle radici. , 

KOI, Se s’avesse un teorema per giudicare in modo preciso quante radici 
reali abbia un’ equazione tra due numeri dati , si potrebbe pure con cer- 
tezza procedere al calcolo di queste radici, mercé approssimazioni successive, 
suddividendo l'intervallo de' due numeri con intervalli parziali di più in piò 
brevi. Questo teorema importante fu scoverto dal signor Storsi, che lo co- 
municò nel t85t) all' Istituto; e da quel tempo in poi è divenuto una parte 
essenziale della teoria delle equazioni. 

Sia X = 0 un' equazione priva di radici eguali , e il cui primo membra 
e della forma 

X = Nx--t- Px"-’-|- Qx"-»-| -I- Tx -I- U , 

nel quale tutti i coeflìcienti sono numeri interi. Sia X, il polinomio derivato 
di X; si divida X per X„ e, giunti ad un resto di grado inferiore ad X,^ 
si cambino i segni a tutti i termini di questo resto, che cosi modiGcato lo 
rapprenscnteremo con X,. Dividasi egualmente X, per X„ e si cangino ezian- 
dio i segni dei resto ; si avrà in questo un nuovo polinomio X, , di grado 
inferiore ad X^. Si divida similmente X, per X, e si continui questa serie 
di divisioni come se si trattasse di trovare il massimo divisor comune tra X 
e X„ badando a cangiar sempre i segni ai resti quando passano a far da di- 
visori. L’ultimo resto deve necesseriamente esser numerico, cioè indipendente 
da X, e diverso da zero, altrimenti l’equazione X = 0 ammetterebbe radici 
eguali , contro l' ipotesi. Sia X, quest’ ultimo resto col segno cambiato. 

Dopo tutto ciò , s’ avrà una serie di funzioni 

(x) X , X, , X, , X, , . a . Xr—J f lir , 

le quali tutte, ad eccezione dell' ultima, conterranno x. Per brevità di lin- 
guaggio chiameremo questa serie la serie (x) ; e quando vorremo indicare 
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quel che essa diviene ponendovi un valor particolare a in luogo di x, di- 
remo semplicemente la sene (a) -, dippiù funzioni comprese tra X ed le 
diremo intermedie. Posto ciò , ecco qui appresso una regola per conoscere 
quante radici reali abbia l’equazione X = 0, comprese tra due numeri qua- 
lunque « e , essendo a < /g. 

Si totliluitca «r nella serie si scrivano in una riga i segni de' risul- 
tanunli di ciascun polinomio, e si conti U numero delle rariasioni contenute 
in questa serie di segni; facciasi allrellanto con $: la differenza delle va- 
riazioni ne’ segni detta prima sostituzione e quelli della seconda , indicherà 
il numero di radici reali che ammette la X—0 tra a e 0. 

Questo è appunto il bel teorema di che SroRM ha fatta ricca la scienza^ 
e del quale ci facciamo qui appresso a darne la dimostrazione. 

Dinotiamo con Y, , Y, , Y, . . . Y^, i quozienti che si hanno dividendo 
rispettivamente X per X, , X, per , ec., e tenendo presente che i resti 
di queste divisioni sono — X, , — X, , . Xj , avremo le eguaglianze 

Ì X =X.Y,-,X., 

X. = X,Y.-X,, 

X, = X,Y.-X,, 

’ 

•dalle quali si raccolgono ìmmediaLamente due importaóti coiiseguenze. 

’ t.* Due consecutive funzioni della serie (x) non possono divenire niille eis^ 

trambi per uno stesso valore di x ; imperciocché , se si potesse avere ad 
un tem^ X,_, = 0 e X.=0, l’eguaglianza 

X^. = X. Y. — X^, 

che sta tra le precedenti , c’ insegnerebbe dover pure essere X,^., = 0 *, e 
passando da un’ eguaglianza alla seguente se ne conchiuderebbe dover es- 
sere X, = 0 , ciò che è contrario alla supposizione. 

S.* ^ una funzione intermedia della serie (z) s’ annulla per un valore 
particolare di ±, i valori delle funzioni precedenti e seguenti sono di se- 
gno opposto; in fatto quando X.= 0, la superiore eguaglianza riducasi ad 
X,_, = — Xs.|.,. 

Immaginiamo ora che ^ a partire da x = « , si faccia crescere x in un 
modo continuo, e facciamoci a considerare quali modifìihe intervengono nei 
segni della serie (x). Finché x non avrà preso tal valore da annullare una 
o più funzioni delia serie (x), è chiaro che nessuna delle soprascritte fun- 
zioni cangerà di segno, e^ conseguente, la serie (z) presentei'ò sem- 
pre le stesse successioni di segni. Poniamo dunque che x abbia acquistato 
un tal valore a da render nulle una o più funzioni X, X, , X, , ec. ; e sup- 
poniamo primamente che tra le funzioni che s’ annullano non vi sia la X. 

Sia X. una funzione intermedia che diviene nulla perx = a; allora, se- 
condo le osservazioni falle più sopra (t.*e2.*), le funzioni X^, ed X,+,, 
per lo stesso valore x = a, dovranno essere diverse da zero, ed aver se- 
gni opposti , in guisa che dando, alla funzione die s'annulla, quel segno 
che si vuole, la serie delle tre funzioni X»_,, X,, X..)., presenterà sempre 
una variazione ed una soltanto. 

Da x^<t sino ad x = a nessuna delle funzioni X,_,, X«.(., cambiando dì 
segno , esse haii dovuto essere di segno o(qM»to ; per conwgucnza , quale 
Fourcy Àlgebra. 49 
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che si Tosse stato il segno di , pria dì Tare x = a , la serie delle tra 
funzioni presentava pure una variazione ed una soltanto. 

Se si fa x = a+k, si potrà prendere h talmente piccolo da non cadere 
nessuna radice delle equazioni X^, = 0, X^h-i = 0 tra a ed a+/i. In que- 
st’ intervallo allora nessuna delle due funzioni X,_, , X«^, cangei'à di se- 
gno; esse saran dunque di segno opposto, e, per conseguenza, qualunque 
sia il segno di X. , vi sarà ancora una variazione unica nella serie delle 
tre funzioni. 

Se v'hu qualche altra funzione intermedia, la quale si annulli per x=a 
essa sarà pure compresa tra due alti'e funzioni che non s' annullano , e a 
queste tre funzioni saranno applicabili gli stessi ragionamenti precedenti. 
Pertanto , dopo il valore x = a , vi sarà nella serie (x) lo stesso numero 
di variazioni , quantunque possano essere in altr ordine disposte. 

La successione de’ segni, che risulta sostituendo de’ valori alquanto mag- 
giori di a, si manterrà inalterata sino a che x sorpassa un valore che an- 
nulla qualcuna delle funzioni della serie (x) ; e se questo valore non annulla 
la prima funzione X, la precedente disamina c’ insegna che dopo questo va- 
lore le variazioni della serie (x) si conservano nello stesso numero. Dande 
chiaramente consegue che questo numero non può cangiare, a meno che x 
non sorpassi un valore proprip a verificare 1* equazione X = 0 , cioè una 
radice della proposta equazione. È dunque mestieri paragonare i segni che 
presenta allora questa serie con quelli che avea prima che x fosse giunto 
ad eguagliar detta radice. 

Sia a una radice dell’equazione X = 0; pongasi x = a-{-à, essendo h 
una quantità positiva e quanto si voglia pìccola ; e rappresentando con A, 
' A', A",...i valori del polinomio X e de’ suoi derivati per x=a, econn 
il valore di X per a-f ò , sarà : 

U=X+K'h+\k"k'+ec. ; 

e poiché , per essere a radice dell’ equazione X = 0 , è A == 0 , sarà pik 
semplicemente : 

H = A'ò + lA"fc’-|- ec. ; 

né A' può essere altrimenti nullo , perché , per ipotesi , la proposta non 
ha radici eguali. Cacciando k fattore comune , la precedente espressione 
di R diviene 

H — ò(A’-f-^A*’ò4- ec.) I 

e così si vede che dando ad k de’ valori piccolissimi e positivi, la quantità 
tra parentesi sarà dello stesso segno del suo primo termine A' ; e però H 
sarà pure dello stesso segno di A'. 

Volendo poi sapere ciò che era il polinomio X pria che x fosse giunto al 
valore x = o, si faccia in esso polinomio x = a — à, e per ottenere il ri- 
sultamento H' di questa sostituzione basterà cambiare à in — k nella pre- 
cedente espressione di H con che s’ avrà : 

H' = — Ò(A'— i A"ò*-h ec.)-, 

donde chiaramente si vede che per piccolissimi valori di k\ la quantità H' 
è di segno opposto ad A'. Laonde , prima che x giugnesse ad acquistare 
il valore a della radice, v’ha nella serie (x) una variazione da X ad X,; 
e dopo che X ha sorpassato il valore a , questa variazione trovasi mutata 
In permanenza. Or , secondo il detto più sopra , si raccoglie che , per va- 
lori di X alquanti minori o alquanto maggiori di a, il resto della serie (x) 
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deve sempre presentare un egual numero di variazioni, quand'anche a;= a 
facesse sparire qualcuna delle funzioni intermedie ■, e però, quando x, col 
crescere, viene a sorpassare una radice dell' equazione X = 0, la serie («) 
perde una variazione. 

Continuando a crescere x, il numero attuale delle variazioni della serie (x) 
rimarrà tuttavia Io stesso , fino a che x non sorpassi un' altra radice deU 
1' equazione X = 0, nel qual caso un' altra variazione sì muterà in perma- 
nenza. La stessa cosa avrà luogo ogni qualvolta x sorpassa una radice -, in 
guisa* che le variazioni perdute dalla serie x saran sempre tante di nume- 
ro , per quante son le radici dell’ equazione X = 0 , comprese tra il valo- 
re x=et , donde sonosi cominciate le sostituzioni, ed il valore x = ^ al 
quale si terminano. Ciò che bisognava dimostrare. 

502. Osservatione I. Nelle divisioni successive che servono a trovare X„ 
X, , ec. si possono moltiplicare o dividere i dividendi e i divisori per quei 
numeri positivi che si vogliono. Con ciò gli stessi polinomii X, X„ X., ec. 
saranno moltiplicati o divisi per numeri soltanto positivi, nè, per conseguenza, 
i loro segui saranno alterati. 

II. Se nella serie (x) si trovi una funzione che non possa annullarsi 
da x — a ad x = |S , e si voglian conoscere le radici comprese tra « e fi, 
si potrà arrestar la serie a cotesta funzione , facendo astrazione di quelle 
che la seguono. È per fermo, è agevole scorgere che facendo variare x da 
« sino a fi , sì può applicare alla sola porzione X, X, , . . . X^ della serie 
(x) tutto il detto intorno all’intera serie. 

Ili. Nel caso in cui uno de' limiti a e fi facesse svanire una delle fun- 
zioni X , X, , ec. non può dar luogo a difficoltà veruna. tm|ierocché se é 
una funzione intermedia quella che svanisce, si è veduto clie essa sta sem- 
pre tra due altre funzioni che non s’ annullono nel tempo stesso , e che sono 
di segno opposto *, di tal che si può inditTerenteuiente prender la funzione 
nulla sia col segno +, sia col — ,o nè anche tenerne conto. Se poi la fun- 
zione che svanisce ò la X , e ciò avvenga facendo x = a , se ne conchiu- 
derà, primamente esser fi radice dell'equazione-, indi, in virtù della dimo- 
strazione del n.° precedente, sì osserverà che dando ad x de’ valori alquanto 
superiori a fi, v' ha una permanenza da X ad X, , mentre che nel resto 
della serie , a partire da X, , v’ ha lo stesso numero di variazioni che per 
x= fi. Laonde, seguendo la regola generale, si riconoscerà il numero delle 
radici reali comprese tra « ed una quantità alquanto maggiore di fi. 

IV. Supponiamo che X, non sia più il polinomio derivato di X , ma un 
polinomio condizionato soltanto a non aver fattori comuni con X, e a pren- 
dere un segn' opposto a quest’ultimo polinomio per valori di x alquanto al 
dì sotto d’una radice qualunque di X = 0-, e serviamoci di cotesto polino- 
mio X, per calcotare X, , X, , . . . , come abbiam latto quando esso era il 
derivato di X. 11 teorema di Stqbbs sussisterà egualmente con la nuova se- 
rie X , X, , X, , . , . E per fermo , da una parte , se si riprendono i det- 
tagli della dimostrazione, si vedrà che te nuove funzìoui intermedie godono 
tuttavia della medesima proprietà-, e, d’altra parte, è chiaro che, passando 
da un valore dì x un poco al di sotto d’una radice di X = 0ad un valore 
alquanto al dì sopra, la funzione X dovrà mutar segno, mentre che la fun- 
zione X,, che non ha fattori comuni con X . dovrà conservar lo stesso segno. 

505. Passiamo ora a mostrare come il teorema anzi detto possa ancora 
applicarsi al caso in cui l’ equazione ammette radici eguali , c sia perciò 

X = (x — a)'(x — — c) (x — d) . . . . 
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divisioni prescrilte per dedurre, dal polinomio X e dal suo derivato X„ 
le funzioni X,, X,, ec. condurranno ad un divisore esatto X,, funzione 
dì X , il quale sarà il massimo divisor comune di X ed X, *, c, secondo la 
composizione di questi polinomii (il*)» se si divìdano X ed X, per X, , i 
due quozienti saranno 

V = (* — o) (x — 6) (x — c) (x — d) . , . . 

y 1 n(x — 6)fx — c)(x — d) ..+n'(x — a)(x — c) (x — d)..« 

‘ ( -p(x — a)(x — b) (x — d)...+ ec. ; 


(londe pià si vede che V non ha più fattori eguali, od V, ha fattori comiH 
ni con V. 

Sia X — a un fattore reale di X , e per metterlo in evidenza , si faccia 

Il = (x — b) (x — c) (x — d)..., 

II. = n'(^x — c){x — d)...+(x — b){x — d)...+ ec, 

e s’ avrà 

V = (x-o)H, V. = fOi+C*-a)H.. 


I^r la natura stessa delle operazioni che servono a far conoscere il massimo 
Comun divisore dì X e X, , e a trovar quindi i quozienti V e V, , questi 
quozienti, e, per conseguenza anche H e H,, non devono avere coefficienti 
immuginarii non contenendone X nè X, Posto ciò, egli è facile vedere, che 
per valori di x pochissimo al disotto di o, il fallore x — a essendo piccor 
lissimo , V, avrà il segno di H, il quale segno è evidentemente opposto a 
quello di V- l.aonde , dopo I' ultima osservazione del numero precedente, 
applicando il teorema Sturm all' equazione V = 0, sipuò adoperare il quo? 
ziente V, in luogo della funzione derivata di V. 

D’ altronde è facile ravvisare che le funzioni V, , V, , ec. che si dovrai» 
dedurre da V e V, , seguendo la regola prescritta (50t) , altro non sìemn 
che i quozienti dì X, , X, , X, per X, ; laonde le due serie 


X , X. , X. . . 
Y, V., V... 


Xr, 

Vr, 


oon differiscono Tuna dall'altra se non per un fattor comune, e, qualun- 
que sia il segno di cotesto fattore, é palese che esse devono presentare le 
stesse variazioni , quando vi si sostituisce un valore di x , che non annul- 
la X, Pertanto, applicando il teorema alla prima serie, si polrà giudicare 
del numero delle radici dell' equazione V = 0 , le quali cadono tra i due 
pumeri a e fi niun de' quali annulli X, ovvero, in altri termini, quante 
ipadici abbia I’ equazione proposta X= 0, tra gli stessi nuiqeri, fatta astra? 
^ìone dal loro grado di niultiplicilà. 

504. L’ uso del teorema di Sturm sì fa chiaro da se stessa. Poniamo che 
V equazione fIsOilycre oon abbia radici eguali, e formiamo hi serie 


(a) X , X. , X. , . . . X, . 

£ chiare che la sostituzione di zero in luogo di x riduce ciascuna di tali 
funzioni al suo. ultimo termine^ e dippiù è noto che i valori di x al diso? 
pra d'un certo limite positivo -j-L, fan prendere a ciascuna funzione lo stesso 
segno del suo primo termine -, si che alla sola ispezione della serie (x) si 
potrà conoscere il numero delle variazioni della serie (0) , non che quello 
delle variazioni della serie (-i-L). La dilTerenza tra questi due numeri di 
yurìazioui indicherà quante radici positive abbia la proposta. 
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Con eguale facilità si scovre il numero delle radici negative, osserva nda 
*ie al di là d’ un certo limite — L', tutti i numeri negativi (iinno acquistare 

ciascuna funzione della serie (x) lo stesso segno del suo primo termine. 

Per maggior commodo si prende + oo e — ao invece di +L e — L' ; in- 
endendo con ciò una maniera compendiosa di dinotare due numeri che pos^ 
sono essere grandi quanto si voglia, 

505. Poiché le radici negative divengoii positive, mutando a; in — a:, cosi 
ci occuperemo solo di quest’ ultime. Per separare siffatte radici , pertanto , 
sì sostituiranno nella serie (a;) de* numeri positivi crescenti 0, «, / 3 , y, ec.; 
C notando il numero delle variazioni perdute ad ogni sostituzione, si sapranno 
le radici comprese tra 0 e «i, tra a e |g, ec. Queste sostituzioni dovranno 
esser continuale sino a che non si trovi una serie, che presenti lo stesso 
numero di variazioni della serie (-f-oe)*, nè s’andrà più innanzi, perchè 
non vi possono essere radici superiori all' ultimo numero sostituito. 

Paniamo che tra « e /3 vi sieno più radici \ allora si faranno una o più 
sostituzioni intermedie , e le variazioni che perderà la serie (r), dopo cia- 
scuna sostituzione, indicheranno le radici comprese tra I numeri soslituiti. 
Può accadere ohe pochi tentativi sieno suRlcienti per ef1i;ttuare completa- 
mente la separazione delle radici , per assegnare , cioè a ciascuna di ioro 
due limiti tra’ quali essa sola sia contenuta. Ma quando due o più radici 
sono molto prossime tra loro, sarà necessario moltiplicare d’ assai le sosti- 
tuzioni per separarle ; e , poiché I’ equazione non ha radici eguali, si con- 
seguirà, con ogni certezza, lo scopo. La lunghezza de’ calcoli sarà compen- 
sala dal vantaggio d'aver queste radici con grande approssimazione. 

506. La legge secondo la quale crescono i numeri 0, <r, /3, y,.. > è 
del tutto arbitraria-, ma gioverà cominciare dai numeri 0 , 1, 10, 100, 
1000 , ec., e cosi al vanl.aggio di avere a fare calcoli semplici , quello si 
aggiunge di determinare quante radici v’abbia tra 0 e t, tra 1 e 10, tra 
10 e 100 , ec. 

Se tra 1 e 10 vi sono radici, si determinerà la parte intera di ciascuna 
sostituendo i numeri 1 , 3 , 3 , . sino a 10; se ve n' ha tra 10 e 100, 
la cifra delle diecine di ciascuna si determinerà, sostituendo 10, 20, 30... 
sino a 100 ; e cosi appresso. 

E cosi pure , per le radici minori di 1 , si conoscerà la cifra decimale 
dell’ordine più vicino alia virgola, sostituendo ì numeri da 0,1 ad 1 , o 
da 0,01 a 0,1 , ec. 

A questo modo procedendo, s’ ottiene la cifra dell' ordine più elevalo con- 
tenuto in ciascuna radice : ecco ora come si otterrà quella dell'ordine im- 
mediatamente inferiore. Poniamo, per fissar le idee, che si trattasse di ra- 
dici comprese tra 100 e 1000 , e che si sia riconosciute esservene talune 
fra 300 e 400, È chiaro che la sostituzione de* numeri 300 , 310 , 320.., 
nella serie (x) farà scovrire la cifra delle diecine-, ma per faciliUire questi 
calcoli, si cambierà primamente x in500-hx', e s’avrà una nuova serie (x'), 
nella quale basterà sostituire i numeri 0 , 10 , 20 , cc. 

Poniamo ora , che determinate le diecine , si sia riconosciuto esservi ra- 
dici fra 3.50 e 360. La sostituzione de’ numeri 350 , 351 , 332 , . . . nella 
serie (x) farà conoscere la cifra delle unità -, ma anche qui si può render 
più semplice il uilcolo-, imperocché se nella seconda serie (x*) si ponga SO-f-x" 
in luogo di a', s’avrà una terza serie (x"), nella quale se si sosliliiiscono 
i numeri 0 , 1 , 2 . , . , ò chiaro che s’ avranno i medesimi risultainenti 
che s'avrebbero sostituendo 50 , 51 , 32 . . , nella serie (x*), o pure 330, 
551 , 353 , . . nella (x). 
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Nulla impedisce il proluogar questi calcoli per determinare successivamente 
i decimi, i centesimi, ec. \ e cosi, non solo si giunge a separar le radici,, 
ma a calcolarle eziandio con quel grado d’approssimazione che si desidera. 

507. Il teorema di Stubh facilmente s' adopera nella determinazione delle 
radici in frazioni continue. In effetti , assicuratisi che v’ ubbian radici tra 

due numeri consecutivi «t e «t+I, che supponiamo positivi, si farà*=«+p 

nella serie (x) e ne risulterà una nuova serie (x') con la quale si troverà 
la parte intera de’ valori di x* che sono maggiori di 1. Sia fi una di queste 

parti intere, e si faccia s' = fi+ nella serie (x ') , la quale si trasfor- 
merà in una nuova serie (x ") , che servirà a trovare le parti intere dei 
valori di aV'*, e cosi si continuerà per quanto lungi si voglia. Per facilita- 
re il calcolo , si potrà , in ciascuna funzione delle serie (x') , («") . . ri- 
durre tutti i termini allo stesso denominatore, nè tener conto di esso, pur- 
ché sia positivo. 

508. Lo stesso teorema porge eziandio un mezzo più semplice, onde sta- 

bilire le condizioni necessarie per la realità delle radici. E per fermo, poi- 
ché le radici reali son tutte comprese tra due limili — L , L', negativo 

r uno e positivo l' altro, i quali possono essere scelti cosi grandi quanto si 
veglia, la questione proposta riducesi a cercar le condizioni necessarie poi- 
ché da a; = — L' ad x=+L, la serie X, X,, X,, ec. perda un numero 
di variazioni eguale al grado dell’equazione. 

Sup|)onendo essere m questo grado , dovrà delta serie perdere m varia- 
zioni. Or , perché essa abbia m variazioni deve avere almeno tn 1 ter- 
mini ; e poiché non può averne di più, le quantità X, X„ X„ ec. devono 
essere in numero di m+1 , e per conseguente esse sono rispettivamente 
del grado ro , m — 1, tn — 3, ec. L’ ultima ìndipendente da x sarà allora 
rappresentala da X.. 

È noto che se in un qualunque polinomio in x, e ordinato secondo le 
potenze discendenti , sì sostituiscono de’ valori grandissimi per x, i risulta- 
menti sono dello stesso segno del primo termine ^ e però nella ricerca della 
quale ci occupiamo si deve avere riguardo solo al primo termine di ciascua 
polinomio. Sia pertanto l’ equazione X = 0 , espressa da 

ar*+ Px*-'+Qa:'’-*-|-.,i..+Tar = 0, 

Il primo termine di X sarà x", e quello di X, sarà mx*”'. In ordine poi 
a quelli degli altri polinomii X,, X,, ec. , essi sono delle funzioni compo- 
ste dai coefficienti P, Q, ec., e che sì determinano per mezzo di divisioni 
successive conforme alla regola prescrìtta. Sieno G,, G,, ,..G. queste fun- 
zioni , e scriviamo per ordine le tn-Hl quantità 

ma?"-', G,®””*, G,x"-’,.,..G,, 

e la quistione sarà ridotta a cercar le condizioni necessarie a far perdere tn 
variazioni a questa serie, quando da x = — L' si passa ad x = + L; per 
la qual cosa é necessario che essa presenti m variazioni dopo la sostituzione 
di — L' ed m permanenze dopo quella di L. Ma, poiché in cotesla serie 
le potenze di x van diminuendo d’ un' unità, se essa non presenta che per- 
manenze facendo x = -}- L , non avrà che variazioni , facendo x= — 1.'. 
Laonde le richieste condizioni riduconsi semplicemente a quelle necessarie 
perchè detta serie abbia tutti i coefficienti positivi , cioè che sia G, > 0, 
G, > 0 , . . . C. > 0. Il numero di queste condizioni non sarà inai maggiore 
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li m — 1 , ma bene potrà esser minore, atteso che talune delle prescritte 
ineguaglianze possono essere conseguenza le une delle altre. 

Servendosi dell’equazione ai quadrati delle differenze (495), di coleste 
^indizioni se ne presentavano i m(m — 1), il qual numero come ben si vede 
è troppo grande *, e sotto quest' aspetto il perfezionamento che il teorema 
di Stdbm apporta a questa ricerca è degno d’ osservazione. 

509. Per fare un'applicazione di quanto ultimamente è detto, cerchiamo 
le condizioni necessarie per la realità delle radici dell'eqoazione di terzo grado 

x’+Qj:+R = 0. 

In questo caso abbiamo m = 3, e però il numero delle condizioni non è 
maggiore di 2 , che sono G, > 0 , G, > 0. Per avere G„ e G„ si calcole- 
ranno X. e X, con la divisione successiva come qui appresso 


Prima divisione. 

Seconda divisione. 

x‘+ Qx+ R 

3**-i-Q 

3x*-f. Q 

— 2Qx — 3R 

3*’-|- 3Qo: -1- 3R 
— 3*’— Qx 

X 

t2Q’*’+ 4Q» 

— 12Q’*'— 18QR* 

ITFQx +. 9R 

+ 2Qx -h 3R 
__2Qx_3R 


— t8QR*-t- 4Q* 
+ 18QRx-i- 27R» 




4Q’-i- 27R* 
— 4Q»— 27R» 



Per evitare i denominatori, si è moltiplicalo il dividendo per 5 nella prima 
divisione, e per 4Q* nella seconda: in questo modo i resti si trovano mol- 
tiplicati per quantità positive, il che è indiflerente. Inoltre si è avuto cura, 
seguendo la regola, di cambiare il segno del resto, dopo ciascuna divisione, 
lo questo modo si ha ' 

X,= — 20*— 3R, X,= — 40^— 27R% 
e , per conseguenza , le ineguaglianze G. > 0 , C, > 0 , divengono 
— 2Q > 0, — 4Q>— 27R* > 0. 

Ma se si cambiano i segni e si osserva che la prima ineguaglianza è com- 
presa nella seconda , s' avrà l' unica e già nota condizione 4(^+ 27R* < 0. 

TeoreiM di Roils. — In qual modo dia esso le condisioni ' 
della realità delle radici. 

510. Sia l'equazione F(*) = 0, priva di radici eguali. Abbiamo già ve- 
duto che , facendo crescere x in modo continuo , la sene di Stdbm perda 
una variazione ogni qualvolta x passa per una radice dell’equazione F(x)=0, 
e che non ne possa altrimenti perdere. Ancora, si è veduto che questa va- 
riazione si perde al principio della serie, perchè F(x) cambia di segno e R'(^) 
non cambia -, in guisa che F(x) è sempre di segno opposto a quello di F'(*) 
per uu valore di x alquanto minore d' una radice, e sempre dello stesso se- 
gno per un altro valore alquanto maggiore di detta radice. Cosi , quando 
da una radice r si passa ad un’ altra r', immediatamente al disopra di r, 
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F(x) dev' essere dello stesso seguo di F'(x) per un valore di x alquanto mag- ' 
giore di r, e di segno opposto a F'(x) per un valore di x , alquanto 
nore di r'. Or nell' intervallo tra r ed r\ F(x) non cambia di segno*, dun- 
que F'(x) deve cambiarlo almeno una volta, e però F'(x) = 0 deve ammet- 
tere almeno una radice tra r ed r'. 

Sieno a, h, c, d... g le radici reali della F(x) = 0, disposte secondo 
l'ordine di grandezza, cominciando dalla maggiore, e sieno a,, 6„ 
quelle di F'(x) , allo stesso modo disposte. Di queste ultime radici , come 
ora si è veduto , talune cadono tra a , e 6 , altre tra 6 , e c , ec -, senza 
che per altro non ve ne possa essere qualcuna al disotto di a, non che qual- 
cuna al disopra di g. Da ciò discende che l'equazione F(x)=0 non può 
avere che una sola radice al disopra di a„ una sola tra a, e 6„ una tra 
e c„ . . . e finalmente una soltanto al di là di g. Questa proprietà, da luogo 
tempo conosciuta , costituisce il teorema di Roixb. 

511. Or questo teorema si è presentato come un corollario di quel di Sturm, 
ma si può dimostrarlo eziandio direttamente nel modo qui appresso dichiarato. 

Sieno , come sopra , a , b , c , . . . le radici reali della F(x) = 0 , ed 
a', 6', e' .. . ne sieno le Immaginarie : ponendo 

(x — o ) (x — b ) (x — c )... = ^(x ) , 

(x _ oO C* — bO (x — cO... = Ì,(x) , 

tarò F(x) = e(x) X 4>(*) i ® ”•* *** 80 I* composi- 

zione del polinomio derivato F'(x) , si ha 


p/fa--) = -tw , a(») 

X — a X — b 
e(x) J,(x) e(x) i(x) 
X — o' X — b' 

0 , ciò che vale lo stesso , 


-f ec. 


"w = “•) 


Supponendo le radici a, b , e, d ^..g disposte neir ordine sopra indi- 
cato, facciamo successivamente x = o, b, c..., e facciamoci ad esami- 
nare i segni de' corrispondenti valori di F'(x). 

Primamente è manifesto che ciascuna di tali sostituzioni farà svanire »(x), 
mentre 4,(x), che non racchiude alcun valore reale non potrà nè annullarsi 
nè divenir negativo (157). Inoltre , se si osserva che 


= (X — b) (x— c) . . .*, = _ a) (x — c)... 


^=(x-a)(x_b)...*. 


X — b 
ec. 


^137] Ciò ritolia dii teoremi 3.*; o.* 468. 
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sarà fucile scorgere che per le sosliluzioai di a , 6, c ... si avranno i qui 
appresso segnati rìsultajnenti , cioè 

T = a dà > 0 » P però F'(o) > 0 -, 

, X = 6 dà < 0 , e però F'(6) < 0 •, 

X = c dà > 0 , e però F'(c) > 0 -, 

laonde, essendo questi risiillamcnti alternativamente positivi c negativi, se 
ne raccoglie che F'(’x) = 0 ha almeno una radice reale tra a e 6; almeno 
un'altra radice tra 6, e c, un’altra tra c e d, e così appresso. Dinotando 
quindi, come sopra , con o, , 6, , c, , . . . j, le radici reali della F'(x) = 0 
disposte secondo l’ordine decrescente, sari certo che esse sono comprese 
parte tra a e 6, parte tra b e c, er.\ e vale anche qui l'osservazione che 
ve ne possano essere delle maggiori dine delle minori di Quindi l’equa- 
zione F(x)=0 eziandio non può avere che una radice sola al disopra dio,, 
che una soltanto tra a, e 6, , e una sola al disotto di g,. 

In questo modo pertanto si trova nuovamente dimostrato il teorema dì Roi>- 
tE, il quale non induce la condizione che due radici consecutive dell' equa- 
zione derivata F'(x) = 0 abbiano tucessariamenle a comprendere una radice 
della proposta ', ma solo che ette non poesono comprenderne più di una. 

Da ciò si raccoglie che , in un’ equazione , il numero delle radici reali 
comprese tra due numeri a e fi non può sorpassare per più d’ un' unità il 
numero delle radici della derivata, le quali sono contprese tra gli stessi nu- 
meri a e fi. Laonde il numero delle radici reali d’ un’ equazione non può 
sorpassare per più d' un' unità quello delle radici reali della derivata -, ciò 
per altro non esclude che il primo possa esser minore del secondo. 

Eì pare che il precedente es'posto sia applicabile solo alle equazioni , le 
cui radici sono disuguali, ma col fatto vi si comprende eziandio il caso delle 
radici eguali. Imperciocché , si può giungere a questo caso , partendo da 
un’ equazione che avesse solo radici disuguali, e nella quale si supponesse 
che più radici , consecutivamente prese, si avvicinassero a grado a grado, 
sino a divenire tra loro eguali. Allora ciascuna radice dell’ equazione F'(x)=0, 
compresa tra due radici che divengono eguali, dovrà essa stessa eguagliar 
ciascuna di esse. 

512. Le considerazioni che conducono al teorema di Rollb, possono ezian- 
dio fornirci de' caratteri proprii a riconoscere se le m radici dell’ equazio- 
ne F(x) = 0 sieno reali e disuguali. Ammettiamo, in fatto, che sia, cosi, 
e continuiamo a dinotare, secondo l’ordine di grandezze, con a, A, c... 
dette radici -, e , come si è già veduto , la F'(x) = 0 deve avere almeno 
una radice reale tra a e ò, almeno una tra b e c, cc. Ma poiché essa non 
può avere più di m — 1 radici, cosi tra due numeri consecutivi della se- 
rie a , 6 , c , . . . v’ ha con certezza una radice dell’ equazione F'(t) =u, 
e non ve n’ha che una. Sieno a,,6„c„ ec. queste m — t radici, disposte 
secondo l’ordine di grandezze: e poiché a, sta fra a e b, b, sta bec, ec. 
cosi sostituendo successivamente a, , b, , c, , ec. in luogo di x , in F(x) i 
risultamenti saranno alternativamente negativi e positivi : cosi cHe 

per F(a,), F(b.) F(c.) , ec., 

si ha . . . —, +, — , ec. 

Fourry Algebra. 50 
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D' altronde si può applicare alla funziune F'(o;) e alla sua derivata F"(x) 
tutto ciò che si è detto (oli) rispetto a F(a;) e F'(x), si che 

|wr . . . F»(a.) , F»(6,), F»(c.), ec. 

sia... +, —, ec. ; 

e quindi i prodotti F(a.) X F"(o.), F(6,) x F"(6.) ec. saran tutti negativi. 

Òr se si faccia F(a:) X F"(i) = y , e si elimiui x tra le due equazioni 

[2] F(x) = 0, F(*)xF"(x) = y, 

le radici dell'equazione Anale io y saranno precisamente i valori de’ prece* 
denti prodotti \ e però , essendo essi tutti negativi, l’equazione in y non 
avrà che radici negative , e per conseguenza tutti i suoi termini avranno il 
segno Pertanto, quando l’equazione F(x) = 0 ha solamente radici reali 
e disuguali, anche F'(x)=0 deve averle della stessa natura, e inoltre le 
equazioni in y risultante dalla eliminazione di x tra le [2] deve avere tatti 
i suoi termini positivi. 

Inversamente , se queste condizioni sono soddisfatte , si può dimostrare 
che tutte le radici della F(x) = 0 saranno reali e disuguali. E da prima , 
essendo reali le tn — 1 radici di F"(x) = 0, è palese che gli m — 1 valori 
di y o F(x) X F''(x) sono reali e poiché queste radici sono disuguali ne 
segue, pel n.* 511 che le quantità F"(tt,), F(6,), ec. debbono avere i se- 
gni alternati — ec. lo seguito, avendo l' equazione in y tutti i suoi ter- 
mini positivi , essa non ha radici positive , e poiché d’ altronde tutte que- 
ste radici sono reali , non possono essere altrimenti che negative -, laonde 
gli m — 1 prodotti 

F(o.) X F"(o.) , F(6.) X F»(a.) , ec. 

sono negativi. Or i secondi fattori, come abbiam veduto, hanno i segni al- 
ternati -{- — ec. ; dunque le quantità F(a,), F(b,) ec. dovranno avere alter- 
nativamente i segni — |-ec. Quindi tra a, e il limite superiore delle radici 
della F(x) = 0 v’ha una radice di quest'equazione-, un'altra ve n'ha tra b^ 
ed a,, un'altra ancora tra c, e b,, e così appresso. Dunque infine le m ra- 
dici di quest' equazione sono reali e disuguali. 

Le condizioni che dall’equazione in y debbonsi trarre si posson tenere co- 
me attualmente note , ottenendosi quell' equazione con una semplice elimi- 
nazione. Quelle altre poi che richiedono che l’ equazione F'(x) = 0 abbia 
solo radici reali, restano a cercarsi. Or, quest' equazione è del gi-ado m — 1, 
e applicandole lo stesso ragionamento tenuto in ordine a F(x) = 0 la que- 
stione si ridurrà ancora a cercar le condizioni die assicurano la realità delle 
radici della seconda derivala F"(x) = 0, la quale é del grado m — 2. Con- 
tinuando a questo modo, si scenderà sino ad un'equazione del secondo gra- 
do , la cui derivata essendo del primo grado , non potrà ammettere radici 
immaginarie-, allora la sola condizione a soddisfare sarà quella che l’equa- 
zione in y , che è pure del primo grado , abbia i suoi due termini dello 
stesso segno. 

Osurv.axiùne. Rimettendosi ai ragionamenti che ci hanno condotti a fare 
uso dell’equazione y = F(x) x F"(x), facilmente si scorgerà che essa può 
essere rimpiazzata dalla seguente: y = M X F(x) X F"(x), essendo M una 
quantità positiva qualunque. Quindi si potrà introdurre o sopprimere ne' po- 
linomii F(x) , F'(x) , F"(x) que' fattori chq si giudicano a proposito per 
rendere piu semplice il calcolo. 

Sto. li numero delle condizioni alle quali con tal mezzo si perviene, per 
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una equazione di qualunque grado m, si può agevolmente determinare. Que- 
ste condizioni , in fatto , debbonsi trarre dalle successive equazioni in y : 
or, la prima di queste equazioni risulta dalla eliminazione di x tra le equa- 
zioni [2] 

F'(x) = 0, y = F(*)xF"(x)-, 

e poiché F'(x) = 0 ha m — i radici , y deve pure ammettere m — 1 va- 
lori. Laonde l’ equazione in y sarà del grado m — t ; e quindi perchè tutti 
i suoi termini sten dello stesso segno, saranno necessarie m — I condizioni. 

Similmente, la seconda equazione in y risultando dalla eliminazione di x 
tra le due equazioni F'(x) = 0 , y = F'(x) xF"'(x) , dovrà dare m — 2 
condizioni ; e cosi appresso sino a che non si giunga ad un' equazione del 
primo grado in y , la quale darà una sola condizione. Pertanto prendendo 
tutte queste condizioni in ordine inverso , il loro numero sarà 

È da osservarsi che questo numero s’ accorda con quello che sf deduce dal- 
r equazione ai quadrati delle differenze (495). 

514. Per prima applicazione , sia l’equazione 

x*+Px+Q= 0. 

In questo caso si ha 

F(x) = x«-|-Px+Q , F'(x) = 2x+P , F«(x) = 2 -, 

c tosto si scorce che l’equazione F'(x) = 0 non ha radici immaginarie, es- 
sendo essa del primo grado. 

Per avere l' equazione in y , devesi eliminare x tra le due equazioni 
2x+P = 0 , y = (x'+Px+Q) X 2. 

Fatta f eliminazione si ha 

y+2(iP*-Q)=o-, 

e perchè i termini di quest' equazione sieno dello stesso segno , è d’ uopo 
che sia-{P* — Q>0‘, e questa condizione è In sola necessaria perchè le ra- 
dici dell’ equazione del secondo grado sien reali. 

Facciamoci a considerare, come un secondo esempio, l’ equazione di terzo 
grado , la quale polendosi sempre liberar dal sc<'ondo termine , senza cam- 
biare il numero delie radici reali , l’ assumeremo della forma 


Qui avremo 


x’-l-Ox-l-R = 0. 


F(x) = x’-1-Qx-f.R , F'(x)= 3x’-fQ , F''(x)= 6x. 


E dovendo , primamente , aver l’ equazione derivata 3x’+Q = 0 reali le 
sue radici, s’avrà la condizione Q<0. Indi bisognerà eliminare y tra le 
due equazioni 

3x*-l-Q = 0 , y = (x’-|-Qx-|-R)6x. 

Or la seconda è la stossa che l’altra y = Gx*+60x'+CI\x, e la pr’ima dà 
X* = — Q , x‘ = i Q*. Quindi si avrà 

y = _ 1 Q’H- 6Rx, donde z = 
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e ponendo questo vakire nell' equazione 3 jc*+Q = 0*, s'otterrà, fatte le 
debile riduzioni 

y'+ ’Q'y + ÌW+ 27R*)=0. 

Posto ciò, perchè i termini di quest'equazione sien lutti positivi è neces- 
sario e siifTiciente che il termine noto sia positivo; e poiché sì è ^ià veduto 
che Q dev’essere negativo, la nuova condizinne è questa; 4Q''+2"R*<0. 

Da ultimo poiché questa condizione non può aver luogo senzii essere ne- 
gativo Q, si raccoglie, come al n.° 491 , che essa è la sola necessaria per- 
ché le radici dell’ equazione del terzo grado sieno reali e disuguali. 

515. Il signor Caocht ha dato pure un teorema osservabilissimo sulle equa- 
zioni , e che trovasi inserito in una precedente edizione delle presenti Le- 
zioni d'Algebba^ ma come esso esige l'uso di considerazioni che son pro- 
prie della Geometbia Analitica , cosi d' ora innanzi lo inseriremo in cote- 
sto libro 

C A P 0 XX. 

Abbassamento delle equazioni. — Eìooauoni becipbociie. 

Eudazioni binomib. 

Abbattamenlo delle equazioni , quando ti conosca una relazione 
particolare tra le radici. 

516. Un’equazione è capace di abbassamento sempre che si conosca qual- 
che particolare relazione tra le sue radici-, ma sia qualunque il caso, si è 
sempre condotti alla seguente quistione generale , che bisogna primamente 
risolvere. Come si possa riconoscere arere un equazione X = 0 radici co- 
muni con un' altra V = 0 , c in che modo te ne posta allora abbassare il 
il grado.!' 

Supponiamo che l’ incognita sia rappreseiibla da x nelle due equazioni-, 
e poiché si suppone che abbiano delle radici comuni a , 6 , c . . . , devono 
aver pura comuni i fattori x — a,* — 6,x — c..., ed il prodotto di 
questi fattori è il massimo divisor comune di X ed Y. Adunque si cercherà 
questo massimo divisor comune , e, dinotandolo con D, le radici comuni in 
discorso saran quelle deH’equnzinne l» = 0. In seguilo, dividendo X per D, 
e chiamando X, il quoziente, le altre radici dell' equazione X = 0 saran quelle 
dell' equazione X, = 0. Poniamo esempio che s'abbiano le due equazioui 

X* — I5x’ -I- lOx + 24 = 0 , 

*’ -p 4x® — Àx — 46 = 0. 

Cercando il massimo divisor comune de' due primi membri , ed uguaglian- 
dolo a zero, s’avrà l'equazione 

x’-p2x — 8 = 0, 

che dà x=2, x= — 4. E, volendo le rimanenti radici della prima delle 
equazioni date, si divìderà il suo primo membro per x®-p2x — 8, e s’avrà 
il quoziente x’ — 2x — 3 = 0. che dà x = — 4, x = 3. La terza radice 
della se(-onda «Ielle equaziotii date è — 2. 

517. Passiamo ora a far vedere in che modo si abbassi il grado d' una 
equazione , quando tra alcune delle sue radici v’ abbia una particolare n-- 
laziooe , e poiché sarebbe troppo dinìcile trattare quest' argomento nel caso 
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generale , cosi comiaceremo da uo seiuplice esempio , il cui eounziuto è il 
seguente ; 

Abbassare un’ tquasione F(z) = 0 , sapendo che essa abbia due radici la 
somma de’ quali è uguale ad una quantiià costante k, 

Rappreseutando con x ed a:' coleste due radici, devesi avere F(x) = 0, 
F(x') = 0, x + x' = k. Ur rulliina di quesle tre equazioni di condizione 
dà x' = k-^x , e posto questo valore nella seconda di esse equazioni , 
a’ avranno due equazioni in x , le quali debbono coesistere , e perciò de* 
v’ essere 

[t] F(x) = 0 F(ft_*) = 0. 

Questa seconda equazione , F(k — x) = 0 , isolatamente considerata ha 
per radici tutte le quantità che tolte da k danno per resto una radice 
di F(x) = 0', laonde l’ equazione. [1 } deve avere per radici comuni tutte 
quelle della F(x) = 0, le quali, tolte la k , dieno per resto una radice di 
questa stessa equazione. Quindi, si cercherà il massimo divisor comune D 
di F(x) e F(k — x)-, e tutte queste radici saranno contenute nell'e(|uazio- 
ne D = 0 si dividerà quindi il primo membro dell' equazione F(x) = 0 
per D, e s’avrà l’altra equazione, che deve contenere le rimanenti radici : 

Se veramente l'equazione contiene due radici ae b tali da essere a+6 = k, 
devesi egualmente avere k a = b. e k — b = a-, per conseguenza il di- 
visor comune D sarà allora almeno del secondo grado. Sarà d’un grado più 
elevalo, quando, tra le rauìci dell'equazione, vi saranno più maniere di 
prenderne due , la cui somma sia k. E finalmente potrà quel massimo di- 
visor comune esser del primo grado, il che avrà luogo quando nell’ equa- 
zione vi ha una radice eguale ad \ k. 

Essa è cosa molto agevole il l'ormarsi a priori degli esempli che presen- 
tino questi differenti casi. Eccone di quelli uve k — 6. 

1. * F(x) = (x — 2) (x — 4) (x — 5)* (x — 8)’, 

F(6 — x) = (x — 4) (x — 2) (x — !)• (x + 2)*, 

D = (x — 2)(x— 4). 

2. * F(j ) = (x — 2) (x — ó) (x — 4)’ (x — 8)’, 

F(6 — x) = (x— 4)(x — 5)(x — 2) (x + 2)*, 

D = (x — 2)(x— 5) (x — 4). 

3. » F(x) = (x — 3) (x — 4) (x — 5)* ( r — 8)’, 

F(6 — • x) = (x — 3) (X — 2) (x — t)’ (x + 2)*, 

O = X — 3. 

Ossertasione. Quando io F(x) = 0 v’ ha delle radici eguali ad i i è fa- 
cile scovrirlo, sostituendo i k in cotesla equazione, e quindi , essendovi 
tali radici , se ne potrà , con la divisione , liberar 1’ equazione. E quando 
questa contenga ancora altre radici eguali tra loro, è noto il mezzo come 
liberamela : in guisa che se , dopo tuli semplificazioni, vi sono delle radi- 
ci , che sottratte da k , riproducono delle radici di quest' equazione , po- 
tranno esse venir distribuite per coppie, a e ò, c e d, ec. tali che a+b = k, 
c + d-=k, ec. 

518. Le precedenti spiegazioni patirebbero delle leggiere modificazioni ; 
se invece delia somma di due radici , si sopponesse il loro prodotto , o la 
loro differenza o il loro quoziente eguale ad una quantità data k. 
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Si è già veduto che le equazioni contenenti radici eguali , sono susceU 
tive di "abbassamento: or questo caso è quello di più radici che hanno tra 
loro una diOerenza k, eguale a zero, oppure un quoziente 4: eguale ad 

Volendo considerar la quistione sotto il ponto di veduta più generale, sarà 
d’uopo supporre che tra più radici d' un’equazione v'abbiano delle relazioni 
che più ci piaccia : allora è facile vedere che tra queste radici ignote , si 
avranno più equazioni che radici di questa natura, in guisa che si sarà sem- 
pre nel caso di riconoscere che più equazioni a una sola incognita debbono 
avere delle radici comuni, e per giungere a queste equazioni, potrà essere 
necessario I' uso de' metodi di eliminazione. 

519. V’ha de' casi ne’quali l' abbassamento non può altrimenti conseguirsi 
se non con procedimenti affatto nuovi •, e per meglio farci intendere , ripi- 
glieremo l’esempio del n." 317, nel quale devesi avere tra x ed x' la re- 
lazione x+x' = e per maggior chiarezza, supponiamo già fatte le sem- 
plificazioai dette di sopra. Siano pertanto 

[2] F(*)=0, F(fe-x) = 0 


le due equazioni che debbono avere radici comuni. 

Può darsi che tutte le radici dell' equazione V(x) = 0 si distribuiscano 
in coppie a a b^c e d, ec., per ciascuna delle quali quali s' abbia la stessa 
relazione a+b = k , c-)-d = ik, ec. Allora è chiaro che (xinendo successi- 
vamente ciascuna radice a, 6, c ... in luogo di x nel valore x' = k — x, 
si ritroverebbero tutte queste stesse radici ma in un ordine diverso . talmente 
che le due equazioni [3] sarebbero idèntiche e l'abbassamento non avreb- 
be più luogo. Ciò si verifica appunto nell' esempio qui appresso , in cui si 
suppone à = 6. 


F(x) = (x — il (x - 2) fa: - A) (a: - 
F(x _ 6) = (x — 5) (x — 4) (x _ 2) (x — 




Intanto possiamo dimostrare che I' equazione proposta potrà abbassarsi ad 
un grado metà del primitivo, mercè un' ignota aiisiliaria z, convenientemente 
scelta. E per vero, la condizione essenziale a soddisfare, nella scelta di co- 
testa incognita, quella si è che sia detta ignota eguale ad una funzione sif- 
fattamente composta dalle due radici x , x' d' una stessa coppia , che con 
anticipazione si sappia essere i differenti valori di z dipendenti da un’equa- 
zione il cui grado sia la metà di quello della proposta, Jl mezzo più sem- 
plice sarà quello di prendere per incognita la differenza delle due radici x, 
x', o meglio ancora la metà di questa differenza, ponendo x — x' = 2z. In 
colai modo egli è certo che ciascuna coppia dì radici ^arà per z due valori 
eguali e dì segno contrario , come * 

( x = i{a — b) f x = ì{e — d) 

I z = i(b — a) ( x = à(d — c), ec. 


L'equazione in x sì eleverà , egli è vero, allo stesso grado della proposta 
F(x)=0, ma come che essa non potrà contenere che sole potenze pari di x, 
cosi prendendo per incognita z’ si troverà ridotta ad un grado nictà di 
quello di Ffx) = 0. E volendo ottenere colesla equazione in z, si osserverà 
che si hanno le tre equazioni di condizioni F(.r)=0, x-1-x'=Jl!, x — x' = 2zi 
delle quali le due ultime danno x = z4-ià, e sostituendo questo valore 
uellu prima , si avrà la trasformata 


F{z + lk)=xzQ. 
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Si può facilmente conoscere a posteriori che una tate trasformazione rag- 
giunga lo scopo propostosi. E per fermo, scomponendo F(ar) ne’ suoi fattori 
semplici , si ha 

F(*) = (a; — a){x — b)(x — c) (x — d) . . ., 

F(* + -tfc) = (z + TÌ~<*)(» + -èfc — 6).. .5 

ma , per ipotesi k = a + b= c + d=.. dunque 

F(z + i i) = [« + i (0 + ò) — o] [* + i (« + ^) — ^]-- 

= [z+ì(b — o)] [z — i (6 — o)] . . . 

Comunque non si sieno messi in vista se non i due fattori corrispondenti 
ad una coppia di radici, nulladimeno ciò è sufficiente per intendere che la 
equazione x conterrò sola potenza pari di quest' incognita. 

La trasformazione precedente non è la sola che si possa mettere in opera 
con vantaggio; imperocché, se si ponga x=xx'^\e due radici d’ una stessa 
coppia faran prendere un solo valore a z, e, conseguentemente, la trasfor- 
mata in X sarà d’un grado metà di quello di F(*)=0. Per una si na ile ra- 
gione si potrà fare x=x'+x'* \ e in generale si potrà far l' incognita au- 
siliaria eguale a tale una funzione di x ed x' che essa funzione rimanga 
inalterata, cangiandovi le due radici l’ una nell’altra. Solamente bisogna ba- 
dare di non far uso detla somma x+x', che già è nota. (138). 

Equazioni reciproche. 


520. Applicheremo ora le considerazioni precedenti ad una classe di equa- 
zioni, la forma delle quali fa scovrire una relazione tra le loro radici: sono 
queste le equazioni denominate reciproche. E propriamente parlando un’ equa- 
zione è reciproca quando, dividendo l’unità per ciascuna delle sue radici, 
si riproducono le stesse radici ma in ordine diifereote. Tale è palesemente 
la equazione 

**+ Px*+ Q**+ Par + 1 = 0 ; 
perchè cambiandosi x in - , essa diviene 


— I u— + 



e questa moltiplicata per x* e rovesciapdo l’ ordine de’ termini ricade sul- 
la proposta. 

.^2t. Pria d’ogni altro, cerchiamo quali relazioni sono necessarie ad aver 
luogo tra i coefficienti d’ uu’ equazione perchè essa sia rMiproca. Poniamo 
in primo luogo che s’ abbia un’ equazione di grado impari 

x’+ Px*+ Qx’+ Rx’+ Sx + T = 0. 


Rimpiazzandovi x con la trasformata dovrà avere le stesse radici, laonde. 


(138) Solftbbsssimenlo nel grido d' un’ eqaiiione reggisi il più volle etUlo Trat- 
tato ftirncHluri d'aritmetica e d'algebra del prof. d’Andma pig- oSt. 
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rìdticrndo quc&b Irasrormata alla forma ordinaria 0 *'+ cc. = 0, essa dovrà 
essere ideotica eoa la proposta. Or questa trasformata è 

ar* + Tp ^ a! + T^~ ^ ’ 

e perchè sia identica eoa la data dev’ essere 



L’ultima di queste uguaglianze dà T‘= I, donde si trae T = + l ; e quindi 
le altre s’ accordano a dare S = ± P, R = ± Q. Pertanto perchè la pro- 
posta sia reciproca deve avere una delle due forme 


[t] Pa:‘-f. Qa:’+ Qx*-f Px -f 1 = 0 , 

[2J x’’+ Px‘-f- Qx' — Qx* — Px — 1 = 0. 


Laonde , perché un' equaxione di grado impari sia reciproca , e necessario 
« sufReiente che i lermini ad egual distanza dagli estremi abbiano coefficienti 
eguali e dello stesso segno o pure eguali e di segno opposto. 

Sia in secondo luogo un' equazione di grado pari 

at*+ Px»-|- Qx*+ Rx'-p Sx*-1- Tx -I- U = 0. 


Cangiandovi x in c riducendo la trasformata alla forma ordinaria, 
si troverà 

T S , R Q P t ^ 

^’+iT*’+ir^ + ó^+ 0 *’-»-u* + u = ®’ 


• perchè questa equazione sia identica alla proposta sono necessarie esuf- 
iiclenti le condizioni 



Dall'ultima si deduce ancora, come sopra, U = -)-l *, se si prende U = -f-l 
le altre uguaglianze daranno T=P, S = Q, R = R-, e se invece si pren- 
de t] = — 1, delti uguaglianze daranno T = — P, S= — Q, R=0* Quindi 
la proposta , perchè sia reciproca deve avere una delle due forme 


[3] x*-l- Px’-l- Qx*-1- Rx’-J- Qx'-l- Px -f-1 = 0 , 

[4] x*-!- Px»-}- Qi«— Qx*— Px — t = 0 -, 

il che per altro non esclude che anche nella [3J sia nullo il coefficiente R. 

Laonde , perchè un' equazione di grado pari sta reciproca, è necessario e 
sufficiente, in generale, che % coefficienti ad egual distanza dagli estremi sieno 
eguali e dello staso segno ; e mancando il termine di mezzo , T equazione 
sarà sempre reciproca se detti coefficienti sono eguali e di segno opposto. 

Posto CIÒ vediamo come si abbassino le equazioni reciproche ; e comin- 
ciando dalla [I] , riuniamo a due a due i termini ad egual distanza dagli 
estremi , come qui appresso si vede : 

(x»-}. I) + Px(x’-}- 1) + Qx'(x -I- I) = 0. 

Cosi si scorge chex = — 1 è radice dell' equazione, c però dividendo da- 
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icuno de’binomii iC+ 1 , 1, x+lperr + l, s'ottiene l’equazione 


«* — 1 [ 1 X* — l|a-+l=0, 

+ p I _P -I- p I 

+ Q 


la quale è pur essa reciproca e della forma [5]. 

Passando all' equazione [3] , si vede facilmente che ossa è soddisf.itta 
da X = 1 ; e allora per rendere più agevole la divisione per x — 1, la si 
porrà sotto la forma 


X' — 1 Px(x’ — 1) + Q*’(x — 1) = 0 ; 

e quindi eseguendo l’ indicata divisione, si troverà l' equazione seguente della 
forma della [3] , cioè ; 


ar‘+ 1 

+ P 


i’+ 1 x’+ 1 
+ P +P 
+ Q 


« + 1 = 0 . 


Cousiderando finalmente la [4] , si trova che essa ammette le due radi* 
ci +1 e 1 ; e , scrìttala sotto la forma 

^ 1 + px(x‘— 1) + Qx*(*«— 1) = 0 , 

si vede col fatto esser essa divisibile per — 1, ed il quoziente è un'equa- 
zione ancor' essa della forma [3] , cioè : 

x‘+ Px>+ (1 + Q>r’+ Px + 1 = 0. 

Quantunque ci fossimo serviti di ^nazioni d' un grado determinato, nalla- 
dimeno è chiaro che, mercè convenienti riduzioni, un'equazione reciproca 
qualunque si potrà sempre porre sotto la forma [3]. Per silTaUa ragione a 
/quest’uitima torma di equazioni in modo speciale viene applicata la denomi- 
nazione di equazione reciproca, ed è perciò che di essa andremo ad occuparci. 
523. Sia pertanto , in termini generali , 1' equazione reciproca 


[5] ar*-+ Px'— -I- Qx'— *. . . + Qx«-|- Px -J- 1 = 0. 

Secondo la natura delle radici di quest' equazione, esse possono distribuirsi 

in coppie come sono le a e -, ò e c e ec. ; in ciascuna delle quali si 

trovano due radici, il prodotto delle quali è 1. Seguendo dunque le consi- 
derazioni del n." 519, si potrà trasformare la proposta in un’altra il cui 
grado sia metà di quello della data , introducendo un’ incognita ausiliaria) 
e per questo gioverà porre 

[61 * + 5 = *' 

D' altronde egli è palese che mettendo, in questa relazione, ciascuna delle 
radici della [5] in luogo di x, il numero de' differenti valori che prende x 
è uguale a quello delle coppie , e però il grado dell’ equazione in * sarà 
metà di quello della proposta [5]. 

Or, per formare cotesta equazione in s, converrà eliminare x tra le [5] 
c [6], al che si giunge con un mezzo quanto semplice altrettanto elegante. 
Fourry Algelnra. 51 
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Dividendo, in fntto, la [5] por x” e riunendo i termini ad cgoal disUnza 
dagli estremi , può essa mettersi sotto la forma 

[7] X-+ 1 + P (x— + + Q (a:-*+ + ec. = 0, 

Osservando , in seguito che , in generale , 

(^+ j;) (»+ì)=(*^'+^Ì;)+(*^'+ji-.). 

i 

rimeUendo s in luogo di ar + - , si trarrà da quest* ultima espressione 

^ = («•+ i) ‘ - (»^'+ iir). 

Or questa formola ci mostra che ogni binomio della [7] dipende da due pre- 
cedenti , e facendo successivamente n=0, 1, 2, »... si trova 

Il 1 

ar + -=*, _ =*»— 2, x>+ — = x>— 3i, 

x*+ A = 2 *_ 4-«+ 2 ^ a» x?— tl**+ 5* , ec., , 

e dalla forma di queste espressioni si scorge che la trasformata in x sarà 
col fatto del grado m come si era preveduto. 

Avuti una volta i valori di x, si troveranno le radici della proposta, mercè 
la [6] , che dà successivamente 

a:» — s* + l = 0, x=\ idri V ** — 

e ponendo in questa formola succcessivamente gli m valori di x, se ne de- 
durranno i 2m valori di x. 

Nelle equazioni binomie delle quali passiamo ad occuparci si presentano 
esempli di equazioni reciproche. 

Equazioni binomie. 

S24. Le equazioni binomie son quelle che possono sempre ridursi alla forma 
[I] a" = A = 0 , ovvero x" — A = 0 , 

ove A rappresenta una quantità qualunque. 

Da questa forma di equazione si scorge tosto che le sue m radici sono 
differenti tra loro ; perocché il primo membro x* — A non ha fattori co- 
muni con la sua funzione derivata mx*^’. E poiché queste radici, elevate 
alla potenza m.ma debbono riprodurre A , cosi esse sono gli stessi valori 
contenuti nell’ espressione 

x= \/T. 

Donde consegne che questo radicale ha necessariamente m valori, il che 
dimostra la proposizione ammessa nel n.* 24ò. Ancora , se A é una quan- 
tità della forma a+fiV — t, ì valori del radicale saran pur ckI della me- 
desima forma, perché nel n.* 389 è stato provato esser essa la forma delle 
. radici dell' equazione [t] . 
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S2S. Se m è UD numero composto , la risoluzione della [1] si fa dipen- 
dere da quella di altre equazioni binomio , i gradU^elle quali sono i fat- 
tori pi-imi di m. Supponiamo, in effetti m^pgr-, allora in luogo dell’equa- 
zione xfi’- = A , si possono prendere le seguenti 

xf — x', x'i = x'\ x"'=:A, 

ove x> ed x" sono delle nuove incognite \ ed è chiaro che risoluta 1' equa- 
zione x"' = A, r equazione precedente x'^ = x" farà conoscere i valori di x\ 
e finalmente 1' equazione xp = x' darà tutte le radici della proposta. 

Cotesta osservazione d'altronde s’accorda con una formola già conosciuta 
per la teoria de’ radicali , e che è la seguente : 

536. Dinotiamo con a una quantità la cui potenza m.ma sia A, e ponia- 
mo x=*:ay, cosi l’equazione x"=A diverrà = a", ovvero^ dividen- 
do per tt" 

donde si trae y= 1 , e quindi x= a /t. 

Da ciò si raccoglie che le radici dell’equazione x" = A si ottengono molti- 
plicando una qualunque di esse per ciascuna di quelle dell’equazione y"=l^ 
ovvero ( come al n.* 346 ) le diflerenti radici m.ma d’ una quantità s’ ot- 
tengono moltiplicando una qualunque di esse per ciascuna delle m radici m.ma 
dell’ unità. 

537. tìonsideriamo specialmente il caso in cui A è una quantità reale, e 
per distinguere la doppia ipotesi di A positiva e negativa, scriviamo l’ equa- 
zione binomia come qui appresso si vede 

x^ = 

Sapendosi determinare , almeno per approssimazione , una quantità posi- 
tiva a tale che sia a** = A j si faccia x = ay , e la precedente equazione 
diverrà 

Jl" = ± t , 

e di quest’ ultima particolarmente ci faremo a trattare. 

538. In cotesta equazione si posson fare alquante osservazioni, come qid 
appresso si vede. E primamente se m è impari e l’ equazione ha particolar- 
mente la forma 

= i , ovvero y'* — 1=0, 

essa ammette evidèntemente la radice y = 1 , nè può avere altre radici 
reali -, imperciocché ogni valore positivo di y dà y" > 1 , oppure y" < 
e qualunque valore negativo si sostituisse per y, ne risulterebbe eziandìo 
negativo. Intanto per avere l'equazione che comprende le restanti m — 1 ra- 
dici immaginarie, si dividerà y" — 1 per y — le s’ avrà l'equazione richiesta 

jr-.+j,— . . . +5+1=0 , 

la quale appartiene alla classe delle reciprodie. 

Se tn è impari e l' equazione ha particolarmente la forma 

y- = -l, 
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essa ammette palesemente la radice y = — t,e con ragionamenti analoghi 
ai precedenti si può provare che le rimanenti radici sono immaginarie, e 
sono date dall’ equazione che otliensi dividendo v”'+l = 0 pcr 
per aver tutte le radici dell' equazione y* = — t , vale meglio osservare 
che quest'equazione si deduce dall' altra cambiando y in — y \ di 

tal che per aver le radici della prima basterà prendere quella della seconda 
co' segni mutali. 

Poniamo ora che m sia pari e sia m=2n. L’equazione y*» = i, ovve* 
TO y'” — 1 = 0 ha già per radici + 1 e — 1 -, tutte le altre poi sono im- 
maginarie, e l'equazione che le dà s'ottiene dividendo — 1=0 per (y— •!) 
(y-j-1), ovvero per 1-, ma pure qui gioverà osservare che essendo — 1 
— (y' — *) (y"+0 > * equazione y® — ì — 0 si scompone nelle due 

y — ! = 0 , jr+1 = 0. 


Da ultimo, quando l’equazione è della forma y’”= — 1 , ovvero y""-|- 1 = 0, 
osservando che le potenze pari di quantità reali dati sempre risultamenti po- 
sitivi, e che la somma di due quantità positive non può esser nulla, se ne 
conchiude che tutte le radici , iu questo caso , sono immaginarie, lutanlo 
ponendo y* = z, l’equazione y*"= — 1, s'abbassa di grado, divenendo sem- 
plicemente ::•= — 1, 

5:29. Passiamo ora sviluppare de’ casi particolari delle equazioni y"— 1 = 0, 
y« 4 -| =0. E da prima supponendo tn = 2, avremo particolarmente 


y’ — 1=0, donde y = ± 1 , 

y’ + 1 = 0 , donde y = ± 


Se tn = 3, r equazione y ’ — 1 =0, avrà in primo luogo la radice y = l, 
indi divisala per y — I , s’ avrà 1' altra equazione 


y*+ y + < = 0 , che dà y = 


— 1±/IT3 
2 ’ 


e son queste le due rimanenti ràdici, che sono immaginarie. Pertanto, come 
d' altronde era noto , (240) , le tre radici della y’ — 1 = 0 sono 


y = i 


y=:zl±lj=i 

9 — a ì 


y = 


_s/_3 

■2 


Se invece l’equazione fosse y'-f 1 = 0, tenendo presente P osservazione fatta 
innanzi , cioè che le sue radici sono quelle stesse della y’ — 1=0 prese 
col segno contrario, avremo per radici della proposta y’-f-l = 0 


y= — V 


_i — y/TTs 1 -I- v'— 5 


y = 


Sia m = 4 : l’ equazione y* — 1 = 0 scomponendosi nelle due y* — 1 = 0, 
y“-P 1 = 0 avrà per radici 

y = ^l, y=±y/— 1. 

Se poi invece l’equazione fosse y'-f- 1 = 0, la sì risolverebbe aggiungendo 
2y* ad ambì i membri , con che essa diverrà 

(y’+i)*= 2 y, 

che da 

y+l = yv'^> y’-f-l = _yv^, 
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e da queste si traggono le quattro radici della proposta 1 = 0, le 
quali saranno 




f=— 2. 


Questa stessa equazione y^+ 1 = 0 s’ avrebbe potuto risolvere diversa- 
mente ancora, trattuiidulu co me r eciproca-, oppure s’avrebbe potuto osser- 
vare che essa dà y’ = ± j/ — 1 , e quindi 


y = ±f+7^, » = ±V^-V'-1, 

e quindi si sarebbero ridotte queste espressioni alla forma « + fi V ' — 1, 
come altrove si è fatto (IO"?). 

Passando cosi successivaroetite sino al 10“ grado, si vedrà che l'equa- 
zione y" :ip 1 = 0 si risolve mercè i casi precedenti o per via delle equa- 
zioni reciproche , che s' abbassano ad un grado minore del quinto. Percor- 
riamo primamente i gradi impari ; e sia in primo luogo 1’ equazione 

y’ — 1 = 0: 

essa ammette la radice y = 1 , e divisala per y — 1 , dà 1’ altra 
»*+y'+y’+y+i = o 

che essendo reciproca s’ abbassa al secondo grado , ponendola prima sotto 
la forma 

(r+^.)+(»+i)+i=o-, 


indi ponendo y -f |- = a, e perciò y*-J- Ai = s’ — 2, essa si trasforma nella 

y y 


seguente 


a’-f- a — 1 = 0 , che dà a = 


l±l/S 


2 


Or la relazione y -f- ~ = a , dà 


a -4- l/a*— 4 
y*— ay -f-t = 0, donde y = - , 


e sostituendo in quest’ espressione i precedenti valori di a, avremo le altre 
quattro radici della proposta, che unitamente alla radice l,si comprendono 
nel quadro seguente : 

y = <> 

— 1 + 5 iO-i-2 y p 

y= ^ ± 

-1 — 1/5 . V'io-av's",^ — r- 

y= 4 ± 4 /-*• 

L’ equazione y’ — 1 = 0 condurrà all’ equazione a'-f-a* — 2a — 1 = 0, e 
r altra y* — 1 = 0 alla seguente : a'-(-z’ — 5a* — 2a-f-l = 0. 

Le equazioni y’-J-l = 0,y’+l=0, y* + l= 0 avranno le stesse ra- 
dici , ma col segno cambiato , delle equazioni simili ove il -f- 1 fosse cam- 
bialo in — 1. 


V 
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Passiamo ora a considerare i gradi pari , nel qual caso sono le equazio- 
ni y* — i = 0, y’ — 1=0, y'* — 4 = 0. Queste equazioni non offrono al- 
cuna difficoltà, perocché ciascuna di esse sì scompone in due altre, comprese 
nelle già risolute. 

Prendendo + 1 invece di — 1 , le equazioni analoghe sono 
y* -I- 1 = 0 , donde y = -, 

y* + 1 = 0 , donde y = \/ — 1; 
y”+ 1 = 0, donde y = ^ — i. 

Ma ì valori di ^ — 1 , — 1 , v^ — 1 son già noti , quindi non resta che 

estrarre le radici quadrate, seguendo il metodo del n.” 197. Sarà più sem- 
plice però il trattare queste equazioni come reciproche i perchè le trasfor- 
mate in z , dalle quali esse dipendono , hanno le loro radici reali e sono 
facilissime a risolversi. 

530. Le equazioni del terzo e quarto grado in x , alle quali conducono 
le — 1=0, V* — 1 = 0 sono complete , e più innanzi esporremo ì me- 
todi per risolvere le equazioni generali di questi gradi -, limitandoci per ora 
soltanto a fare osservare che essendo questi metodi già noti fin da lungo 
tempo , la risoluzione dell’equazione y+i = 0 è nella stessa circostanza 
pei primi dieci gradi. Pe’ gradi superiori, si potevan pure, secondo l’osser- 
vazione del n.° 323 , tenere come risolute quelle equazioni binomie , i cui 
gradi sono composti da’ fattori 2, 3, 5, 7. Ma quando si passava all’ equa- 
zione y" — 1 = 0, tutto quel che potevasi fare consisteva nel riportarne 
la risoluzione ad una trasformata del quinto grado , completa anch’ essa, e 
che non si sapeva risolvere. 

Si stava a questo punto , quando Vandebmonok dette f espressione della 
radice dell' equazione y" — 1 = 0, in una memoria inserita tra quelle della 
Accademia delle Scienze, 1771. Essa rimase ignota per lungo tempo, sino 
al 1801, quando Gauss pubblicò un metodo ingegnosissimo per risolvere tutti 
i casi dell’ equazione y" — 1 = 0. Dipoi questo metodo fu perfezionato da 
Lagrange , nella Risoluzione delle equazioni numeriche, note XIV, ove or- 
mai conviene studiarlo. Per altro le espressioni che Lagbange dà per le ra- 
dici sono in generale poco utili per l' i mmagi nari di che sono complicate. Vo- 
lendole ottenere sotto la forma « -f- — 1 , vai meglio ricorrere ad altri 

procedimenti, fondati sulle proprietà delle linee trigonometriche. Ved. la no- 
stra Trigonometria , o la nostra Geometria analitica. 

431. Non mancheremo pero di esporre in questo luogo una curiosa pro- 
prietà delle radici dell’ unità, della quale gli analisti fanno uso assai spesso. 
Cotesta proprietà già osservata pel terzo grado (S47), consiste nel poterei, 
tn ogni grado , riprodurre tutte le radici deW unità con le potenze di una 
delle radici immaginarie. 

Riprendiamo l' equazione 

[2] y 1=0, 

e poniamo primamente che m sìa un numero primo. Dinotando con « una 
qualunque delle radici immaginarie di colesta equazione, devesi avere <i"=lj 
per conseguenza se n è un numero intero qualunque, positivo o negativo, 
si avrà a'™= 1 , ovvero («’')■• = 1 j e però tutte le potenze di « soddi- 
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sfanno all'eqaazione [3]. Frattanto è da por mente che con ciò non si hanno 
più di m valori per vj imperciocché, essendo a*'= 1, sarà pare 

= «*, ec. , il che vuol dire che al di là di «" non si hanno novelle 
radici. Altrettanto avrebbe Iik^o se si prendessero delle potenze negative, 
perchè si ha = a" x «""* = «" X «“* = «“*, ec. 

Egli è agevole d'altronde provare che se m è un numero primo, le tn 
quantità 1 , « , « , a’*"' sono disuguali. In fatto, ammettiamo per 

un momento che n ed n + r sieno due numeri minori di tn e che sia pos- 
sibile d'avere «*+■'= allora da quest’eguaglianza se ne trarrebbe o'= 1, 
e quindi a sarebbe una radice comune alle due equazioni 

jr — l=0,y«— i=0, 

il che è impossibile quando m è un numero primo; imperciocché, cercando 
il massimo divisor comune di queste equazioni, le riduzioni successive, che 
han luogo negli esponenti di y, saranno le stesse che ne’ resti che si trovano 
cercando il massimo divisor comune di tn ed r ; e poiché tn è un numero 
primo , si scorgerà facilmente che y — 1 è il massimo divisor comune di 
dette equazioni. Laonde a non può essere radice comune a queste equazioni 
e quindi tutte le radici delle [2] sono rappresentate dalla serie 

1 , « , a*, «’ . . . 

La stessa proposizione vale pure quando l’ esponente tn é un numero com- 
posto , ma in questo caso bisogna , tra le radici deir equazione , sceglier 
quelle le cui potenze riproducono le altre radici. Per queste jmrticolariU 
ci rimettiamo alla Risolunone delle eqnaiioni^ nota Xlll. 


• CAPO XXL 

Funzioni simmbtbiche. 

Cakolo delle funzioni simmetriche delie radici d* un' equazione. 


552. V ha di tali funzioni delle radici d* un' equazione , che sì possono, 
Jn modo generale, esprìmere coi coefficienti di detta equazione, senza che 
tri sia il bisogno di risolverla. Coleste funzioni, che formano una classe molto 
estesa , sono distinte col nome di funzioni razionali e simmetridu , o più 
semplicemente con quello di funzioni sittm^riche. Son dette razionali, per- 
non debbono contenere le rad'ici sotto forme radicali, ovvero che dette 
radici non debbonsi trovare altrimenti combinate che per addizione, sottra- 
zione , moltiplicazione e divisione ; e son dette simmetriche , perchè le ra- 
dici vi si hanno a trovare combinate in modo da poterle cambiare l’ una 
Dell’altra, secondo quell’ordine che più piace, senza che per questo la fun- 
zione abbia a cambiare : cosi le espressioni 


ab 


ac 


be 




sono funzioni razionali e simmetriche di a, 6, c. La prima è intera, e fra- 
zionaria è la seconda. 

Date più quantità a , ò , e , d , ec. per disporle a due a due in tutti i 
modi poMìbili , se in ciascuna disposiz’ione , come ab , si dà l’ esponente « 
al primo fattore , e 1’ esponente fi al secondo, s’ avrà una serie di prodotti 
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come o»6P, la somma de‘ quali è, diiaramente , urta funzione simmelnca 
delle quanlilà a, />, c, ec. Questa funzione inoltre si dice e^r doppia , 
perché ciascun termine contiene due di queste quantità, e la si rappresento 
to modo compendioso cosi: S(o-ft?); essendo qui adoj^rata la S per indi- 
care la parola somma. ERualmente s intende 
lioni triple, quadruple, ec., rappresentate da 

Seguendo questa segnatura simbolica, le funzioni semplici , come a +o 
4. cM-ec. dovrebbero essere rappresentate da S(a«) ; ma per render ricp- 
più semplice la segnatura , si scrive d’ordinario S,. Cosi si ha: 


S, = a + à + c + oc. , 

. S, = a’+à‘+c’+ec. , 

S. = a>+ 6*+ c>+ec. , 

. ec. 

Se le funzioni simmetriche sono frazionarie, si riducono allo stesso deno- 
minatore e cosi si ha una frazione unica i cui termini sono delle funzioni 
simmetriche e intere-, ond’è che basta occuparsi soltanto di queste ultime. 

553. La prima questione che ci proporremo a risolvere sarà la seguente: 
Data un'equazione, trovare le somme S„ S„ ec. delle poterne simili e in- 
tere delle sue radici. 

Sia r equazione X = 0 , ovvero , , • 

[1] Px*“’+ Qa:"“*-f Rj5*^’+...-f T®+U = 0 , 

le cui m radici sieno a,b,e,d... Dal n." 390 abbiamo 


^ ^ =a:*-' + ol ja:■^>+o• 

+p| +Pa| -fPo* 

+Q 1 +Q« 

-1-R 


j?""*. . t .+«■“' 

+ Pa"-* 
+Qa»-* 
+Ra— * 


I 


+T 


Cambiando in questo formola successivamente a, in à, ine, ec., avremo gl! 
analoghi quozienti 

e ponendo S. , S. , S, ec. , in luogo di a+b+e, a*-f6*-hc* 

«•+6’+c*. . . , si otterrà per somma 


nur"~’+S, 

+mP 




a?"-*. . . 

1 -t-PS, 

-l-PS. 

-l-PS.-. 

•ftnQ 

•t-QSx 

-hQS._ 


+mR 

•^RS,_* 


+mT i 

ma è noto (iU) che questa somma di quozienti deve uguagliare la fun- 
zione derivala di X , la quale è 

mar*-' -h(m — l)P**”’-f(m — 2)Qir"->-H(m — 5)Rar«-*. . . -fT , 
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cjalndi paragonando qaesto polinomio con la precedente espressione ne ri- 
sultano le seguenti eguaglianze 

S,-hmP = (m — 1)P, 

S,+PS, + »itì=(m — 2)Q j 
S. + PS.+QS, +mR = (m — 3)R , 


S» — j + PS« — »+QS, - ,+ i . . + n»T ~ Tj 

Ovvero i riducendo , 

/ S.+P = 0, 
l S.+PS. + 2Q = 0, 

[2] J S,h-PS,+QS.-».3R = 0, 


V S._. + PS._,+QS,_,+. . . + (m — 1)T=0. 

Mercè queste equazioni sarà facile calcolare successivamente S„ S„ 

E calcolate queste somme si potranno agevolmente ancora ottenere quellé 
superiori alla S,., , cioè S^, S.+,^ S.+, , ec. In eìTetti , sostituendo cia- 
scuna delle radici a , 6 , c , . . . nella [i] si Uà 

o" + Po“- '+Qa*-*+ . . .+Ta+U = 0, 

6- + P6— +Qà— + .. .+Tà + U = 0, 
ec. 

e moltiplicando quindi queste eguaglianze rispettivamente per tf*, 6", ec;; 
addizionando i risultamenti , e tenendo presente la segnatura adottata si 
troverà 

S. PS, +,_,+QS. +»_, + . . .+TS.+.-fUS,=0. 

Ora, se in questa formola generale si fa successivamente n = 0, 1, 2, .. ec.j 
s’ avrà ordinatamente 

Ì S, -tPS._,+QS._,+ . .. + TS. + US, = 0, 

S.+.-HP&. +QS,_. + ...+TS. + US.= 0, 
S,+.+PS.+.-hQS. +...+TS,-l-US.= 0j 
ec. 

ftella prima di queste formolo il termine US, può essere sostituito da mll, 
perché = a® + cc. = m, e allora sì vede che dessa è soggetta 

alla stessa legge delle [2], Questa formola farà conoscere S. per mezzo di 
S,, S, . . . S.^, già conosciute; e passando a naano a mano dalla prima alla 
seconda , da questa alla terza, ec. dalle [3] si determinerà ciascuna delle 
nuove somme per mezzo delle precedenti già calcolate. 

Giova notare che tutte le somme S„ S„ ec. saranno espresse senza, de.i 
nominatori, in funzione de’ coefflcienti P; Q, R, ec.; Colesta conseguenza 
risulta dal perchè il primo termine , in ciascuna delle relazioni [21 e [51 
ha per coefficiente l'unità. • ■' 

Per fare un’applicazione delle soprascritte forinole, premliamfo l'equazione 

— 7« -P 7 = 0 , 

per la qua1eP = 0, Q= — 7, R=7. Quindi la prima relazione [2] S,4-P=0 j 
Fourey Algebra. 
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dà S, = 0, come doveva essere, |)ei'dic la proposta manca del secondo ter- 
mine^ e però le altre relazioni die determinano le somme S» S,, ec. saranno, 

S,= 0, S, + 2Q = 0, S,+3R = 0, 

S,+ QS,= 0, S,+QS,+RS,= 0, S.+QS* + RS,= 0, 
e ponendo per Q ed R i loro valori , si troverà facilmente 

S. = 0 , S.= 14, S, = — 21 , S, = 98 , S, = — 245, S.= 853. 

534. Otsertaxione. Nell'equazione S.^., 4 -ec. = 0, trovata innanzi, n può 
essere eziandio un numero negativo , e per conseguenza , detta equazione 
può determinare ancora le somme delle potenze negative delle radici: cosi 
facendo n — — 1 , n = — 2 , ec. , si avrà 

S.I— i + PS»^+. ■ ,+TS^+US — ,5=0, 

S._+PS„ + . , .+TS_, + US_,= 0, 
ec. 

Queste equazioni faranno successivamente conoscere S_„ S_„ ec.; ma sarà 

più semplice cangiare x in *, e cercar quindi, mercè le formole [2] e [3] 

le somme delle potenze positive delle radici della trasformata ; perchè, co- 
me è manifesto, queste potenze saranno quelle negative di a, 6 , c, ec. 

535. Passiamo ora alla determinazione delle funzioni simmetriche doppie^ 

triple , ec., rappresentate da S(a‘‘b/*c‘>'), ec. 

E primamente per avere S(a*bf>), si moltiplichino tra loro le due somme 

o* + 6 » + c* + . . . = S„, 
aP+b3 + cfi + . . . = S^. 

Or il prodotto di queste due somme conterrà , evidentemente , due sorte 
di termini: l.®la somma di tutte le potenze («+j 8 )me delle radici; 2 ." la 
somma di tutti i prodotti che sì formano combinando la potenza «mad'una 
radice qualunque con la potenza jSma d’ un’ .altra radice; e poiché la prima 
somma è dinotala da , e la seconda da S(a“ 6 /‘) , s’ avrà : 

Sa+^+ S(a»5^) = S,S^, 
donde sì trae per le funzioni doppie la formola 

8 ( 0 * 0 ?) = S,S^ — Sa+fl. 

Similmente volendo determinare la funzione triph S(a*ò?c’} si moltipli- 
cheranno tra loro le tre somme 

o*+ i*+ c* +....=: Sj, , 

0 .S 4 - c?+.... = Sp , 

o^+ f-l- c^+..,. = Sy; 

ed il prodotto contenendo evidentemente tutti i termini compresi io ciascu- 
na delle cinque forme qui appresso 

o'+^+y a**Pb^, o*+»' 5 è, o^+fà*, o“ò®c»‘, 
s' avrà , secondo la segnatura stabilita 

S.+s*r + S(a‘+'ò’) + S(a“t’'ò''))_,, „ - 
-I- S(o»+U*) + S(aVc’') j — 
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Ma , per la forinola delle funzioni doppie , si ha 

S(o«+’'60)=S.+^S,_S.+4^^, 

quindi sostituendo questi valori nell’eguaf’lianza preeeJenle, e deduceodone 
il valore di S(a“6*’c^ ), s' ollerrà per le funzioni triple la forinola : 

S(a‘6»c’') = S.S^S^ _ 28.^.^+^. 

Tanto basta per mostrare come continuare la ricerca delle funzioni qua- 
druple, quintuple, ec. E qui ancora giova notare come le somme S(n*6?), 
S{a*bPc*) ec. sieno funzioni intere de’ coeflìclenli dell’ equazione , tali es- 
sendo le funzioni semiilici S, , S, , ec. dalle quali le prime di|>endonu. 

536. Le formole (>cr le somme multiple vanno soggtdte a modiflcazioni, 
quando taluni degli esponenti sono tra loro eguali. È per vero , una qua- 
lunque somma S(a*b^c'^...) nella quale ciascun termine raccliiude n tetlere, 
si compone formando tutte le disposizioni ad n ad n delle lettere a, 6, c..., 
e dando rispettivamente alle n lettere di ciascuna disposizione degli espo- 
nenti «t , fi , y • • • Or , supponendo che in un termine la lettera a abbia 
l’esponente x, e i abbia per esponente fi, vi sarà necessariamente un altro 
termine che. non differirà da quest’ ultimo se non perchè a si sarà mutato 
in & e al contrario*, laonde se a = fi, l'insieme de’ termini dilTerenti ridu- 
cesi alla metà nella forinola generale. Parimente se v' abbiano tre esponenti 
eguali, è chiaro che ciascuno de' termini diifcrenli si Iruveià rìfieluto nella 
formola tante volte per quante sono le disposizioni a tre a tre di tre lette- 
re; sì che volendo la somma de’ termini dilTerenti, la formola generale do- 
vrà esser divisa per 2 X ó. Ed in generale quando v’ abbiano ji esponenti 
eguali , bisognerà dividere della formola per 2 X 3 XP- 

Queste divisioni si eseguiranno esaltaraenle , ina egli è diflicile provarlo, 
col metodo ora esposto-, non é cosi dall’altro metodo che passiamo ad espor- 
re , e che pone in chiara vista l' indicata proprietà. 

Metodo di Cjucbt pel calcolo delle funzioni simmetriche. 

557. Consiste questo metodo ad eliminar successivamente dalla funzione 
simmetrica ciascuna delle radici a, 6, c, d. . . , c’si poggia sulla propo- 
sizione seguente 

Sia £ una funzione simmetrica razionale e intera delle radici d' un’equa- 
zione \ = 0 , o 

[1] x"-i- l'x"-'-p Qx“-’-l- ILr— ’-1-...-f U = 0. 

Dinotiamo con a una delle sue radici, e ainmeltiamo che io un modo qua- 
lunque si trasformi % in un polinomio oriliualo ris|>clto ad a, in guisa che sìa 

X = La"-}- Ma'-'-f lNa’-'-|-..., 

essendo L, M, N... de’ coetUcienli composti da quelli della [t] : dividendo 
questo polinomio per 

o’"-f Po"’— -1- Qa— *-f Ra"-’....-f- U , 

dico che s’ avrà un resto iudipcudcnle da a, e che questo resto sarà appunto 
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il valore di £. In fa|to , qualunque sia a , questa divisione deve dare un 
resto della forma 

A.o"-'+ Sa +^1 

f;he per brevità dinoteremo con r -, e dinotando , anche per brevità con A 
il divisore e chiamando q il quosienle avrassi £= A 5 t+ r. Or essendo a 
la radice dell’ equazione proposta dev’ esser A = o" + ec. = 0 , dunque 
E = r , ovvero 

% = fio"-*+...+ 9a + f. 

In luo^o di 0 s'avrebbe potuto conservare un’altra qualunque delle ra? 
4ici dell’equazione X = 0-, e poiché £ è una funzione simmetrica delle m 
radici, è chiaro che si sarebbe giunti ad un valore alTalto simile al prece* 
dente , con la sola differenza che la radice a vi si troverebbe rimpiazzata 
da una qualunque delle rimanenti m — t radici. Or il valore di £ deve ri- 
maner lo stesso quale che siasi la radice che si conserva nel calcolo , dun- 
que , ponpndo 

Ax«- + -*-f ...+ ?* + p 2 , 

quest' equazione , di grado inferiore ad ni , dovrà ammettere <n radici , il 
che è impossibile, a meno che non s' abbia \=0, f*=0, ... 5 = 0, p=£j 
come si voleva dimostrare. Si noti che il polinomio divisore o" ec, 
é lo stesso X , nel quale si è cambiato x in a. 

In questa dimostrazione si considerano le m radici della [t] come se fos- 
ser tutte disuguali -, nuliadimeno la conclusione non cessa di esser generale, 
imperciocché , supponendo da prima , come abbiam fatto , che tutte le ra- 
dici sieno disuguali, si può in seguito far variare i coefRcienti P, Q, . . . U 
per gradi insensibili, in modo che la differenza tra due radici, o anche di- 
verse differenze, si accostino a zero per quanto si voglia. Or le ultime egua- 
glianze non cessano d' aver luogo per quanto piccole si fossero queste diffe- 
renze, dunque esse saranno ancor vere quando dette differenze saran nulle, 
quando cioè la [l'| avrà delle radici eguali. 

558. Nella proposizione dimostrala abbiam supposto che dalla funzione E 
fossero state già eliminate tutte le radici ad eccezione di una soltanto. Or 
passiamo a mostrare come con 1’ uso ripetuto di questa proposizione, si possa 
col fatto eliminare dalla funzione £ successivamente ciascuna delle radici 
che la compongono. 

Sieno a, é, c , . . . t , A, / le m radici dell' equazione X = 0 : dividendo 
sussecutivamente X per gli m — i fattori x — a, x— 6,... x — ò, sì 
avranno diverse equazioni, l'ultima delle quali sarà del primo grado e avrà f 
per radice-, facciamoci a considerare attentamente questa serie di equazioni. 
Or essendo X un polinomio della forma 

X = ar”-|- Px"— + Qx’"-'-}- Rx-'..., 

per facilitar la divisione di X per x — a si starà all’ osservazione del nu- 
mero 5'JO , e s'avrà un quoziente 

nel quale P, , Q, , R,... sono composti come qui appresso : 

P, = fl + P , 

0,=:a'-}- l’fl +Q, 

R, = Pa-'-t-Qa + R, 
ec. 
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Sipilmeole , dividendo X per x — ^ , si troverà un quoziente 

X, = x’*-*+ P,x"— ’+ Q,x"-* + R,a:r"-*,., 
ove 

P. = à + P., 

, P. = 6’+ P.fr + Q,, 

R,-=6’+ P.6*+ Q.ft + R., 
ec. 

Cosi continuando si giungerà ad una divisione in cui il divisore sarà x t, 
e il quozienle sarà del secondo grado; e quindi finalmente ad una divisione 
in coi il divisore sarà x — à, c il quoziente sarà del primo grado. Giova nO' 
tare che le divisioni per x — a, x — 6, ec, non possono introdurre deno< 
minatori ne' diversi quozienti, e che il coeOìciente del primo termine di cia- 
scuno di questi quozienti è l' unità. 

Si rimpiazzi x con a in X, con b nel primo quoziente, con c nel secondo,.... 
e infine con à cd f ne' due ultimi; s’avranno casi de' polinomiì che dinote- 
remo con A , B , C , . . . , K, L. Il primo sarà ordinato rispetto ad a e i 
suoi coefiìcienti sono gli slessi P, Q , R , • . . ; il secondo sarà ordinato ri- 
spetto a 6, e i suoi coefficienti dipenderanno da a, P, Q , B . . . ; il terzo 
sarà ordinato rispetto a c , e i suoi coefficienti dipenderanno da a , à , P, 
Q, Pi...; e cosi appresso; in guisa che il polinomio K, ordinato rispetto 
a K , comprende ne' suoi coefficienti le m — 2 quantità a , b , c . . . t , e 
l’altro L, ordinato rispetto ad l contiene le m — t quantità a, b,c .... i, k. 

Posto ciò, riprendiamo la funzione simmetrica S qual dev’essere completa 
dalle m radici n, b, c...», k , f, e avendo riguardo solo all' ultima l , 
questa se n’eliminerà sostituendovi il suo valore dato dall’ equazione L=0; 
oppure (53(i) si può ordinar £ rispetto ad l, dividere £ per L, e il resto 
sarà eguale a £. 

Questo valore £ in cui non entra più f , è tuttavia funzione simmetrica 
razionale e intera delle m — 1 radici a, b, e,. .. t, à; e se ne potrà eli- 
minar É, ordinandola rispetto a questa lettera e dividendola per K; il re- 
sto che dev’ essere indipendente da k sarà ancora eguale a £. A questo modo 
continuando si elimineranno da £ tutte le altre radici, e l’ ultimo resto sarà 
il valore di £ che si trattava di determinare. 

559. Poiché il primo termine di ciascuno de’ polinomi! adoperali come di- 
visori in queste eliminazioni surcessive, ha per coefficiente f unità, ne con- 
segue che i diversi resti non racchiuderanno altri denominatori se non quelli 
de’ coefficienti della proposta , e però se questi sono de’ numeri interi, il va- 
lore di £ sarà pur esso un numero intero. Gotesta conseguenza che dal teo- 
rema del signor CAicnr immediatamente discende, ci gioveià fra poco (542). 

Applicazione ad un esempio. — Jn qual modo il signor Caucot 
evita V equazione ai quadrali delle differenze. 

540. Vogliasi determinare la funzione simmetrica eguale al prodotto de' qua- 
drati delle differenze delle radici d’ un' equazione X = 0 della forma 

[4] x*-i- Px- '-t- Qz»-* Tx-^U=0. 

Seguendo in questa determinazione il metodo precedente , dinoteremo 
con a , b , c . d . . . le m radici dell’ equazione, e con £ la funzione sim- 
paetrica cercata ; secondo f enunziato sarà 

^ = (a — b)*(a — — dy...X (P — c)*(à — d)’— X (c — «O'-a- 
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Quando l'equazione ò del secondo grado , X = x* + Px + Q , le radici . 
sono solamente due, tra loro legate mercè le due equazioni a + b= — P, 
uè = Q ■, e però si ba semplicemente 

X = (a — *)• = (o + by— iab = P*— 4Q. 

Passando da uno ad un altro grado , si potrebbe cercare il valore di S 
per ciascuno de' gradi superiori; ma seguiremo una via alquanto differente, 
e, supponendo che si sappia determinare la funzione 2 pel grado m — i, 
ci faremo a mostrare come allora si possa trovare il valore di detta funzione 
pel grado m. 

Nell’ espressione generale di S , consideriamo separatamente i fattori che 
non contengono a , e dinotando con £. il loro prodotto , s' avrà 

2. = (& — c)\b — i)'... X (c — <0*.... 

2 = 2. X (o— b)'{a — c)X a - 

Dividendo X per ® — o , s’ avrà 1’ equazione X, = 0 , che sarà , pel nu- 
mero 557, 

(a + P)e"~*+ (a*+ Pa + Q)x~-*+... = 0. 

Or 2, è appunto il prodotto de' quadrati delle radici di quest’ equazione; 
dunque , secondo la nostra ipotesi , si saprà determinare 2. mercè i coef- 
ficienli di quest’equazione, e però 2, sarà espressa in funzione di P, Q, R... 
e di a. 

D’altronde il quoziente di X per* — a essendo eguale ad(x — 6)(* — c) 

(* — d)..., si ha 

(* — ò)(* — c) (* — d).. . = *«-'+ (o -H P)*-"-’+ (a» + Po+Q>*-* + .... 
e facendo * = a , cotesta eguaglianza diviene 

(a — t) (a — c) (a — d) .. . = ma"-' + (m — l)Pa*-* + (m — y 

dunque 

2 = 2, X rmo"-‘ + (m — i)Po«-* + (m — 2)Qa“-’...]* ; 

e quindi, dopo d’avere rimpiazzato 2, col suo valore, si potrà mettere S 
sotto la forma d' un polinomio ordinato secondo le potenze di a , e allora 
per eliminar questa quantità basterà divider 2, per o" + Pa"“‘ + ec. 11 re- 
sto, che dev' essere indipendente da a, sarà il valore di 2 espresso per mezzo 
de’ coefficienti P , Q , R . . . 

541. Faremo l’applicazione del precedente all'equazione del terzo grado 
X’ + Px’ + Q* + R = 0. 

Per avere 2, , si divida il primo membro per x — a , e s' avrà 
*' + (a + P)* + (a* + Pa + Q) = 0. 

Or, quando l'equazione è del secondo grado *‘ + P* + Q = 0, come si è ve- 
duto, è 2 = P’ — 4Q. Laonde si avrà 2, rimpiazzando in questa formola P 
con a+P e Q con a’ + Pa-^Q , e si ha cosi : 

2, = (o + P)' _ 4(a'-H Pa + Q) 

= — 3a*— 2Pa + P*— 4Q ; 

quindi 

2 = (— 3a*— 2Pa + P’— 4Q) (3a’+ 2Pa + Q)*. 

Dopo ciò non rimane che elimioare a da questa formola per mezzo delf equa- 
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*ione a>+Pa*+Qa+R = 0', al quale elTetlo, si potrà fare uso della divisione 
come al n.° 557, o di ogn’ altro mezzo che si giudicherà conveniente, e si 
otterrà per risul lamento 

S = P«Q«_ 4P’R — 4Q»— 27R*+ 18PQR. 

Quando l’equazione, manca del secondo termine, P = 0, e si ha più sem> 
plicemente £ = — 4Q’ — 27R*. 

542. La funzione S, che abbiamo calcolato nel n.* 540, dà P ultimo ter- 
mine dell'equazione ai quadrali delle differenze delle radici dell'equazione X=0 
ma essa sola è sufficiente per far conoscere una quantità iT minore deila piu 
piccola delle differenze tra due qualunque radici reali. Cotesta quantità, 
com' è noto, regola l’ intervallo delle sostituzioni successive eh’ esìge il me- 
todo di Laghanub (474). Ecco intanto in qual modo si deduce «[ da £. 

Dinotiamo con o il modulo di S , e con u , u', w" . . . i moduli delle 
differenze delle radici. In virtù delle note proprietà de’ moduli (266) , de- 
vesi avere _ 

1^0 = uu'tt" 

È noto già il modo onde trovare un limite de’ moduli delle radici, il quale 
limite dinoteremo con»: ciascuno de’moduli u, u', u"... sarà minore di 2w. 
Poniamo per brevità m(m— l) = 2n, e il grado dell’equazione ai quadrali 
delle differenze sarà n, e il numero delle quantità u', u". . . sarà n — 1) 
laonde s’ avrà 

uu'u"... < (2u)"-’ -, 


e quindi Vv<, «(2 j>-', e però ' < “• supporre che u rap- 

(Ai)*-‘ 

presenti una qualunque delle differenze tra due qualunque radici reali del- 

r equazione , e , per conseguente , si potrà prendere J = ■ 

543. Quando 1’ equazione ha tolti i suoi coefficienti interi ( quello del 
primo termine essendo 1 ) , l’ osservazione in fine del n." 559 , c’ insegna 
che £ avrà pur essa un valore intero , e però il modulo di X sarà almeno 

eguale ad 4 , e si può prendere S — 

Pertanto, quando un’equazione x*-i-ec. =0 ha tutti i suoi coefficienti 
ìoteri e quello del primo termine è 1’ unità, si può immedìatamenle, mercè 
questi coefficienti, calcolare una quantità minore della più pìccola differenza 
delle radici reali , come fu , la prima volta , insegnalo dal signor CAOcat. 


Vio dette funzioni simmetriche netta trasformazione dette equazioni. 
Equazione ai quadrali delle differenze. 


544. Le funzioni simmclriche si presentano da se stesse nella trasforma- 
zione delle equazioni, ogni qualvolta le radici della trasformata debbono es- 
sere delle funzioni razionali di quelle dell’ equazione data. 

Sieno a, à, c,... le radici d’una data equazione, e, per fissar le idee, 
poniamo che non entrino che due delle sue radici nella composizione dì cia- 
scuna radice della trasformata, in guisa che F(o, b) rappresenti la funzione 
razionale che esprime la legge di questa composizicne. Immaginiamo che, 
dopo fatte le disposizioni a due a due delle radici a, b, c , . . . si pongano 
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in F(a, b') in luogo di a e 6 le due radici di ciascuna disposizione; è chiaro 
che , COSI facendo , si avranno tutte le radici della trasformata , espresse^ 
per conseguenza , da 

F(a, è), F(a, c)...F(6, a), F(A, c), ec. ; 
e la trasformata , scomposta in fattori sarà : 

[z — F(a, 6)] [z — F(a, c)]... = 0* 

Questo prodotto non variando, invertendo come si voglia le lettere a, 6, 
perchè ciò equivale a invertire T ordine de’ fattori , né segue che , fatta la 
moliiplicazioDe, i coefficienti delle varie potenze di z saranno delle funzioni 
simmelriclie e razionali di a, à, c...; e però avvalendosi de’ procedimenti 
dichiarati nel presente capitolo, si potranno esprimere questi coef^ienti mercé 
quelli della proposta. 

545. V ha però un altro metodo di porre in uso le funzioni simmetriche^ 
e che spesso è da preferirsi; esso è fondato sulla semplicissima osservazione 
che le relazioni [2] e [5] del n.” 535 , tra i coeffidenli d’ un’ equazione e 
le somme delle potenze simili delle radici, possono servire a fare scovrire 
i coefficienti dell equazione, quando fossero incogniti, purché si conoscano 
le predette somme, sino a quell' ordine di potenze, il quale pareggia il nu- 
mero de’ coefficienti incogniti , ossia è uguale al grado dell’ equazione. Per 
conseguenza, volendosi la trasformata si determina primamente a qual grado 
devesi essa elevare ; indi si cercano le somme delle potenze prime, secon- 
de, ec. delle sue radici sino a quelle potenze il cui grado è uguale a quella 
della trasformata; e in fine, mercè queste somme si calcolano i coefficienti 
di essa trasformata. È poi chiaro che queste differenti somme sono delle fun- 
zioni simmetriche delle radici della proposta, e perciò esprimibili per mezzo 
de’ coefficienti di quest'equazione. 

546. Per darne un’ esempio, riprenderemo anche qui l’ equazione ai qua- 
drali delle differenze, già trattata nel n.» 438 ; e, come vedremo, che le fun- 
zioni simmetriche ne danno la soluzione più semplice ed elegante di che la 
questione sia suscettiva. Cotesta questione può enunziarsì nei seguenti termini: 

Trovare r equazione le cui radici sieno i quadrati delle differenze di q[ueU4 
<r una data equazione 

[A] a:" + P*"-‘ -f Qx*-» + . . . = 0. 

Rappresentiamo con 

[B] a'+ p*"-'+ 1 - tz = 0 

la trasformata richiesta, a,b^c.,. sono le m radici di [A], quelle di B 
saranno (a — b)”, (a — c)', (a — dy...,(b — c)*, (6 — <!)’,.■• (c — d)*,.., ec.; 
e poiché il numero di questi quadrati è uguale a quello delle combinazioni 
di m quantità prese a due a due, ne segue che il grado dell’ equazione di- 
mandata sarà i m(m — 1). 

Inoltre , conosrendo le somme delle potenze simili e intere delle radici 
dell’ equazione [B], dalla prima potenza sino all’ nma, sarà facile comporre 
i coefficienti p , q , r , . . . . Dinotiamo dunque con , a, , ec. queste 
nuove somme, e cerchiamo il valore generale di a, , essendo « un numero 
qualunque , intero e positivo. 

Essendo (a — i)*, (o — c)», ec. le radici delle [B], le somme delle loro 
potenze «me sarà 

a, = (o — 6)’*+ (« — r)“-f (o — d)**...+ (6 — ec. 
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Per trovare questa somma , coosìdcriaiiio la funzioné 

= (x — (x — *)’*+ (x — c)**+ ec. , 

la quale comprende gli m binomi! x — a, x — 6, x — Cj ec.-, e facendo in 
essa successivamente x= a, b, c, . . i , e addizionando gli m risullamenti 
s’ avrà 

= ♦(<*) + ?(*) + + cc. 

Or , se si sviluppano le potenze componenti ^(x) , si trova 

x'“ — 2«ax’®-*+ ^**^^** ^ a** 

+ x*^ — 2«6x“-'+ ^^ b'x“-‘+...+b«^ 

+ ec. , !j 

ovvero, più semplicemente 

(p(x) = mx»» + 2aS.x**-'+ S^’*-»+...+S^ 5 

laonde , sostituendo successivamente a , b , c , . . . in luogo di x , e addi» 
zionando i risullamenti , s’ avrà 

2*a = — 2«S,S^_, + — ^ ^ . 

Vedesi facilmente che nel secondo membro i termini ad egual distanza da» 
gli estremi sono eguali ; per conseguenza , arrestandosi a quel di mezzo ^ 
« prendendo la metà di esso , s* avrà il valore generale di , cioè 

— 2aS,S,^_j+ ” . . . 

t2«f2«^lU2«-2)...(«+l) 

•••=^2“^ 1.2.5...« 

Poiché i segni sono alternativamente il + c il — ^ cosi non vi sarà giam- 
mai incertezza su quel da ritenersi l' ultimo. Ecco intanto quali operazioni 
sono da farsi : 

1*" Si calcoleranno le somme S,, S,, S, . . . sino ad S„, mercè le rela- 
zioni S, -I- P = 0 , Sa-f- PS, -1- 2Q = 0 , ec. 

2.* Nella formola esprimente si farà successivamente « = 1, 2,3.., 
sino ad n,- e cosi , per determinare le n somme a,, s, j s,. . . si avrà 
*, = mS, — S.S„«, = mS^ — lS,S,-f- óS^ i 

Si" Da ultimo le relazioni tra queste n somme e gli n coeflicienti p, g, r... 
daranno i valori di questi coefficienti , cioè : 

p= — s., ? = — i(*a-Pp»0» »■ = — i(*a+P*.+ 9*.)i ec. 

Da questi valori non si vede per nulla, se i fattori f, . . . spariramioi 
a calcoli finiti; ma l’osservazione fatta al n^® 539 prova che così debba es- 
Mre nel fallo; in guisa che.se l’equazione proposta non ha che coefficienti 
interi, V equazione ai quadrati delle differenze avrà pure tali i suoi coefficìenfì. 

_ 647. Una via del tutto analoga a quella seguita per trovare 1’ equazione 
ai quadrati delle differenze, può ancora tenersi in un gran numero di casi, 
Fourcy Algebra. 55 
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e segnalamenlc in quelli ne' quali le radici della tra&rormala esser devono 
delle potenze simili e intere della dilTerenza, della somma, del prodotto o del 
quoziente di due radici qualunque della data equazione. 

Poniamo esempio che cìasimna radice della trasformata esser debba la po- 
tenza l;ma della somma a-)-& di due radici della [A], Ponendo n=im(m— 1), 
la trasformata dovrà esser della forma 

[C] a"-J- qz<'-*+ 1- + u = 0 -, 

e , facendo 

*, = (a + 6)“+ (« + c)**+. . . +C* + c)‘»+ ec., 

si tratterà a trovare la formola generale che rappresenti Per la qual 
cosa , si prenderà la funzione 

»(a:) = (x -I- (x + fc)**-f-(x + c)**+ ec., 
il cui sviluppo è : 

jfc«S,x‘*-*-l- M*^ . - - U s.x**-»-p. . . -I- S*,. 

Or, se prima di sviluppare, si sostituisce successivamente a, i, c...per x 
in e(x) , la somma de’ risnltamenti è 2.«, + 2**8*,, ; quindi è facile scor- 
gere che facendo le stesse operazioni su lo sviluppo , s’ avrà 

2s„ -p A'«S,S*„_,-p . . . -f- \ 

e da qui si deduco finalmente la chiesta formola 

= (m - ec. 

Quando ka sarà un numero pari , si arresterà questa formola al terminé 
che contiene S con due indici eguali , e si prenderà soltanto la metà di 
questo termine-, ma quando kec sarà ciilTo, si arresterà al termine nel quale 
le due radici sono — 1) e -p 1), e si prenderà tutto intero co* 
testo termine 

Eliminazione per mezzo delle funzioni simmetriche^ 

Grado delF equazione finale. 

548. Le funzioni simmetriche forniscono eziandio un metodo di elimina- 
zione che ha il vantaggio di far conoscere il grado dell’ equazione finale. 
Siene le due equazioni 

[1] x"-p Px^-'-p Qx"-*-p Rx"-’-p . . . = 0 , 

[2] X' -p P'x»— '-pQ'a?^ + R'x"— *-p . . . = 0 , 

óve P, Q . . . , P', Q'. . . sono delle funzioni di y. Se si potesse risolvere 
la prima rispetto ad x, se ne dedurrebbero m valori a, 6, c, . . . funzioni 
di y , e sostituendoli nella seconda ne verrebbero , per determinare y , m 
equazioni , scevre di x , cioè : 

I iT-P P'af-'-p Q'«»-*-p , . . = 0 , 

6-+ P'6->-p Q'6— -p . . . = 0 , 
c=-p P'c»-’-p Q'c'-*-p . . . = 0 , 
ec. 
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Ma, in generale, la risoluzione della [4] è impossibile, e la quislione con- 
siste nel trovare un' equazione finulu ctie racchiuda iadislinlainentc tutti i 
valori di y. 

S’otterrà un'equazione che soddisfaccia a qnosla condizione, moltiplicando 
tra loro le m equazioni [5] -, perciocché la risultante sarà soddisfatta da 
ciascun valore di y dedotto da una qualunque di esse, nè può essere altri- 
nienti soddisfatta. Or, i fattori di questa risultante cambiano solamente po- 
sto , permutando tra loro le quantità a, 6, c, ec. -, quindi il prodotto non 
conterrà che funzioni simmetriche, intere e razionali di queste quantità^ le 
quali, per conseguenz:i, potranno essere espresse per mezzo de’ coefficienti 
della [t 1 , e in questo modo s’ avrà I’ equazione finale in y. Questo anda- 
meiito a eliminazione mena , in generale, a calcoli molto prolissi -, tuttavia 
esso fa trovare l'equazione finale con tutte le radici che essa deve compren- 
dere , e senza complicazione di radici estranee. 

549. Questo metodo ha il vantaggio di condurre a un teorema generale 
Tfsguardante il grado dell' equazione finale. Come qui innanzi è detto , la 
prima equazione è del grado m, la seconda del grado n, e P, Q,..., P', Q'... 
sono delle funzioni qualunque di y: però, per aver luogo il teorema indi- 
scorso , queste funzioni, come al n.” 419 , devono essere de’ polinomii tali 
che la somma degli esponenti di a; ed y sia , al più , eguale ad m in cia- 
scun termine della [3]. Cosi essendo, dobbiamo andar cercando a qual grado 
si possa elevare y nelle funzioni simmetriche che compongono il prodotto 
delle equazioni [3]. A tale effetto si comincerà dall’ osservare che ciascun 
termine di questo prodotto è esso stesso il prodotto di m termini presi ri- 
spettivamente in queste m equazioni, talmente che dinotando questi termini 
con Ya*, Y'6P, Y"c'’, ..., il termine del prodotto sarà YY'Y"...x ... 
Ma il prodotto delle m equazioni [Spessendo simmetrico rispetto alle quan- 
tità a, h, c, ... devonsi in essa trovare tutti i termini della stess;i forma, 
e che si formano con queste quantità-, laonde esso, prodotto deve racchiu- 
dere tutti i termini espressi da 

[4j YY'Y"... X 

La qiiistione è dunque ridotta a determinare il grado al quale si eleva y 
ìu questa espressione. Or, secondo l' ipotesi, il grado di y è, al più eguale 
ad n — a in Y ad n — /8 in Y', a n — y in Y", ec., dunque questo grado 
nel prodotto YY'Y". . . sarà , al più , tnn — « — 13 — y • . • Oltre a ciòi, 
stando alle relazioni (o33) donde si deducono le somme S, , , S, , ih;., 

si scorge che essendo P, al più, di primo grado rispetto ad j/ , Q del se- 
condo , 11 del terzo , ec. , il grado di y in queste somme non può snrpas - 
s.-ire l’ìndice dì S ; e parimente, stando (331) alle furmolc die esprimono 
le funzioni multiple , si riconosce ancora clic in S(a^fi^c^...) il grado di y 
non deve sorpassiirc « -f- (8 -}- y . • . • Infonde il grado di u nell’ espressio- 
ne [4] , sarà , al più , eguale ad mn. Lo stesso può dirsi di tutte le fun- 
zioni simmetriche, la cui somma compone il pi-odotto delle m equazioni [5]; 
quindi, finalmente, l' equazione finale non può essere di grado superiore ad uni. 

Ei pare che la dimostrazione rìcliicgga che la [1] abbia a contenere il 
tonnine x" -, ma si può , in generale , supporre da principio che x" abbia 
un coefflclente A, indipendenle da y, e che si sia divisa tutta I’ equozìone 
per A. Allora l' equnziuae finale in y dovendo sussìstere, qualunque sia A, 
si potrà fare in essa A = 0, il che, come è chiaro, non vale ad accrescere 
il grado dì questa equazione. Per altro , conviene intendere il teorema in 
questo senso cioè , che 1’ cUminuzioue tra due equaziooì generali , P una 
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del gn<do m, l’altra del grado n, deve dare, un’equazione finale del gra- 
do mn ma , ne’ casi particolari , questo grado può essere ancora minore 
di tnn. 

Le due equazioni x — #•« = 0, x" -|- o»* 6y -f c = 0, comunque sem- 
plicissime, daranno veramente un’equazione finale del grado mn impercioo 
ohè , sostiluendo nella seconda il valore di r desunto dalla prima, si ha: 
q. ay* -f- 6y + c =■ 0. 

Per contro eliminando x tra le due equazioni — «'* = 0, 

-p c = 0 , si avrà un equazione finale y* -p oy" -p 6y -f- c = 0 di grado 
inferiore ad mn. 

550. Estendendo il teorema ad un qu.dnnque numero di equazioni, si avrà 
il teorema generalo di Bezoot , accennalo nel n.“ 455 , cioè : che se, tra 
un numero di equazioni con altreltanle incognite , *i eliminano tutte meste 
incognite , ad eccezione di una soltanto , il grado dell' equazione finale do- 
vrà essere, lutto al più. eguale al prodotto de' gradi di queste equazioni. 

Prima di IIe/oot, questo teorema era noto solo per due equazioni -, e Cra- 
MER, in un' ap|>cndiei‘ alla sua Introduzione all' analisi delle linee curve, ne 
aveva data una semplicissima dimostrazione , che , nella soslanza, non dif- 
ferisce da quella da noi esposta. Reslava tuttavia il desiderio che la dimo- 
strazione fosse estesa a tutti gli altri casi, cd esso fu appagato da Poisson 
in una memoria impressa nell’ undecimo fascicolo del Giornale della scuo- 
la politecnica. 

CAPO XXII, 

RiSOLUZIONB DELLE EQUAZIONI GENERALI DEL TERZO E DEL QUARTO GRADO. 

Risoluzione delF equazione di terzo grado. 

551. Supposto che si sia fatto sparire il secondo termino dell’ equazione 
di terzo grado, e per evitare le frazioni , scriveremo quest’equazione sot- 
to la forma 

[1] X' + 5/)x -t- = 0. 

Tra i diversi modi di risolverla , il più semplice è quello di formare un 
equazione del terzo grado , priva del secondo termine , la quale ammetta 
una radice conosciuta, ma espressa con indeterminate, e servirsi quindi di 
queste indeterminate per rendere quest’ equazione, da noi formala, identica 
con la data [t]. Or per istabilire cotesla iilontità è mestieri porre due ugua- 
glianze, e però s’introdurranno due indeterminate. 

Facciasi adunque x=a + b , ed elevando a cubo sarà 

x’ = o’ -P 6’ -t- 5aft(o -P é) , 

ovvero rimpiazzando a+b con x si otterrà l’equazione 

[2] X' — óabx — o’ — 6> = 0 , 

la quale ammette per radice a -p 6, e che deve identificarsi con la [4]-, per 
la qual cosa si richiede che sia 

[ó] ab = — p, a’ + b'— — iq. 

I.a pj-ima di queste uguaglianze dà a’6’ = — p’; e quindi conosceudo la 
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somma — ì.q e il prodotto — p’ delle quantità a% b\ s'avranno i valori di 
queste quantità dalle radici dell'equazione di secondo grado 

*• + 25*— p*=0, 

la quale si chiama la ridotta della [1] 

Qualunque delle due radici di quest equazione può rappresentare il valore 
di o’, perchè ciò vale lo stesso che cambia re g in 6 e 6 in a nel valore 
x = a + b. Pertanto, prendendo <»’=;= — q+V^+p’, b’ = — q — Vq’’ + p'^ 
e quindi 

1. ^ t.l ■ M— * 

0= V — V — j — 

Ciascun radicale quadrato in queste formole non ha ohe un sol valore, ma 
il cubico ne ha tre; e se si potesse soddisfare alle equazioni [5] senza fare 
alcuna scelta tra questi valori, si potrebbe pure, con gli stessi valori ren- 
dere la [t] identica alla [2] e poiché a + 6 è radice della seconda , si 
dovrebbe soddisfare alla seconda prendendo 



Ma un* osservazione , che da se stessa si presenta, è che ogni radicale cu- 
bico avendo tre valori, l' espressione precedente ne ammette nove , mentre 
la [I] non deve averne che soli [3], e però non ci permette di prenderò 
comunque i detti valori dei radicali ; bisogna adunque cercare donde questa 
multiplicità di valori derivi, e indagare tra essi quali sien quelli che sono 
veramente radici della [!]. Per la qual cosa osserveremo che non sono le [5] 
quelle che sono state risolute per averne a e b , sebbene le equazioni 

[3] a’6* = — r p’, o’ + 6’ := — iq. 

Or , se si dinotano con « e a* le due radici cubiche immaginarie dell’uni- 
tà, le quali com’è noto (551] son l’una il quadralo dell'altra, è chiaro che 
l’equazione o’6’= — p’ può egualmente derivare dalla elevazione a cubo 
di ciascuna delle seguenti : 

ab = — p , ab = — «p , abz= — <n^p\ 

donde segue che I nove valori racchiusi nella formola [4] devono dare lo 
radici delle tre equazioni 

[6] <c’ + 3px+2j=?0, ’aj*+3«fpa;+2^ = 0, a:*+3«’pap+2^= 0. 

Questi nove valori si possono eziandio condisiderare come le radici della 
equazione di nono grado, che s’otterrebbe moltiplicando tra loro le tre equa- 
zioni precedenti ; ma sarà piu semplice ( e ciò vale la stessa cosa ) elevare 

(139) QoMti formoli porti il nomi di Cardanica di Cardano. Roometrii itiliino 
del decimosesto secolo , che li esibì il primo. Vuoisi però di taluni Starici che li 
risolozione dell’ equazione di terzo grado fosse originariamente dovuta ad altro dotto 
Reometro pur rsao italiano, il Tartaglia, il quale comunicò la sua soluzione al 
Cardano . che , ingioslamenle , se ne appropriò l’onore. Per altro dagli stessi sta- 
rici s’aggiunge che la soluzione comunicati i Cardano valevi pei soli casi in coi i 
coefficienti p e 7 fossero entrambi, o pure un solo , negativi, e che cosini la estese 
• qtialuoqae caso , ficendoue notire il caso itnducibiU ( ved u.” HS'Z , 3° ). 
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a cubo una qualunque di queste tre equazioni , dopo aver trasportato nel 
secondo membro il termine contenente p , con che s’ avrà subito 

(x’+ 29 )" = — 27p*x’. 

Dal precedente si deduce il mezzo onde distinguere le radici che si rife- 
riscono specialmente a ciascuna delle tre equazioni [6] ; imperciocché , se* 
condo che il coefliciente di x sarà 5p, 5ap, o è chiaro che i valori 

di a e b che si dovranno addizionare saranno rispettivamente quelli che sod- 
disfanno alla condizione o6 = — p, o ob = — «p, o ab = — a’p. Con que- 
sta regola sarà facile formare le radici della proposta x^+'5px + Zq = 0 , 
che è la sola della quale abbiamo ad occuparci. In efletli, dinotiamo con A. 
uno de' valori del primo radicale cubico, o con B uno di quelli del secondo^ 
i valori di a e b saranno 

a=A, «A, a*A ^ b = B, aB, a'B. 

Poniamo inoltre , com' è lecito , che A e B rappresentino de’ valori il cui 
prodotto sia — p c poiché , secondo il qui innanzi detto, si dovranno ad- 
dizionare solo quei valori di a e b che verificano la condizione ab = —p, 
e ricordandosi che «*= 1, ne vien per conseguenza che bisognerà prendere 

x = A-|-B, x = aA-f-a*B, x= «'A-f-aB ; 

Rimpiazzando quindi e B con i radicali cubici della [4], e tenendo pre« 
sente che (52'J) 

_ i + i/ITs _ t __ i/ZTS 

« = 2 ’ * = 2 ’ 

si avrà finalmente 


X ~ 


- 1 + l/^ , 


x= 5 + 1/ q'+p^ + ^—q — [/q-+p\ 


'2 V-q+V q'+p' + 

_ { _ , 

Vf— g+ r'?*+P* + 


-t-l 


3 / 


2 —q—V q'+p'y 

5 

a \ — 0 — Vq'- 


q'+P’' 


Tali sono appunto le radici dell’equazione proposta ; e convien por mente 
a dare ai radicali cubici lo stesso significato restrittivo che hanno A e B, 
senza di che si potrebbero trovare delle radici false. 

552. Per la discussione di coleste radici sarà più commodo rimettervi 
A e B in luogo dc’radicali cubici, e staccare la parte reale dell’ immagi- 
naria, scrivendo per questo 


« = 
X = 


x = A + B, 
A+B A— B 
2 2 

AjL? 

2 2 


v=rr. 


DIppiìi supporremo, com’ é solilo, che i coefficienti 3p e 2p rappresentino 
delle quantità reali. Cosi essendo , la [t] ha sempre una radice reale |x»i- 
cliè è di grado impuri, ed è lecito supporre die A e B sieno i valori di a 
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t b che danno questa radice, in guisa che A + B sarà una quantità reale« 
Posto ciò riprendendo i due radicali 

a= ^ — q + ^q'+P\ 6 = ^—q — Vq^+p% 


faremo le seguenti supposizioni: t", se + p’ > 0 , ciascuno di essi ha un 
valore reale , e però si può supporre essere A e B reali , e quindi anche 
reali saranno A + B e A — B ■, laonde la prima radice, in questo caso sarà 
reale c le altre due saranno immaginarie. 

2% se 5 *+p’= 0 , sarà A=B, e le tre radici saranno j:=2A, a:=-- A, 
x = — A, cioè tutte e tre reali, e due di esse saranno eguali tra loro e 
ciascuna metà della terza , in valore assoluto. 

5." Da ultimo , se 5 ’ + p* < 0 , il che richiede che sia p < 0 , allora a 
e b non hanno più determinazione reale, e per conseguenza i tre valori di x 
si trovano complicati in immaginarii. Intanto è già noto che una di esse 
dev’ essere reale, e dippiù è palese che i casi in cui le tre radici della [t^ 
sono reali e disuguali non si possono trovare se non nell’ipotesi attuale di 
9* + P’ < A torto adunque si affermerebbe essere immaginarii i valori 
di X’, e poiché si può sempre supporre essere A e B delle determinazioni 
tali che A-|-B rappresenti la radice reale, la cui esistenza non è da porsi 
in dubbio, cosi tutto si riduce a far vedere che la parte • (A — WjV — 5, 
che si trova nelle altre due radici esser deve reale. 

Or , per le sole regole di calcolo , si ha 


e quindi 


(A — B) (A«+ AB + B’) = A’— B% 
A«— B» A>— B» 


A — B = 


A*+ AB + B« (A+B)*— AB* 

Inoltre, a motivo de’ valori di o’e 6’, si ha A*— B*= 2 +p’ , e, dal 
modo stesso onde A e B sono stati scelti , si ha AB = — p , quindi , fa< 

cendo A+B = x', ne viene A — B = e 


A— B 


l/=5 = 


* ‘+P 
x'*+ p 


Or per ipotesi, 9 ^ + p*<0, quindi questa precedente espressione è reale, 
e con ciò ancora i tre valori di x sono reali. 

Resta con ciò dimostrato che, nell’ipotesi di q* + p’< 0, gli immaginarii 
che si trovano' ne’ tre valori di x debbonsi distruggere *, e però ei pare che 
il calcolo debba offerire i mezzi come farli, col fatto , scomparire, intanto 
non è cosi, e, a meno che non si voglia ricorrere a serie iniinìte, cioè che 
pon han termine, non può l’algebra mandare ad effetto questa riduzione j 
per la quale ragione si è dato il nome di caso irreducibile a quello in que- 
stione. Ogni qual volta l’ equazione si troverà in questo caso, le formole ge- 
nerali delle radici non saranno d’ alcuna utilità pratica, per calcolare i va- 
lori numerici di queste radici, e allora si potrà ricorrere ai metodi del ca- 
pitolo XVIII. Nella Trigonometria ancora si troverà una soluzione sempli- 
cissima dell’ equazione di terzo grado, non solo pel caso irreducibile, ma 
per tutti gli altri casi ancora. 

S53. b’ altronde, conoscendo una radice reale x', è agevole conoscere ezian- 
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dio le rimanchli due: ciò sì vede primamenle dal valore di A , su{>e* 
riorniente trovato, mercè il quale si ad evidenza 

^ x-yu; gT x'>+p ’ 2 a''+p 

E si vede ancora dividendo 1’ equazione per x — x' \ in effeUi , per riu- 
scirvi più commodamente, si osservi che devesi avere a:'’-l-5/)x'-l-2jr = 0, 
c per conseguenza la [IJ può scriversi ancora cosi : 

X**— x'*+ 3(p* — x') = 0 ^ 
laonde, dividendo per x — x', ne consegue 

x*+ x'x + 5p = 0 , 

donde si trae 

X ^sz — ^ x' -±,V — p) 

Or per ridurre queste radici alla stessa forma di quelle sopra scritte, si 
osservi in primo luogo che 

_ 1/ _ 5(-c x'*+ p) (x'»+ p)« 

*'*+P 

V — 5(^ j'*-f yp’x'*-t-p» ) 

“ x'*-l- p 

Inoltre , l’ identità x'’-f- 3px'-f = 0 , dà 


V— 3(i X'‘+ p) : 


e però 


= (I x'>+ i pr'y = i x'*+ i px'*-J- { p'x< 


Hisoluxione dell’ equaiione di quarto grado ( 140 ). 

Sr>4. Fatto sparire il secondo termine, l’ equazione del quarto grado pud 
sempre ridursi alla forma 

[1] x‘-(- px'-|- jx -I- r = 0 

Facciasi x=a-l-6 + c, ed elevando a quadrato si avrà 
= a'+ Ò’-H a*+ 2(oò -1- oc -I- 6c) , 

ovvero 

X* — (a*-l- 6*-|- c*) = 2(o6 -4- oc -I- òc), 
ed elevando nuovamente a quadrato , ne viene 

X*— 2(a*-f 6*-i- c')* = 4(o*6*-H oV-K 6^*)-|-8oòc(a-f-6-j-c), 

ovvero rimpiazzando a+h+c con x , e trasponendo , s’ ottiene 
x‘— 2(a*-j- b*-|- c*)x*— Sabex 4- (o'-|- b*+ e*)*— 4(a'6*-foV+à*c*) = 0. 
Quest’ equazione , priva del secondo termine, ammette, per supposizione 


( 140 ) L* rUolnxioDe di qoctt' equazione è dovala a I.oigi Firrabi, discepolo di 
Cardano. 
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la ndicc a;=a-fb •(- c, e per identificarla con la [I] sarà d'uopo stabi- 
lire le relazioni 

— 2(o»+ 6*+ c*) = p, 

— 8abc = g t 

(a’+ ò’+ e*) — 4(o'6*+a*c’+ = r, 

merc^ le quali si determineranno le a, 6, r. Or queste relazioni ci mostrano 
che prendendo per incognite a*, 6*, c% queste tre quantità sono le radici 
d’ un' equazione del terzo grado i cui coeOìcienti sono 



quest'equazione si chiama la ridalla della [1] e da essa dipende la risolu- 
zione della proposta. 

Per mostrarlo, poniamo che sieno s', a", x‘" le tre radici della [3] e sarà 

a=a^|/i', c = ±Vx‘". 

Volendo combinare questi tre valori in tutti i modi posibili , se ne avreb- 
bero otto per quello di x = a + 6 + c *, ma poiché l' ultimo termine della 
ridotta [2J è stato formato elevando a quadrato la relazione abc — — ^ y, 
cosi ne segue che questi otto valori racchiudono non solo le radici della pro- 
posta, ma ancora quelle dell’ equazione che differisce dalla proposta nel se- 
gno di q. Nel tempo stesso si vede che per avere ,le radici della sola pro- 
posta, conviene addizionare que' valori di a, b, c, i quali verificano la re- 
lazione abc = — T ^ prodotto è per conseguenza di segno contrario 

a quel di q. In ciascun caso particolare, sarà facile determinare tre valori 
A, B, C, pe’ radicali soprascritti, che soddisfacciano una tale condizione, e 
quindi, con qnesti valori, si formeranno le quattro radici della proposta, cioè 

X — + A + B + C, X + A — B — C, 

X = — A + B — C, X = ““ A — B C. 

D'ordinario in luogo di A, B, C, si ritengono ì radicali -\-V x\+V a", — V a'", 
e i valori di x si scrivono cosi : 

x= + l^a^ + l^a" — l/"a"', x— -t- l^a' — V x" +V a'", 
x = — V~x’ + + V a'", x = — V a'— V x " — K a'", 

ma in tal caso è da sottintendersi che applicando coleste formole ai casi 
particolari, si prendano perKz', l'^a", V x"\ tre determinazioni, il cui 
prodotto sia dello stesso segno di q. Questa osservazione è importante ^ Q 
il non tenerne conto , potrebbe dar luogo a radici false. 

Fourcy Algebra, 64 
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S55. Poirhò le radici della proposta dipendono da ({uelle della ridotta, cosi 
la natura 'di queste farà pure conoscere la natura di quelle. Or, avendo la 
ridotta il suo ultimo termine negativo, ammette sempre una radice positiva, 
e il prodotto di due altre radici dev' esser positivo; laonde, se queste ul- 
time non sono immaginarie, saranno entrambe delio stesso segno. Lasciando 
da parte il caso in cui fosse 9 = 0 , perché allora la proposta si risolve co- 
me un' equazione trinomia ; si hanno ad eseminare soltanto tre casi , che 
sono i seguenti 

I*. Quando le Ire radici della ridotta sono positive. In questo caso I quattro 
valori di xsono evidentemente reali; e considerando i radicalil/ x', 1 / x'" 

corno rappresentanti determinazioni positive, il loro prodotto sarà positivo; 
e però le formole preiedeuli sono specialmente appplicabili all* ipotesi di 9 > 0 . 
Che se per contro ? < 0 , bisognerà cambiare il segno di uno dei radicali. 

2 ‘. ^uundo la ridotta ha una radice positiva z' e due altre negative z", z'". 
In qoeslo_secondo caso il radicale VHi sarà reale , mentre gli altri due 
V x", V^'" saranno immaginarli , per conseguenza i quattro valori di x sa- 
ran pur essi immaginarii , a meno che non s* abbia s" = s"‘. Quando ciò 
avvenga, una delle due quantità!/ i"-i- l/s'", Kx" — V x"' s'annulla, e 
supponendo che sia la seconda , i valori di x saran più semplicemente 

x = V x', x = |/x', x = — 1 / x'+ì 1 / x", X — — |/x^— 2 

1 due primi di questi valori saran reali, e immaginarii gli altri due. Dip- 
più, siccome^nelln riduzione si è supposto essere !/x^= 1 /x'", devesi a- 
vere V z'V^ z" V x”V x‘\ in guisa clm questo prodotto non può ave- 

re il segno di o , se non scegliendo per V x' un segno contrario a q. 

S". Quando la ridotta ha una radice positiva z', e due radici immagina- 
rie z", z'". In questo terzo caso , essendo nota la radice positiva x', si 
potrà dividere la ridotta pera — x', e s'avrà un'equazione del secondo grado, 
che darà , per x" e z'" de' valori immaginarii della forma 

x" = f+gVZT\^ :"> = f-g\^Zn. 
e quindi due de’ valori di x conterranno la somma 

e due altre la dilTerenzu di questi due radicali. 

Or , in virtù delle formole del n.° 265 si ha 

+ ^f-gV~= 

= V 2 /-- 2 |/^^; 

e , come è stato avvertito nel numero citato, bisogna combinare le deter- 
Biloazioni de’ due radicali 

talmente che il loro prodotto abbia Io stesso segno di l//** + g*. Ponendo 
dunque che quest’ ultimo radicale ai prenda positivamente , si dovrà sce- 


Digitized by Google 



LBZtotn o Ai^rait«. it7 

gliere per una delermioazione dello «tcs^u segno di q. Con quest'at- 
tenzione , i quattro valori di x potranno scriversi così ; 

« = — V^±.'^ ’2f+'ìVf+g\ 

X + \^ s'^\/ ìf—'ìV f'+g'-, 

e saranno due reali e gli altri due immaginarìi. 

Sullt tsprettioni irraxionali analoghe a quelle che ex trovano nella rieolnttom 
delle eqxtazioni del terzo grado. 


856. Una di tali espressioni è la seguente V^Arhl/B, in cui avviena 
spesso che A e B sieno numeri razionali , e allora sì può cercare di ri- 
durre questo radicale a più semplice espressione , nella quale non si trovi 
piu un radicale sottoposto all’ altro. Cotesta questione è stata ciò risoluta 
pe’ radicali quadrati (196), e ora si tratta di estenderla a' gradi superiori. 

Cominciando pertanto dal radicale cubico v^A-fl/B^ci faremo primj^pra- 
mente ad osservare , che non può esso supporsi della forma Y a-{- V 6, es- 
sendo che _ 

(Y a-J- YT)’— aY o-f 3a 6-f35 Y o-l-6l^6 
= (a-J-36) 1/^a -1- (3<i -f- 6) |/ò, 

e questo risuUamento contiene entrambi i radicali Ko e K 6. Però lo stessa 
calcolo precedente ci fa vedere che s’ avrebbe un risultamento della forma 

A-j-l/B, se si elevasse a cubo a+Y b,o{a + Yb^ /«•, e però attenen- 
dosi a quest’ ultima formula , come quella che é piu generale , porremo 

[1] ^\ + Yh={a + Yìy\/7:, 

ed elevando a cubo, si avrò da prima 

A -f |/ B = c(a’-f- 3fl6)-|-c(3a*-i-6)l^; 
indi eguagliando le parti razionali tra loro, e le irrazionali tra loro, si ha 

[2] A=c(a*-l-5a6), [3] 1 /b = <3a*-f 6)1/6: 

Cosi la quistione è ridotta a trovare per a , 6 , e de’ valori razionali che 
soddisfacessero a queste due equazioni. Per la qual cosa, si elevino esse a 
quadrato , e quindi si sottraggano i risultamenti , e s' avrà 

A*— B = e’(a»— Za*b'+ 'óa^b*— 6') = 6)*, 

donde si trae 


c 

E poiché a e 6 devono essere razionali , bisognerà prendere c In modo da 
essere (A* — B)c un cubo sia intero sia l't .azionario , e ciò è sempre possi- 
bile. Chiamando allora M il secondo membro della precedente equazione , 
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s’avrù a* — & = M, donde si trae 6 = a* — M^e sostituendo questo valore 
in [2] s' otterrà l’ equazione 

[4] 4ca’— SMcfl — A = 0, 

la quale deve dare per a almeno un valore commensurabile, senza di ebe 
la trasformazione [t] sarà impossibile. 

Se invece di ^ A+ V B, s’avesse a ridurre ^ K — [^B , basterà , ne’ cal- 
coli precedenti , cangiar da per tutto il segno di Vb. 

i t 

Abbiasi , per esempio , 1’ espressione y l4-t V 20Ò, e sarà, in questo ca- 
so, A = i 4 -, B = 200 5 A' — B = — 4; (.V — B)c = — 4c •, e però si avrà il 
cubo — 8 , facendo c = 2 •, e per conseguenza M = — t, 6 = o*-l-l , e 
r equazione [4] diviene 

8a’ -I- 6a — 14 = 0 , 

ed è verifteata dal valore commensurabile a = 1 , che dà 6 = 2 ; ma già 
si ha c = 2 , dunque finalmente 

14+1/205 = (1 ±VZ) ’yfT. 

Ancora abbiasi l’ espressione V — ll:4;2l/ — 1. Facendo passare sotto 
il radicale quadrato , e paragonando con la formola generale , si troverà 
A = — 11, B = — 4, e quindi A* — B = 125 -, e poiché questo numero 
è il cubo di 5, cosi basta fare c = 1, con che si avrà M = 5, b=a ’ — 5, e 
la [4] diviene 

4«'— 15a-l-U = 0, 

che è verificata dal valore razionale a = 1 ^ e però 6 = — 4 e 

= » _ 

l/— 11 + 2 l/ — 1 = (l ± l/^)l/l. 


557. Consideriamo ora 1' espressione più generale V' A+K B. Ponendo 


[3] 


" ^ _ 

V k±y^ = {a±\/^b) l/c 


la questione si ridurrà ancor qui a determinare de' valori razionali per a, 
ò, c, qualora sia possibile. Per il che, si elevi alia potenza nma , e si e- 
guaglino separatamente le parti razionali tra loro e le irrazionali tra loro, 
e s’ avrà 


[6] A = c[o»+ «"-'6 1- ec.], 


[•?] 


V B = c[na»-*-J- 5 — ~ ^ 


Qui pure si potrebbe, come nel caso del radicale cubico si è fatto , elevare 
queste due eguaglianze al quadrato e sottrarre i risultaraenti -, ma più fa- 
cilmente si riduce osservando che per la stessa [5J dev’essere 

A - 1 - 1/ B = f(o + l/6>, — l/F=c(a — 1/*> 
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e per conseguenza 

A* — B = c’(a+ K6)’(a — V b )’■ = c'’(a' — 

donde si trae 


o* — 6 = 


l/( 


A*— l>)r-“ 


e con ciò vediamo che bisogna scegliere c io modo che il secondo membro 
di quest’equazione sia razionale; allora diiamando M questo secondo mem- 
bro , s’ avrà o* — 6 = M , da cui b — a' — M , e ponendo questo valore 
di 6 in [6], l’equazione risultante dovrà ammettere per a una radice com- 
mensurabile , tutte le date che la trasformazione [5] sarà possibile. 

558. Ciò che rende il caso irreducibile dell’ equazione di terzo grado, cosi 
degno di esser notato si è, che comunque si sappia con certezza essere tutte 
e tre reali le radici dell’ equazione , egli è intanto impossibile di fare spa- 
rire gl’ immaginarli senza fare uso di serie. Nè poi questa difTicoltà è esclu- 
siva pel terzo grado , ma essa si trova pure nella turmola generale 

1/a+BI/ — 1 + I/a — 

sulla quale ci fermeremo per un momento. 

Volendo considerare quest' espressione in tutta la sua generalità , si do- 
vrebbero combinare le n determinazioni della prima parte con le n della 
seconda , in guisa che s’ avrebbero in tutti n* valori per l’ incognila ; ma 
di rado si considera detta espressione in un senso coù esteso, e qui audre- 
mo a precisare quello che ordinariamente le si affigge. 

Poiché ciascuno dei due radicali che ba l’ indice n rappresenta le radici 
d’ un’ equazione binoroia del g rado nmo, le loro determinazioni sono eguali 
a quantità della forma f+g^ — i. Oltre a ciò è manifesto che a ciascuna 
determinazione del primo radicale, ne corrisponde una del secondo, la quale 
da quella differisce solo pel segno di V — t. Or si suppone che questi va- 
lori corrispondenti sien quelli che si hanno a addizionare nella formolu [8] 
e con questa restrizione i valori dell’ incognita son tutti reali e soltanto n. 
Il prodotto di questi due radicali , presi in questo modo in una coppia , è 
positivo. Or , si ha , in generale , per prodotto di due radicali 

* • fi 

1/a+b1/=Ti X V A— BK— 1 = V A“-t- B», 

e il radicale che rappresenta questo prodotto non può avere che un sol va- 
lore reale e positivo ; dunque , se lo sì rappresenta con K", si potranno 
caratterizzare eziandio i due valori coniugati, che debbono essere addizionati 
nella formola [8] , con la condizione che il loro prodotto sia eguale a K*. 

Quella formola [8] può essere riguardala come l’ espressione generale delle 
radici d' un' equazione , il cui grado é dinotalo dal numero de’ valpri dei 
quali è suscettiva detta espressione ; laonde , secondo che sarà essa presa 
in un senso generale, o nel senso ristretto di cui si è discorso, il grado del- 
r equazione deve essere n’ o n. 

559. Quest’ ultima osservazione ci fa spiegare il modo onde un' equazione 
si forma, quando si conosca I' espressione della sua radice ; cioè , che una 
data espressione essendo suscettiva di prendere differenti valori , in virtù 
del signiBcato multiplo de’ radicali che essa contiene , convien trovare una 
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equazione sgombra d! radicali, e che abbia questi valori per radici. Come 
per esempio , prenderemo la stessa espressione [8] , e per brevità faremo 

A+BK^=fl, A— Bl/in = 5-, 
cosi b quistione sarà ridotta a eliminare y e x fra le tre equazioni 
y + * = x, y = o, *" = 6, 

Or qui r eliminazione può esser diretta in un modo semplicissimo, analogo 
a quello messo in opera per le equazioni reciproche. Abbiamo, in fatto, per 
le regole della moltiplicazione 

(y- 4 -z«) (y+s) = A-+'+ y*(y— '+*—«) ; 

ma »-}.» = * e yx = V ab ^ laonde, facendo Kaò = c , verrà 
V"+‘+i"+* = ar(v'"+*") — 

Mercé questa formola si esprimeranno successivamente , in funzione di a; a 
di c, tutte le quantità y*+;* ec. Quando si giungerà ad y"+**, si 

rimpiazzerà questo binomio con a+b, e allora s'avrà l'equazione cercata, 
la quale sarà del grado n, rispetto ad x. Questa equazione conterrà c\ e 

poiché c= /Ó6 = V A*-l-B', cosi c é, in generale , suscettibile di »i va- 
lori differenti. Ponendo nell'equazione ciascuno di questi valori si avranno fs 
equazioni , e per conseguenz.v n x « , ovvero ti’ valori di x , come in ef- 
fetti dev' essere , dopo il detto alla Pine del numero precedente. Se si vo- 
lesse avere un'equazione unica, la quale ammette.sse tutti questi valori per 
radici, rimarrebbe ad eliminare e tra l’equazione di grado n rispetto ad 
e 1* equazione c" = ab. Ma se nella [8] non si vogliano accoppiare che i 
soli valori de' radicali , il cui prodotto è reale , allora si dovrà esclusiva- 
mente scegliere questo valore reale per c, e non s' avrà che una sola equa- 
zione di grado n , per determinare tutti i valori di x. 

CAPO XXIII. 

Nozioni generali sulle serie. 

Definizioni. •— Regola su la convergenza. 

560. Chiamasi serie infinite , o semplicemente serie un’ espressione com- 
posta d' un illimitato numero di termini. La serie è regolare , quando , a 
partire da un certo termine, tutti i seguenti possono essere formati secondo 
una stessa legge. S’ addimanda termine generale della serie , quello il cui 
posto dipende da una indeterminata, e che diviene tal termine a tal altro della 
serie, secondo il valore particolare che a quest' indeterminata s’attribuisco. 

Le serie d* ordinario vengono adoperate per rappresentare delle quantità 
il cui valore é, per approssimazione , mercè di esse serie conosciuto ^ que- 
st' approssimazione si ha prendendo un cerio numero di termini della serie 
a partire dal primo. Allora , il complesso dei termini disprezzati , e che 
si chiama resto della serie , esprime l ’ errore dell’ approssimazione ; e per 
che la serie raggiunga lo scopo preiissosi, è d’uopo che prendendo un nu- 
mero di termini abbastanza considerevole , l’ indicato errore possa rendersi 
piccolo per quanto si viglia. Le serie che a questa condizione soddisfanno 
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son dette convergenti . Per opposizione , le altre s’ addimandano divergenti. 

Dalla stessa definizione ne conseguita che se una serie è convergente, vi 
esiste un limite al quale ci potremo sempreppiù , e per quanto si voglia , 
avvicitiare, prendendo un considerevolissimo numero di termini, senza po- 
terlo però raggiungere se non supponendo questo numero eguale airinfinilo» 
Questo limile è il valor completo ovvero la somma della serie. 

Abbiasi , per esempio , la serie 

[1] a+a,r+aa:*+ ec., 


nella quale, per meglio fissar le idee, supporremo essere x positivo. Pren- 
deodo la somma S. degli n primi termini , si avrà 


S« = a(l + X + x*+ ... + X*-*) 


g(l — X") a 
l —X i — X 


ex* 

1 — x' 


Siax<l‘, e, secondo quest’ipotesi, quanto maggiore è titanio più pic- 


cola è la quanlità 


;, e sì può come già si sa ( 3 t 6 ) prendere n cosi 


t — X 

grande perchè detta quantità diventi piccola per quanto si voglia. Laonde, 
prendendo un numero di termini di più in più grande, la somma S. s’ac- 

costa sempreppiù ad 7-^ — , in modo da differirne tanto poco per quanto si 

voglia-, e però la serie [t] è convergente ed ha per somma il limite ■. 

Ma se, per contro x>l , allora dalla stessa serie si scorge, che i ter- 
mini possono crescere al di là di qualunque limitele quindi le somme che 
si formerebbero prendendo, successivamente, due termini, tre termini, ec. 
posson crescere essi ancora al di là di qualunque limite, e la serie è per 
ciò solo divergente. 

561 . Non bisogna credere che una serie sia convergente , sempre che i 
suoi termini van convergendo verso zero ) cosi si errerebbe dicendo esser 
convergente la serie : 

[*] ' ■ ' • ' ’ - ' 


E per fermo , sì osservi primamente che se, a partire da un qualunque 
termine — , s’addizionano tutti gli altri n termini che seguono, s’ avrà una 
somma > ^ -, imperciocché questa somma è 

11 1 1 
n + 1 n 4- 2 ■*'fi + 3 2n’ 

e poiché i suoi termini successivi van diminuendo , essa è visibilmente 

1 1 

> ovvero di |. 

Posto ciò , disponiamo i termini della serie, come qui appresso si vede-, 


§ +G (5 + 5 + ^ +4) + (§ +ro+ •" + 4) + ’ 


e pmchè ciascuna somma in parentesi è maggiore di i, ne segue che la se- 
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rie è composta d’ un* infinità di parti , ciascuna m^giore di ^ , e però là 
somma de' suoi termini non ha alcun lìmite. 

562. Le serie convergenti essendo le sole delle quali bassi a fare uso nel- 
Tanalisi, è di somma importanza I' aver de’ criterii onde riconoscere se una 
serie soddisfaccia o pur no In condizione di convergenza, stabilita nella de- 
finizione. Di questi criterii per l'appunto passeremo qui appresso ad occuparci. 

Sia pertanto una serie qualunque 

[A] «0 + M. -f u. u, -f. ec. , 

che si suppone esser convcrgenle. Dinotiamo, in generale, con S, la somma 
de’ suoi n primi termini in mudo da essere 

S, = -+M»-. , 

S.+. = -I- M, . .. tt, , 

cc. 

In virtù della definizione della convergenza, scegliendo n sufficientemente 
grande , le somme S, , 8,4., , 8,4., , ec. si approssimano tanto per quanto 
sì voglia ad un certo limite 8 ; e quindi ne viene per conseguenza che le 
differenze tra queste sommo si possono rendere piccole ancora per quanto 
si vuole, scegliendo n sulficientemente grande. Or le differenze tra S. e 
ciascuna delie somme seguenti sono 

= Un, Sn — Un"I- U114.1 , 

, S.+J— 8, = u, -t- u, 4 .,-é- U.+J-H ec. ; 

quindi, non considerando da prima che la sola differenza S«+, — S„ si può 
conchìudere che prendendo n a sufficienza grande , tutti i termini , a par- 
tire da u. dovranno esser piccoii quanto si voglia. 

Questa condizione è semplice e di facile applicazione, ma si è già vedu- 
to (561) non esser essa sufficiente-, e poiché quanto è detto della differen- 
za S,+, — S„ si applica egualmente alle differenze 8,+, — 8,, S„+, — S„, ec., 
si può conchìudere , come condizioni egualmente necessasie , che ciascuna 
delle somme «, -h «,+„ u, + u,4., -J- w, 4 ^, ec., considerate separatamente, 
e qualunque sìa il numero de' loro termini, debbono impiccolire per quanto 
si vuole, prendendo per n de’ numeri mollo considerevoli. Con queste nuove 
condizioni, è palese che la convergenza è assicurata -, imperocché, scegliendo 
allora n sufficientemente grande, le somme S„, S,+„ ec. saranno tanto poco 
differenti tra loro qtianto si vuole , e , per conseguenza , esiste un limite 
verso il quale esse s’ accostano sempreppiù e per quanto si vuole. 

563. Per dichiarare il fin qui detto , riprendiamo la serie 

[0 a -f aa: -I- ax’ -|- ax’+ ec. ^ 

il cui termine generale é ox’. Consideriamo da prima questo termine isola- 
tamente , ìndi aggiungiamolo al seguente , poi ai due seguenti , e cosi ap- 
presso -, cosi s’avranno queste diverse espressioni: 

— a:’) 

oi", ax''+ax”*'~ — i 1 

1 — a: 

ua?'-i-aa::’^'-f-oa**-’= .i— ^ =, ec. 

t — X 

Quando a; < 1 , ciascuna di tali espressioni può divenir quanto si voglia 
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piccola , prendendo per n un numero a sufficienza grande *, e però io que- 
sto caso le condizioni della convergenza sono soddisfatte per la serie [1]. 
Sia nuovamente , per secondo esempio , la serie numerica 


[2] 


4 1,1 1 , 1 

2+3+4+-+n+;r+l 


f- ec. 


Se si riguarda come termine generale quello che ha il denominatore n-f-1, 
è palese che facendo n grandissimo, detto denominatore può divenir tanto, 
quanto si vuole, grande, e ciò costituisce una condizione necessaria per la 
convergenza della serie. Ha oltre a ciò è necessario eziandio che a questo 
termine generale aggiungendo qualsivoglia altro numero di termini che lo se- 
guono, la somma possa divenir quanto si voglia piccola: or questo non ha 
luogo , perocché si è già veduto che la somma 

B+1+ n+2‘^'"'^2n^2' 


564. Una importante osservazione che qui è a farsi , è la seguente : se 
nella serie [2] si elevano tutti i denominatori alla stessa potenza mma, es- 
sendo m> 1, la nuova serie diverrà convergente. E per fermo, dinotiamo 
con S la somma de' termini di cotesta nuova serie, e scriviamola quale qui 
si vede : 



Allora , osservando che 





... + 




3«^2» 




i i ì _4 

4m+ 5» + ••• +7«'<-4«> 


* * M . 

95+ ♦ 

ec. , 

si raccoglie chiaramente , che devesi avere 


ovvero 

S<2Ìi+^+2;ì=-. + «- 


Or la serie che forma il secondo membro di quest'ineguaglianza è conver- 
gente , per essere una progressione geometrica decrescente , dunque , con 
più ragione è convergente S. 

In generale egli é molto difficile il verificare tutte le condizioni di con- 
vergenza, e per siflatta ragione, porremo qui appresso alquanti teoremi che 
abbracciano de* casi molto numerosi , ne’ quali la convergenza è certa. 


Fourcy Alg^ra. 


SS 
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Teoremi mila convergenza delle serie. — Limiti deir errore. 


565. Teobema I. Se in una serie 

U — ll| Uj • # • • -|- Ua ■4" 6C« 
tulli i termini , a partire da un certo posto , sono positivi y e se valori 
grandissimi di n fan convergere il rapporto r = verso un limite R , la 

serie sarà convergente « R < 1 , e divergente se R > i , 

Prima di venire alla dimostrazione di cotesto teorema , diremo che esso 
è applicabile alla serie — U, quando, da un certo posto in poi, tutti i ter> 
mini fossero negativi. 

Facendoci intanto a dimostrare l’ enuneiato teorema, poniamo primamente 
che sia R < 1 , e scegliamo , a piacere , un numero R' intermedio tra 1 
ed R. Or, poiché valori grandissimi di n fan convergere r verso R, ne se- 
guo, che a partire da un certo termine u,, che si può prendere tanto lon- 
tano dal primo per quanto si vuole \ i rapporti 


Un+I Mn+a Uii+« 

Un ’ «»+, 

potranno differire dal limite R tanto quanto poco si vuole, e però ciascuno 
di essi sarà minore di R'. Laonde s' avrà 

U*+i ^ H^tt» , Uji4., R^U»4., , Uh^-ì R^Un.f.g , CC., 

e con più ragione 

U.+. < R'u, , M.+, < R'’u, , U.+, < R'*u, , ec. : 

quindi i termini u,.).,, U.+,, u«.j.„ ec. sono rispettivamente minori di quelli 
della progressione geometrica 

R'u,-|- R'*u,-h R'Hi,+ ec. ; 

ma questa , per essere R' < 1 , è convergente (563J; dunque con miglior 
ragione lo è la serie u„+j+ ec. , e con essa la serie U. 

Sia , in secondo luogo R > 1 , e sì prenda , ad arbitrio un numero R\ 
che fosse compreso tra Rei. Cosi essendo si può, come innanzi, provare 
che, è sempre possibile prendere un termine u, abbastanza lontano perchè 
i termini ec. sieno rispettivamente maggiori de' corrispondenti 

della progressione geometrica R'u, + R''u, + ec. Or, essendo R' > i, i ter- 
mini di questa progressione van sempreppiù crescendo col crescere di n ; 
quindi per grandissimi valori di n, ì termini della serie U non saranno più 
differenti da zero per quantità quanto pìccole si vogliano-, e mancando que- 
sta condizione , la convergenza della serie è impossibile. 

Applichiamo 1' esposto teorema alle serie seguenti, nelle quali si suppone 
essere x quantità positiva : 


li' = 1 + - + 

11.2 


1.2.3 


... + 


1.2.5.. .n 


+ec.; 


x^ 


ITU •*> «A/ 

1 * • 'Z 
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X’ 


Nella prima terle 11' due termini consecutivi qualunque sono — jj, 


r, e però r i 


Or, se si faccia crescere n indefinilamen- 


t.8.3..n(n+iy ' n+f 

te, il limite di r è R = 0, dunque, sia qualunque x , la serie U' sarà 
sempre convergente. 

X' 

Nella seconda serie U" due termini consecutivi qualunque sono — > n+i ' 


nx 


e quindi r = — r -, ma è facile vedere che 
^ n+1 ’ 


r = = L%. 

fi + i V n+iy ’ 


dunque, se sì faccia indefinilamcnte crescere n, il limite di r sarà R = x, 
e però la serie U" sarà convergente e divergente, secondo che sarà x < t 

0 X > t. 

Da ultimo nella serie U'", ove m è un numero dato, il rapporto r sarà 


r = 


(*»-») 

n+1 


X 


/n + 1 

Vn + i 



1 


tn + 1 
n + 1 



e quindi si scorge che , a partire da un valore di n a suOìcienzn grande, 
r sarà sempre positivo, talmente che lutti i termini della serie U'", a par- 
tire da un certo termine, saranno dello stesso segno, come richiede il teo- 
rema. Ancora si vede che il limite di r è R = x, dunque, essendo x posi- 
tivo, la serie U'" sarà convergente o divergente, secondo che x < I , o x > 1 . 

566. Teobema II. St in una serie 


U = u„ -1- u, -p u, . . . -1- u, -f- ec. 

tutti i termini son positivi , a partire da un certo posto , e se , per valori 

grandissimi di n , la radice r = ^ u„ converge verso un limile fisso R , la 
serie sarà convergente o divergente , secondo che sarà R < 1 o R > 1. 

Qui pure è da notarsi , prima di passare innanzi che cotesto teorema si 
applica alla serie — U, se, al di là d' un certo posto, i termini sono negativi. 
' Passando intanto alla dimostrazione del teorema enunziato , supporremo 
da prima R < 1 , c che sia R' una quantità, come sopra, compresa tra R 
ed 1. lo virtù dell’ enunziato, si può scegliere n cosi grande da far si che 

«, <R'», m,+,<R'’‘+‘, u,+,<R'":-% cc. 

Laonde i termini della serie ec. saranno rispettivamente minori 

di quelli della progressione geometrica R'"-f-R'"t‘-l-ec. -, ma questa è con- 
vergente , per essere R' < 1 , dunque , con più ragione è convergente la 
Un -I- u,^ + cc. , e con essa la data serie U. 

Se poi R>1, allora preso un numero R' compreso Ira 1 e<l R, sarà R' 
una quantità minore di R, e un ragionamento analogo al precedente proverà 
essere la serie divergente. 

Scolto, i due teoremi ora dimostrati lasciano incertezza su la convergenza 
0 divergenza della serie U quando sia R = 1 ■, nel qual caso non sarà sem- 
pre facile il poterne decidere. Il signor Caiiciiy , dallo cui opere abbiamo 
tolte le considerazioni generali in questo capitolo contenute , ha dato nel 
suo Corso cT analisi , stampato nel 1881 , parecchie proposizioni mercè le 
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«nnii talvolta si eiunee a decidere dell’ indicala convergenia o divergen- 
rlel “» “«"te Zn limile R fosse l'ooili. Il temem» VI ebe eerrt 
appresso, e che è tolto dal Giornalt di Liouvillb, 

offre nn caso molto semplice in cui è sciolta la difficolta 
56". Teobema ih. Sta una «erte decrescente 


U=u.+«, + u, + ec., 

e Siena 1, «, $, y de'numeri interi crescenti in progressione geometrica: 
se nella serie U , «» prendono t termini u», u»_„ Up_„ ec., e si formi la 
nuora «erte 

U, = u, + «u„ _, + /SU , + 7Uy_. + ec., 

le due serie U ed U, saranno sempre coniergenti insieme e divergenti insieme. 

Imperciocché , essendo decrescenti i termini della serie U, si ha eviden- 
temente ^ 

tt„-hU.-i-U, + + «#-»<(« — 

~ ’ 

Uj_, + Ug +u^+, -l- .. + Uy_, < (7 — 


Ma la somma de’ primi membri di queste eguaglianze è la stessa serie U; 
dunque ^ ^ ' 

U <(«— 4)U. + (|8 —«)««-> + (r — l8>s-« + ec- 

E poiché , per ipotesi i numeri t, «, /3, 7, ec. formano una progressione 
geometrica, si ha /S — «=«’—«=«(«— t), 7 — ^=«/3 — 

^ U<(« — t)[u. + au,_.+/3Ue-,+ec.], ed U<(«— i)U.. 

Posto ciò, se la serie U, é convergente, é chiaro che moltiplicando tutti 
j suoi termini per « — t, non cessa per questo di essere tuttavia conver- 
gente; e però dalla precedente ineguaglianza ne consegue che il valore della 
serie U sarà inferiore a quello d’ una serie convergente ; laonde , con più 
ragione colesta serie U deve essa altresì essere convergente. 

In secondo luogo riprendendo la serie U, e disponendo convenientemente 
j termini , si deduce che 

u, -l-u,+M,+ +«,-,> — 

U^ +U^+,+U^4, + ... -hU^-i > G$ — 

U/5 + M^+, + «i3+R + ... +«y-T> (7 — 

e quindi 

U > u, + (a — l)u,_. + (|8 — «)U|3_, + (7 — + ®®* 

Or, si é già veduto che /3 — « = «(« — t), y — f,=z^[a — t), ec., e os- 


tili) L’oso continmto delle serie nelle ptrli più elevile della matemilica , e !• 
importtozi di aver queste serie convergenti , è stata cagione che parecchi geometri 
si occopassero dì quest* interessante argomento. Oltre all* opera del Cadcht ed al 
giornale del Lioutillv dall’ A. menzionata , si può consnltare ona dotta memoria 
dell'immortale Asbl nella reccolta dello sue opere ( Oeuvres eomplètet de JV. K. 
Abet ). lom. I, pag, 67 ; IUorsàit, calcolo integrale, stampato in Londra nel 1839; 
BecjriJrOiCSBT , tal calcolo delle probabilità, 1816; ed ona memoria del Pacckbb 
nel giornale di matematiche poro ed applicale dal Creile ( Journal fiir die rtine und 
angeeeadtt mathematik ) voi. 42 , psg. 138. 


Digitized by Google 


i37 


LEZIONI D* ALGEBRA. 

4T ^ ~ 1 

servando inoltre che u, > ti, , ne segue che si potrà scrivere altresì 

U > ~ ~~ «.+(« — l)M«_. + «(a— — i)tty_, + ec. 

. ovvero 

U>^-^[M, + «u,_, + |3up_, + 7 Uj_,+ec.] , ed 
Da ciò si raccoglie , che , nel caso in cui la serie U, è divergente , es- 

tt I 

tendo pur divergente quando se ne moltiplicano tutti i termini per — - — 

con più ragione sarà altresì divergente la serie U. Pertanto resta provato 
che questa serie U sarà convergente o divergente insieme ad U,. 

Sia, per esempio, U = 1+ ^ + ec.-, si prenda la progres- 

sione geometrica -H- 1 I 2 ; 4 * 8 ; ec., si componga la serie U, , conforme- 
mente al teorema , e s' avrà 

U, = l + ^ + ^+gj;, 0, più semplicemente 

U, = 1+ +g^ + Questa serie è una progressione geome- 
trica, la cui ragione e prendendo m minore di 1 o pure eguale ad 

4, essa progressione è evidentemente divergente, tale dunque sarà pure la 
serie U. Ma prendendo m > t , la predetta progressione é decrescente , e 
però la serie U sarà convergente. 

568. Teobema IV. Se una strie 


IJ = u, + u, -f- u, -i- ec. 

i composta di termini positivi e negativi ^ e se prendendoli tutti posilivament» 
la nuova serie risulta convergente , anche la serie U sarà tale. 

Sia R il complesso de’ termini positivi contenuti nella serie U, a partire 
da un termine qualunque u», e sia — R' il complesso de' termini negativi, 
talmente che sia 

R — R' = M, -1- + u„+j + ec. 


Essendo che prendendo positivamente tutti i termini della U ne risulta 
una serie convergente, per ipotesi, consegue che si può prendere n sì gran- 
de da far si che R -J- R' divenga una quantità tanto quanto si voglia pic- 
cola •, quindi con più ragione sarà lo stesso di R — R', e p-";rò la serie U 
è convergente. 

Per dichiarare colesto teorema con qualche esempio, torniamo alle serie 
U', LI", U'" del n.” 56.5. In queste si suppose x positivo, atTinchè tulli i 
termini , a partire da un certo posto , fossero positivi •, e cosi si venne a 
sapere tra quali limiti doveva esser compreso a: perchè dette serie fossero 
convergenti. Onde, in virtù del teorema or dimostrato, esse non cesseranno 
dall’ esser tali, se si danno ad x de’ valori racchiusi tra i medesimi limili, 
presi negativamente. Cosi la serie U' s;irà convergente per tutti i valorj 
di X si positivi che negativi •, la li" sarà per tulli i valori di x compresi 
tra -f 1 e — 1 ; e da ultimo la serie U'" sarà convergente pe’ valori di » 
compresi anch’ essi tra t e — 1 . 
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Scolio. L’inversa della proposizione IV non è parimente vera, vale a dire 
che se una serie composta di termini positivi e negativi è convergente, non 
si può trarne essere tuttavia convergente prendendo tutti i suoi termini po- 
sitivamente, come lo proverà la serie V del numero che qui appresso segue. 

569. Teorema V. Uno serie i com ergente^ quando i suoi termini, a par- 
tire da un certo posto , sono alternativamente positivi e negativi e van di- 
minuendo in maniera da essere zero il limile del loro decrescimento. 

Dinotiamo con ± o uno qualunque de’ termini decrescenti, i cui segni sono 
alternati, e con q:: 6 ± c qp ec. i seguenti. Se si prende la somma de’ ter- 
mini che precedono a per valore approssimato della serie , si commetterà 
un errore espresso da + oq^ò^tc-t-ddt: cc* i ® ®he , dinotatolo con 
può scriversi sotto le due seguenti forme 

p = + [(a — t) + (s — d) -J- ec. ] , 
p = + [a — * {b — — (d -” e) “ co, ]. 

Or , poiché i termini o, 6, c, ec. sono decrescenti, ne consegue che tutte 
le differenze a — 6, c — d, ec. ,6 — c , d — e , ec. sono positive, e però 
la prima di dette forme c’ insegna che p è dello stesso segno di rt «*» ® la 
seconda ci mostra il valore numerico di p essere minore di a^ ma , pren- 
dendo il termine a a sullicienza lontano, esso sarà in pari tempo tanto pic- 
colo per quanto si vuole, dunque, con più ragione, -la stessa cosa ne sarà 
di p , e però la serie data è convergente. ^ 

Sia , per esempio , la serie V = 1 — g + j — J "l" come a vi- 

sta si scorge, soddisfà alle condizioni del teorema, e quindi è convergente. 
Arrestandolo ad un termine qualunque , a per esempio , l’ errore che si 
commette sarà in meno e minore di -j. 

I teoremi 1 e 11 nulla ci potrebbero insegnare in ordine a cotesta serie, 
perchè essi esiggono che i termini, a partire da un certo posto, sien tutti 
dello stesso segno ^ e nè manco i teoremi 111 e IV c insegna cosa alcuna. 

570. Quando una serie è convergente , e , per avere un valore appro^ 
simato della serie intera , si fa la somma d’ un certo^ numero di termini, 
giova moltissimo ottenere un limile dell' errore che si commette. Se la se- 
rie si trova nel caso del teorema V, cotesto errore , come si è veduto, è 
sempre minore del primo de’ termini trascurati. Ma nel caso generale , la 
sola regola , che , generalmente parlando , si possa indicare per la valuta- 
zione di siffatto limite, consiste nel paragonare, come ne’ teoremi I e 11 si 
è fallo, la data serie con una progressione geometrica decrescente ; e quando 
si sarà riconosciuto che arrestandosi ad un certo termine , i seguenti delta 
serie diminuiscono più rapidamente di quelli corrispondenti nella progressione 
geometrica, si può tener per certo che l'errore ó inferiore alla somma dei 
termini della progressione. 

® , 

Sia, per esempio, U' = 1 + y + | — • • • • + i . 2 . 5 . . . n ’ 


nella quale 
dividendolo 

certi che i 

cresceranno 


il termine ®’’+' si forma , moltiplicando il precedente per x e 
per n -f 1 . Sia n tal numero da essere ® < n 1 : allora si è 

termini della serie ^ g i . 2 . . . n(n iflT) + ‘*®’ 

più rapidamente di quelli della progressione geometrica, il cui 
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primo termine sarebbe Io stesso che quello di questa serie, e la cui ragione 

sarebbe ^ ^ Quindi, se, nella serie U', si prende il termine in se^ per 

r ultimo, l’errore p sarà minore della somma di questa progressione, e s’avrà 

, ^ (n + t>’ 

^ ^ d . 2 . . . »i(n + 1 — a;)' 

871, Teorema VI. Sia una strie decrescente 

U Uq •{■Ux^Ui-f-,.,-!- Ua Un 4>, *1“ ec. , 

«ella quale, per valori grandissimi di a, il rapporto r = ^^'concerga verso 

u» 

r unità: si ponga questo rapporto sotto la forma ,essendo a una quan- 

.... * + * 

iitd positiva, la quale pei detti valori di n converge verso zero; indi si formi 

U limite R del ^adotto na. La serie U sarà convergente o divergente secondo 
che sarà R > 1 o R < 1. 

d." Sia R, ovvero lim ria =k, essendo ]fc> d. Dinotiamo con m una quan- 
tità determinala , compresa tra 1 e à, e per conseguenza maggiore di d*, 
dico che , a partire da un certo valore di n sino all’ infinito, dovrà aversi 


[ 1 ] 


!+«> 




Ammesso, come al n.* 579 sarà dimostrato , che la formola del binomio 
sia applicabile ad un esponente qualunque , si avrà 

( , I d\« m , m(m — d) 

i+-j 

e perchè 1* ^aglianza precedente avesse luogo , sarà sufficiente che sia 
. m , m(m — d) . 

* ^ n d . 2n« + 

^ . m(m — d) , 

— -^-^+ec. 

Facendo crescere n sino all’ infinito, il primo membro na, ha, secondo V ipo- 
tesi, per limite h, mentre il secondo ha palesemente per lìmite m. Ma m 
’è una quantità minore di k, dunque a partire da un certo valore di n, la 
ineguaglianza soprascrìtta non può mancare di non verificarsi ', e però , a 
partire da questo valore , s’ avrà l' ineguaglianza [d] , dalla quale si trae 

Ma se si considera la serie 


.T . d d d 


n" (n+d)’ 


+ ec. 


Q rapporto del termine generale al suo precedente in questa serie è 


e per conseguenza maggiore che non lo è nella serie U. Or pel detto alla 
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fine del n.» 567 , la serie U. è convergente , perchè m sorpassa 1' unità -, 
dunque, con più ragione è convergente altresì la U, come dovevasi dimo- 
stroi*6 

2 » Sia R, 0 lim n<r = t, e Jfe < 1. Fresa una quantità m compresa tra k 
ed i, e perciò minore di 1 , dimostreremo che, al di là dj un certo valore 
di n, s’avrà certamente 


[2] 


1 + 


J)’ 


d + «<(ì 

In fatto, sviluppando la potenza m ma del secondo membro , si vedrà che 

m(m— t) . 

per soddisfare quest’ineguaglianza, basterà che sia «<— + ^ 


tnfpt — O 

ovvero n«<m+ ^ ■+ ec. Or quest’eguaglianza è manifesta, quando n 

aumenta al di là d’ una certa grandezza *, imperciocché il secondo membro 
ha per limile m, mentre che il primo ha per limite fc < m. Laonde, a par- 
tire da un certo valore di n , s’ avrà sempre l’ ineguaglianza [ 2 j , la 
quale dà 

i 

ovvero r> 



e da ciò si raccoglie che r finisce con V essere costantemente superiore al 
rapporto de’ termini corrispondenti della serie U,-, ma questa, nel caso at- 
tuale è divergente , per essere t , dunque , con più ragione, sarà di- 
vergente la serie U. • »> • 

Pertanto la serie U è convergente o divergente secondo che sia R> 1, 


0 R<t. . . . . , 

Il rapporto dinotalo con r nell’ ennnziato ha per limite l, e quindi la se- 
rie che in esso enunziato si considera , trovasi in un caso in cui il teore- 
ma 1 non può nulla farci su la convergenza o divergenza di questa serie 

t 1 t.5 4 i.5.5 1 
Esempio L Sia la serie U = 4 + 2’ 5'*'2 . 4 . 6* 7 


quale i termini u,, u^, sono rispettivamente 

4.3.5.. .(2n — 4) 4 4.3.5...(2n— 4) (2n+4) 4 

2.4.6.. . 2n ^2n+4’ ^6... 2n(2n+2) ^2n+3> 


e per conseguenza r = — — ^ — — , e lim. r. = 1 j il che nulla ci fa 

(2n + 2j (^2n + o) 

sapere intorno alla convergenza della proposta serie. Ma applicando il teor. VI, 
e ponendo , per questo , 

1 _ (2n + 4)« 

4 + «“"(2n+2)(2n + 3)'* 

s’ avrà 

. 8 

6n+?5 6n* + 5n « 

" - ~ ^ ly ’ 

e quindi lim. n« , ovvero R = 5 = -s- Or questo limite è maggiore di 4 , 
dunque la serie data è convergente. 
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Esempio 11. Abbiasi la serie U := I + 

2n+l 

Per questa sene il rapporto r = InT^ * ^ limite è anche qui 1. Ma 
essendo 

*~2n + l’ ""“2n + i— 1 ’ 

sarà lim na , ovvero R = i , e perciò la serie sarà divergente. 

572. Porremo termine a quest'argomento su la convergenza delle serie, 
facendo un’ osservazione dovuta al signor Dimchlet, e che abbiam tolta dalle 
lezioni date dal signor Liovville alla scuoia politecnica. L’ oggetto di que- 
st' osservazione è quello di far notare una differenza capitale che passa tra 
le serie che debbono la loro convergenza alla grandezza assolub de' termini 
da' quali son composte, e quelle che, per contro, perderebbero la loro con- 
vergenza se si prendessero positivamente quei termini negativi che vi si pos- 
sono trovare. Le serie della prima spezie, intcrvertendo come si voglia l’ or- 
dine de' termini, resbn sempre convergenti e conservano lo stesso valore \ 
mentre che quelle della seconda spezie, dopo un tale sportamento di termi- 
ni , possan prendere valori affatto diversi , e ancora cessare del tutto dal- 
l’ essere convergenti , come qui appresso passiamo a dichiarare. 

Consideriamo , da prima , la serie della prima spezie 

U = u,-|-u, -|-u,-|- ec., 

e rappresentiamo con S. la somma de’ primi n termini *, con R la somma 
di lutti i termini positivi che seguono nel resto della serie , e con — R' 
quella di lutti i termini nativi: s'avrà cosi 

U = S. + R-R'. 

E poiché s’ ammette esser la serie convergente, ancorché si prendono tutti 
i suoi termini positivamente , cosi ne segue che scegliendo n a sufficienza 
grande, la somma R 4 - R' sarà tanto piccola per quanto si vuole, e quindi 
con più forte ragione , sarà lo stesso di R ed R'. 

Ora , poniamo che si cambi in un modo qualunque l’ ordine de' termini 
della serie U. Dopo questo cangiamento, si può sempre immaginare che si 
prenda , nella nuova serie , e a partire dal primo termine , un numero m 
di termini, a sufficienza grande, perchè tutti quelli di S, vi si trovino com- 
presi : questo numero m sarà , in generale, maggiore di n , ma in qualche 
caso potrà essere ancora eguale ad n , nè mai però minore di n. 

Dinotiamo con X. la somma di questi m termini , la quale , oltre i ter- 
mini di S. , potrà contenere altresì de’ termini positivi e de' termini nega- 
tivi , che facevano parte di Re — R' *, bimente che , dinobndo con r la 
somma degli uni e con — r' quella degli altri , s’ avrà 

X.=S,-f-r — r'. 

Facendo crescere m ed m sino all’ infinito , R ed R' debbono annullarsi , e 
però, con più forte ragione s' annulleranno r ed r'. Donde si raccoglie che 
ed S. hanno lo stesso limite j ossia la seconda serie è convergente e dello 
stesso valore che la prima. 

Fourey Algebra. 
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Poniamo , in secondo luogo , che per la convergema della serie sia ne> 
cessaria la presenza del segno — innanzi a taluni termini -, io guisa che pren- 
dendo cotesti termini positivamente la serie non sarebbe più convergente. 
In questo caso la conclusione precedente cessa d’ aver luogo -, peroccliè la 
somme rappresentate da R ed R' non avendo più per lìmite zero, non si può 
più afTermare che r ed r' abbiano questo limite. 

Parendoci utile i| mostrare con un esempio che lo sportamento de' termini 
negativi possa col fatto mutare il valore d' una serie , quando essa rimana 
convergente, ed anche, in qualche caso, farle perdere la convergenza, ripreu- 
dcremo quella del numero 569 , cioè 




la quale è convergente a cagione de’ segni alternati , e cessa dalP esserlo, 
quando il sogno — si volta in +. Cangiamovi l'ordine de’ termini negativi, 
in maniera tale che ciascun d’essi venga dopo due termini positivi, e per 
conseguenza , scriviamola cosi ; 


''-=('+l)-ì+(5-+ì)-ì- 


S"*" 4n 


—i)~Tn+ «• 


e , per maggior chiarezza , addizionando i termini di ciascuna parentesi , 
scriviamo 

„ 4 1 . 42 t , 8n— 4 1 . 

■~5 2’*‘3ò 4‘" ■^(4n— 3) (4n— 1) 2n'*‘ 

Secondo questa disposizione , la serie V, è tuttavia convergente , ma il 
suo valore è maggiore di V. In fatto, per quanto lontano si voglia consi- 
derare il termine — ^ i quale s’ arresta si 1’ una che l’ altra serie , se 
si rappresentano con N ed le due somme, è agevole scorgere che si ha 

N_N--i- + — L_ I * 

~ 2n+ 1^ 2n + 3 4n — 1* 


Or in quest’espressione i termini del secondo membro van deerescendo • 
sono n di numero , quindi 




I 4 

c, con più ragione N, — N<-c>-j, Laonde, essendo che h serie V è 
convergente, la serie V, dev’ esserla altresì , e la serie V, sorpassa V per 
una quantità compresa tra 1 ed i, 

Abbiam detto che la convergenza della serie può talvolta svanire : or , 
per mostrare ciò basterà distribuire i termini positivi in gruppi tali che cia- 
scuno formi una somma maggiore d' una quantità delermìuata -, la qual cosa 
può conseguirsi in diversi modi. Si può , per esempio , notare che , pur- 
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tendo da un termine positivo qualunque, 4- se si prende un numero n di 
termini seguenti , come sopra , si avrà : 

4— + — +—i— 

n + 2^ n + 4 • ^ n + 2(n — 1)* 

In questa somma F ultimo termine = e il valore di essa è eviden* 

fi e 

temente maggiore di ^ e perciò maggiore di 

Posto ciò, dopo d’ aver preso , nella serie V, i termini t — i + i — 7 , 
riuniamo in un solo i 5 termini positivi | 4 - f ... + tt> i" solo ancora 
1 15 termini seguenti 4- -,V .•• 4- jti ® cosi appresso-, per brevità rap- 
presentiamo con a, 6, c ... coteste somme , e invece di V scriviamo 

L’osservazione fatta innanzi ci fa noto che ciascuno de' termini a, 6, e,... è 
maggiore di ;, e quindi la convergenza non ha più luogo-, imperoccliè egli 
è evidente che le parti a — | , b — f , ec. sono in numero inlinito e cia- 
scuno maggiore di 

Le spiegazioni , che , seguendo il signor Lipctille, abbiamo qui innanzi 
date, mostrano quanta poca sicurezza vi sia DcH'adoperar le serie che, senza 
il segno — , del quale una parte de’ termini è affetta , non sarebbero con- 
vergenti. 

Su h ssiluppo in serie — Metodo de' coefficienti indeterminali. 

Ritorno delle serie. 

573. Nelle operazioni algebriche le serie si presentano da se stesse. Cosi, 
ponendo che si faccia la divisione de' polinomi nella quale il dividendo non 
sia un prodotto esatto di cui il divisore siane un fattore, o pure che s'ab- 
bia a estrarre la radice da un polinomio, che non sia potenza esalta del 
grado della radice, le operazioni successive si prolungheranno indefinitamente, 
e sì darà luogo ad una serie. 

Quando talune operazioni hanno per fine di trasformare un’ espressione 
in un’ altra equivalente , se , invece d’ un numero limitato di termini , si 
trovi una serie, si tiene d’ordinario, cotesta serie come equivalente alla 
espressione primiera. Nondimeno intorno a quest'argomento sono a farsi im- 
portanti osservazioni , e per meglio essere intesi, ci faremo a trattare un 
esempio multo semplice. 

Sia la frazione ^ " 1 eseguendo la divisione accennata, mercè le re- 
gole ordinarie , s’ avrà 

• 1 
4-ar 

4-«> 

4-c* 

+ cc. 

Dalla natura stessa dell' operazione si riconosce non doversi giammai ar- 
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restare il quoziente, anzi esser questo una serie regolare, ciascun termine 
della quale è il prodotto del termine precedente per x. Se vogliasi arrestarla 
a una certa potenza di a;, a a:* per esempio, il corrispondente resto sarà x*, 

c , per completare il quoziente , converrà aggiungervi la frazione ^ 

Laonde si ha esattamente 



+ * + *•+ 7 -^- 
1 — 


Or sarebbe lo stesso che incorrere in un errore se si credesse che riguar- 
dando la serie de’ termini del quoziente come prolungata all* infinito , essa 
dovesse sempre rappresentare, qualunque sia x, il valore esatto del quo- 
ziente. In altri termini , è un errore supporre , 

[1] ^-^=1 -i-x-|-x*+ec. 

qualunque potesse essere x. 

Ciò è sempre vero, attribuendo ad x valori minori di 4 ; perciocché allora 
il secondo membro è la somma dei termini d’una progressione geometrica 
decrescente , e , secondo la regola (316) questa somma è col fatto eguale 
al quoziente di 1 per 1 — x. Ma quando, invece, s’attribuiscono ad x va- 
lori maggiori di 1 , l' eguaglianza non ha piu luogo ; cosi facendo x = 3, 

la [1] diviene | ^ q = 1 + 3 + 4 -|- ec. , il che è un manifesto assordo, 

essendo il primo membro eguale a — t ed il secondo eguale all’ infinito 

fi facile intanto il dar ragione del perchè la [1] sia vera o falsa, secondo 
che X è minore o pure maggiore di 4. E per vero, si é già notato che ar- 
restando il quoziente ad una certa potenza di x, bisognava of^iungere al 
quoziente una frazione , perchè lo si rendesse completo : dinotiamo con x^ 
il termine al quale s’arresta il quoziente; il resto della divisione sarà x"^' 
e s' avrà , senza errore alcuno 

4 . ar'+' 

4 -I- X -I- x*+ ... + ar+ 

Volendosi prolungare indefinitamente la serie de’ termini del quoziente, con- 
vien fare n = oo , e quest’ ipotesi devesi fare sì nella parte frazionaria che 
nella intera. Or, la parte frazionaria per questo valore di n diviene nulla, 
se x<t, e — 50 sex>l; adunque si può sopprimerla nel primo caso, 
ma lo stesso non puossi fare nel secondo. 

In generale, una funzione non può essere rimpiazzata da una serie se non 
quando questa sìa equivalente a quella , e, perchè ciò avvenga, è d’ uopo, 
per condizione essenziale, che, arrestando la serie ad un termine qualun- 
que, il resto della serie divenga zero , quando il numero di termini, pre- 
cedenti questo resto, è infinito. Or, questa condizione è sempre soddisfatta 
nelle serie convergenti ; ed è appunto per questo che sono esse le sole che 
b' ammettono nel calcolo. 

574. Per lo sviluppo delle funzioni in serie v’ha. Ira gli allri, un me- 
todo detto de’ cotjfieienlx indeterminati , che in poche parole ci faremo ad 
esporre. Anzi , per meglio fissar le idee , poniamo , ciò che d’ aUnmdc è 
sempre lecito , il caso più ordinario , quello cioè in che si trattasse d’ una 
funzione F(x) , i cui valori sono reali e variano in modo oontinuo per va- 
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lori piccolissimi di x, a partire da a; = U ; e si domandasse sviluppare que* 
sta funzione in serie ordinata secondo le potenze ascedcnti, positive ed iaf* 
tere di x. A tal fine si farà 

[2] F(ar) = A + Bx + Cx'+ Dx’+ ec. ; 

ove A , li , C , . . . sono de’ coefficienti indipendenti da x ^ e die si tratta 
di determinare. Per la qual cosa, si partirà da una proprietà della funzio- 
ne F(x) , che sia facile ad esser verificata , e cercando di eseguire questa 
verifica con la serie , si giungerà ad un' eguaglianza ^ come la seguente 

[5] P -h Q* + Rx’+ &c*+ ec. = 0 , 

nella quale P, Q, R . . . sono delle espressioni indipendenti da x, ma com- 
poste per mezzo de’ coeffic'ienti A, B, C, ... Or quest’ eguaglianza dovendo 
sussistere per qualunque valore di x, sarà d’uopo che i moltiplicatori della 
diverse potenze di quest’ inct^nita si annullino , e però si dovranno avere 
le diverse ^aglianze 

[4] P = 0, Q = 0, R = 0, ec., 

mercè le quali si calcoleranno i valori di A. B, C, ec. Se qualcuno di qae> 
sti coelTicìenti rimanesse tuttavia incognito, bisognerà allora risalire alla [2] 
e determinarlo dietro particolari proprietà della fuozione che sì considera. 

Nel capìtolo appresso daremo delle applicazioni di coteslo metodo *, ma 
qui non possiamo fare a meno di non presentare delle osservazioni che ci 
paiono indispensabili. 

575. E primamente è d’ uopo che il secondo membro dell’ eguaglianza [2] 
rappresenti il valore del primo; che se ciò non è possibile, attribuendo ad x 
un valore qualunque, si cerca, almeno, che l’eguaglianza abbia luogo per 
piccoli valori di x, e ciò richiede che la serie sia convergente per cotesti 
valori. Or è mollo raro il potersi dimostrar direttamente la possibilità di 
esprìmere una funzione con una serie di eotesta spezie, eziandio nel caso 
in cui la si limila ai piccoli valori di x. Laonde , ron rigore parlando, la 
eguaglianza [2] dev’ esser considerata come puramente ipotetica, e in fine 
del calcolo , dopo trovati i valori di A , B , C . . . . , sarà necessario ve- 
rificare se, per piccoli valori di x, essa sia col fatto convellente ed eguale 
alla funzione che si considera. 

Forse non si è abbastanza dagli autori insistito sulla necessità di siffatta 
verifica. Credesi comunemente che i calcoli per via de’ quali si cercano le 
incognilc non debbono giammai marnare dal fare scovrire le false supposi- 
zioni che vi si han potuto introdurre; e se cosi fosse, ogni verifica sarebbe 
inutile. Ma si potrebbero addurre degli esempli nei quali delle supposizioni 
fatte ci rimangono inosservate per questa via ; e ci duole che i limiti di 
quest’ opera non ci permettano di estenderci anche più su cotesto argomento. 

576. Abbiam detto che l’equazione [5] doveva aver luogo senza attribuire 
alcun valore particolare ad x : ora , per meglio intendere ciò , fa d’ uopo 
osservare che se si limita l’eguaglianza [2] ai piccoli valori di x, come da 
noi si è fatto, lo stesso deesi fare nell’ equazione [5J ; cioè la serie P-f-Qx-|-ec. 
dev’ esser convergente ed eguale a zero per tutti i valori di x , a partire 
da x = 0, sino ad un certo limite, che può essere piccolissimo. Tanto ba- 
sta per concludere che si hanno ad avere le eguaglianze [41. lo fatto, se 
si pone X = 0 , la serie P + Qx + ec. , devesi ridurre a P, e per conse- 
guenza la [5] dà P = 0. Soppresso questo termine in della equazione, per- 
cliè nullo, e diviso il risultuiueolo per x , s’ ottiene Q + Rx -J- ec. = 0 j e 
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«jnesf (H]aazione dovendo essa pure sussistere per valor! piccolissimi di x, 
se ne conchiuderà parimente dovere essere Q = 0 , e cosi appresso. 

577. Una medesima funzione F(a;) non può avere che un solo sviluppo 
in serie convergente della forma A Bx -f ec., imperciocché se fosse pos- 
sibile d' averne due, esse dovrebber essere uguali, e ne verrebbe per con- 
seguenza un' equazione della forma 

[5] A -+■ Br Cc*-|- ec. = A'-f B'x -f C'x*-}- ec. 

Or trasportando tutto nel primo membro ne viene 

(A — A') -f- (B — B*)x -f- (C — C')x«-|- ec. = 0, 

e pel detto nel numero precedente dovrà essere .A — A' = 0, B — B' = 0, 
C — C' = 0, ec., ovvero A = A', B=B', C = C', ec. Si può egualmente 
dire, in altri termini, che due serie convergenti, ordinate secondo le po- 
lenze ascendenti e intere d' una stessa variabile x , non potrd)bero essere 
eguali , senza essere identiche. 

578. L' uso de’ coefficienti indeterminati si presenta da se stesso nel pro- 
blema riguardante il ritorno delle serie, nel quale, una quantità y, dipeo- 
'dente da una variabile x, è espressa in serie per mezzo di questa variabi- 
le, e si domanda dedurne il valore di x espresso in un' altra serie in y. Sieno 

y = A -f Bx Cx’-I- ec., x = a -f òy -|-cy’-{- ec.- 

la serie data e la cercata , e per conseguenza A , B, C . . . dinotano quan- 
tità date, ed a, ò, c.. . quantità da determinarsi. Sostituendo nella prima 
eguaglianza ad x la serie o 6y + ec., o pure, nella seconda sostituendo 
ad V la serie A Bx -H ec., si giungerà ad un' eguaglianza come la [3] o 
la [5], donde si dedurranno diverse equazioni che serviranno a determina- 
re a , ò , c , ec. 

Poniamo qui termine alle generalità relative alle serie. Troppo ne abbiam 
detto per mostrare quante precauzioni convenga prendere , per usarle con 
sicurezza. E, negli elementi sopratutto, si fa di tutto per non trattare, con 
questo mezzo, se non quelle questioni la cui soluzione sarebbe impossibile 
o anche troppo intralciata , seguendo altra via. 

CAPO XXIV. 

Binomio oi Newton pbb un esponente qualunque. — Sesie esponenziali 

E LOGARITMICIIB. — SeBIK BICORRE.NT1. 

Formala del binomio per un esponente qualunque. 

579. Facendo , come nel n.» 2H , le prime potenze del binomio o-f x 
per via della moltiplicazione ordinaria , facilmente viensi a conoscere che 
per un esponente intero e positivo qualunque, i due primi termini dello svi- 
luppo di (a + x)« sono a" + ma"— x , e che i seguenti sono della forma 
Aa— 'X» -l-Ba«-’x> -H ec. -, di tal che, dinotando A, B, ec. de’ coefficienti 
indipendenti da a e da x , si può porre 

[t] (a -t- x)" = 0 --I- ma" 'X Ao— ’x'-J- Ba^-’x’-f- ec. 

Quando l’ esponente è un numero positivb e frazionario , si ha 

j . ■ 

(a -p x)" = v' (a -f x)" = a"+ ma"-’x -f ec. 
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Or, se qui si applica l'andamento di calcolo esposto nel n.* 2 S 8 peri’ estra- 
zione delle radici , si trovan senza difficoltà i due primi termini di òuesta 
radice , e si ha uno sviluppo della forma 

(o 4- t)* = tf'-f. - a- 'x+ Aa'~*x*+ B(p~’x‘+ ec. ; 

onde roteata formola è la stessa come se l’ esponente fosse intero. 

Se 1 esponente è un numero negativo qualunque , intero o frazionario. 
Stando a ciò che ora si è trovato , si ha ’ 

(a 4- j»)-« = — 1 

(o 4- x)» 0"+ ma"—‘x -f- ec." 

modo ordinario, si consegue un quoziente in- 

dennito , qual è il seguente ; 

(a 4- x)~" = a-" — ma—'-’x -f- Aa-"-*a:*4- ec., 

e quindi, sia qualunque l’ esponente m, s’ avrà sempre uno sviluppo della 
torma [tj , ove i due primi termini sono già determinati , e resta solo a 
trovare I coefficienti G.... dei rimaneitU. Per la qual cosa, e per niag- 
giore generalità, considereremo due termini consecutivi di posto qualunque, 
e scriveremo ^ ’ 


(a 4 - ar)" = o'"-f- ma*-'x 4- ... 4- Na"“*-’x*+'4. ec» 

Cangiando da per lutto as in x 4- y , e tenendo presente che i coefficienti 
sono indipendenti da a e da x , verrà 

(a 4- X 4- y)" = a" 4- mo'«-'(x 4- y)4-.... 

...4- Mo’»-"(x 4- y)-4- No--*-’(x 4- y)'- '+ ec. ; 
e cangiando invece a in a y , s' ottiene ■ 

(o 4- y 4. x)- = (o 4- y)-4- m(o 4- y)"-'x 4-... 

...4-M(o 4- y)'"-'x'+N(a 4. y)’«-«-«x»-’4- ec. 

Posto ciò, nelle due precedenti eguaglianze i due primi membri sono egnali, 
e perciò debbono essere uguali altresì i secondi*, e ciò deve avvenire qua- 
lunque sieno X ed y : laonde ordinando detti secondi membri rispetto alle 
potenze di y, debbonsi avere due espressioni identiche. A dir vero questi 
sviluppi dei secondi membri conterranno le potenze di binomi! , ma si c(vi 
noscono già i due primi termini dello sviluppo di ciascuna di queste poten- 
ze, in guisa che sì potrà formare la parte che, in ciascuno de' secondi mem- 
bri, contiene y al primo grado, e questo ci sarà sufficiente. Dinotando eoo Yy 
cotesta parte in uno e con Y'y nell’ altro , è agevole trovare 

Y = ma»-‘4,...4-Mna'*~*x«-«4-N(n 4. l)o"-"-'x*4- ec. 

Y'= ma»-'-}-...4-M(m — n)o'""»''x»4-N(m — n — t)o"-"-'x*+’4- ec. 

E poiché queste due quantità esser devono eguali , qualunque sia x, è 
d* nocche 1 coefficienti delle potenze sìmili di x sieno eguali j e però, con- 
siderando solo quei di a"~*~*x", s'avrà 

N(n 4- 1) = M(m - n), donde N = 

Da ciò si scorge la legge, secondo la quale, un coefficiente qualunque nello 
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8vilu|>po [1] si Torma dal precedente: essa è quella stessa che si è trovata 
pel caso d' un esponente intero positivo e poiché abbiain veduto che 

i due primi termini dello sviluppo son composti allo stesso modo, quale che 
siasi l'esponente m, cosi allreliunto ne sarà de* termini sci^ucnti. 

Pertanto per tutti i valori di m , s* avrà sempre la formola 

(o + *)• = a*+ ma'^-'x+ ec> 

la quale, se m è intero e positivo, s’arresterà al termine in ogni altro 
caso poi si prolungherà indefinitamente. (142). 


(t<2) Appticindo II firmoti drl binomio, dimostriti vilidi per un esponente qtu* 
Inòqae, silo svilup|>o di (I— s)“", si troverà ti serie indefinUs 

[I] (|_*)— =l+m*' 


1 . a 

1) (m -|-2) 

H r-T-; *>+ee., 


le qtitle ht per termine generale 
nifm + 1) (m- 


1 .3.3 


•*)■ 


. (m-|-R — 1) 


1.3.3...n 


Or questa fnrmois può tsinmere nn'iltra formi, moliipliesndo il sno nnmerstore e 
il sno denominitore per 1 . 8 . 3 . . . (m — 1) ; in questo modo snehe il nomeritore 
eonierrt tutti i fattori da 1 ad n, che soo compresi nel deaumiostore , si che, sop- 
pressili , datti formola assumerà l' aspetto seguente : 

(n -|- IH»» -4- a) (n -4- 3) ■ ■ . (n + m — t) 

1.3.3.. . .(m— 1) ’ 

Quindi fteendo snceessivsmente in questa m=l, ms3, «n = 3, se., si avranno 
i corlQcienii degli sviluppi delle poleuie (1 — s)-*, (1 — 1 )->, (1 — s)— >,ee., i quali 
CoslitniscuQO le serie qui appresso 

1, 1. 1. 1, li 1, ec. 

1.3. 3, 4, 5, g, ec. 

[3] 1. 3, 8. 10, 18, 21, ec, 

1, 4, 10. 20, 38, 8», ec. 

1, 8, 18, 38, 70, 120, ec. 
ec. 

le quali son detta serie de' numeri figtiraii, e che, esclusa la prima, hanno tispet- 
tivsmcute per terniini generali , come dalla 13] si traggono 


w 


n + X |n4.1)(n + 3) (n-i- 1) (« + 2)(n +3) 

1 ’ 13 ’ 1.8.3 

(n + l)(n-h2) (n-f 8)(n -f ») 


Queste formole, come ehisrimente si scorge, col porre nella prima n — 1 in Inogo 
di n, nella seconda n — 2 io luogo di n. Della terti n — 3 io luogo di n, ec. al 
ctogiano ne’ eoeflicienii dello sviluppo di (x-i-n)>. Allora serivendo le selle [3] co- 
me qui appresso ai vede 

1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ,. .. 

1. 3, 3. i, 8, 0, . . . 

1, 3, «, 10, 18, .. . 

[31 1,4,10,20.... 

1, 8, 18,. .. 

1 , 6 ,... 

, 1 , • • • 
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' Seni esponenziali e logaritOìirhe. 

880. Poiché la funzione esponenz.iale o’’, per a: = 0 diviene 4, cosi nello 
Sviluppo di a* porremo 1 per primo lermìne , e scriveremo 

o* = 1 + Ai + Bx*+ Ci’+ Di'+ ec., 

essendo B» C, D . . . de' coefficienti da determinarsi, e che si suppongono 
indipendenti da x. Volendo trovare questi coefficienti , ci avvarremo della 
noia proprietà o* X <** = 

' Cangiando intanto, nella serie precedente, i in y, e i in x + ii sdcces* 
sivamente, avremo 

ov ! + Ay + By*+ Cy’+ Dy*+ ec. 
a-'+y = 1 + A(x + y) + B(x + yy+ C(x + y)’+ D(x + y)‘+ ec.j 
e quindi, per verificare la relazione a'Xav = o'+:', debbesi avere 
1 + A(x + y) + B(x + y)'+ C(x + y)’ + D(x + y)*+ ec. = 

(i + Ax + Bx*+ Cx‘+ Dx‘+ ec.) (t + Ay + Hjf + Cy’-}- èc.)* 

Eseguendo le operazioni indicate , e considerando particolarmente la parto 
che contiene la prima potenza di y in ciascun membro , queste due parti 
dovendo essere eguali, s‘ avrà 

A + 2Bx + SCx® + 4Dx’ + ec. = A + A'x+ ABx»+ ACx’+ ec., 

poiché quest' eguaglianza dev' essere una perfetta identità, qualunque sia il 
valore di x, le potenze simili di quest' incognita debbono avere eguali coef> 
ficienti , e però s’ avrà 

2B = A% 3C = AB, 4D = AC, cc. 

donde si trae ’ 

A> « A‘ 




+ ec» 


e con questi valori la proposta sèrie diviene 


«* = 1 + Ax+ 


A'x’ A’i> 


A*x‘ 


+ ec» 


2.5 ‘ 2.5.4 

' La quantità A rimane tuttavia indeterminata \ ma sì giunge semplicissH 

« 

inamente a determinarla , facendo Ax = 1 , ovvero x = _ ; imperciocché 

A 

secondo questo valore si ha 

X « 4 4 4 

o‘=2+^+— 2 + 2-j_+ec» 

e rappresentando, secondo l’uso, con e la quantità rappresentata da cote^ 


si ivrsnno in eisteons colonna i eeeSleienti delle vatie potente (x+a|", e propria* 
mente la colonna del posto n mo conterrà I eoeflieienti di (A + a)»-‘. 

Il quadro [5] porta enmanemente il nome di trìanjolo aritmttieo di Pascal, per. 
chè a qoesto dotto oe fa tttribaila la tcoperta. Ma P illastre Liaai nella sua Bi- 
stoira dea mathématiquaa an Italia , rieindicò all' Italia questa acorerta mostrando 
coma il TAaTACLiA , prima del Pascal detta, lotto alta forma , e par essa triaogo* 
lare , il quadro [5]. Ved. Taitaglia — Opera pàg. 

Fourcy Algebra. 87 
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sta serie , avremo o* = e, e prendendo i logaritmi de'due membri, in ua 
sistema qualunque, avremo i log o = log e , donde A = 

Per maggiore semplicità si posson prendere i logaritmi nel sistema di bas® 
e perchè allora dinotando con L i logaritmi relativi a questa base , si ha 
Lt = 1 , A = Lo , e per conseguente 

, , , a-’(Ln)* x^'(I>oy 

o’^ = l+a:La+ +-V -3 +“• 

Se l’esponenziale fosse c', allora dovendo mettersi o=:e , e quindi csf- 
sondo Lo = Le = 1 , la serie precedente darà 


«* = 1+»+^ +-— + ec. 

S81. Volendo svolgere la funzione log*, in serie della forma A + B* + 
C*’ + ec., è bene inutile il tentarlo, essendo che per * = 0, log * diviene 
infinito, mentre detta serie si riduce ad A. Ma si cercherà invece lo sviluppo 
di log (1 + x) -, e poiché x = 0 dà log (l + *) = 0 , si porrà 

[Ij log (t +x) = Ax + Ba* + Cx’ + Dx*+ec. 

Cangiando <r in *+y verrà 

[2] log (1 + X + y) = A(x + y) + B(r + y)- + C(x + y)’ + ec.; 

Inoltre, essendo 1 +x + y = (t +*) 

log(l + x+i/)= log(l+*) + log ; 

e ponendo nella [1] in luogo di x si ha 


(‘ + K+ì) = 


quindi ne viene 

[5] iog(i+x+t/) = iog(i+x)+ 


+ ec. 


■V 


Or , paragonando questo sviluppo all’ altro [2] , i cocITicienti delle potenze 
simili de’ due svilujìpi ordinali secondo le potenze di i/, debbono essere uguali: 
secondo ciò, dal paragone de’ coefficienti della prima potenza si ottiene pri- 
mamente l’ equazione 

A+2Bx-t-3Cx*-l-'4D*’-l- ec. = 

indi , facendo sparire il denominatore I-f-x , e togliendo il termine A co- 
, mune ai due membri , si trova 


(2B-l-A)x-l-(5C+2B)**-l-(4D-f 3f,)x’4.ec, 0 ; , 

e poiché X dev’ esser qualunque, cosi dovranno aver luogo le ugnagUanit 
2B+A = 0, 3C+2B=:0, 4D-l-òC=0, ec. 

donde si trae 


B_= — 


A r — A 

2 1 ^ — 5 > 
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c qniodi •oslitueudo ia [1] s’ uvrù fiiuihiicntc 


i6l 


[*] 


log (1 +x) = A (of- 1*+ y’ - + ec. ) 


La costante A che resta tuttavia indeterminata , sì determinerà istituendo 
il calcolo seguente. Si divida da prima la [4] )>er x e ottiensi 


p] 




nella quale espressione si vede che il secondo membro si riduce ad A, per 
a; = 0 , memtre il primo prende la forma Volendo intanto determinare 

il vero valore di questo primo membro , si ponga a; = - , e s' avrà 
inoltre sviluppando , seeondo la formola del binomio , si ha 




un — 1 /IN* . n n — 1 n — 2 /IN* 




+ ec. 


+ 0 (’ “ D 0 “D 

Or l’ipotesi » = 0 corrisponde a n = oo, e per questo valore il secondo 
membro della precedeute eguaglianza si riduce alla serie numerica già trai* 
tata (Sito), cioè 

* = '+ì + 0 + 2XÌ+‘^-> 


quindi la [5] nell’ indicata ipotesi di x = 0, diviene log e = A -, e però si 
avrà finalmente 

[6] log(t+»)=log*(x-|:+f-|'+ec.) 

Sin qui i logaritmi potevano appartenere ad un sistema qualunque ; ma 
se si prenda per base e e sì dinotino, come sopra, con L ì logaritmi rela- 
tivi a questa base, e tenendo presente che il logaritmo della base è 1, avremo 

/y«9 ai 4 

[7] l(i+x) = x-^+f-^ + ec. 


582. Dai calcolo istituito per determinare A, risulta ehe il valore di que- 
sta costante è il rapporto Ira log (1 a:) ed j: , quando x è quantità pic- 

éolissima ; laonde questa eostante è (piella stessa i he fu cliianiata uioduto (5-l.à). 

Egli è del resto evidente che dal sistema neperiano si passerà aqiuilun- 
que altro sistema*, moltiplicando i logaritmi neperiaoi per il modulo di que- 
sto secondo sistema, il quale si è vedulo essr;re eguale a ligc. Ma se si 
dinota con a la base di questo sistema, si ha palesemente a*"»' = *; dunque 
prendendo i logaritmi nejieriani de' due membri , verrà log* X L« = * r « 

quindi dinotando con M il modulo, si avrà egualmente SI = log *, M = 
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583, Le serie [ 6 ] e [7] son convergenti solo pe’ valor! di ar minori di 
nondimeno servono esse a trovarne delle altre che conven^no ai valori mag- 
giori di 1. Cangiando in fallo j in — * nella [7] si ottiene 

X* aj’ ** 

= 2 - 5 - 4 - ec* 

e sottraendo quest' espressione dalla stessa [7] s' avrà 



Or , ponendo 


1 -1- X 
i — X 



donde x — 


% 

2n + * 


1 


osservando che secando questa relazione 


L 


1 + X 

1 — X 



= L 


n + f 
n 


L(n + a) 


Ln ; 


s' avrà finalmente la nuova serie 


[8] 


L(n + s) = Ln + 2 


1 r 1 f -'-V 

(2n+s^ 5 V 2n + a/ ^ 5 \2« -H a/ 



)a quale è commodissima per passare dal logaritmo neperiano di n a quel- 
lo di n 4 - A. 

Calcolati che saranno i logaritmi nel sistema neperiano, si trasporteranno 
nel sistema decimale, moltiplicandoli pel modulo di questo sistema ; e per 
over questo modulo basterà conoscere • logaritmi d’ uno stesso numero nel 
due sistemi (352) e dividere il secondo logaritmo pel primo. 11 numero die 
meglio giova per questo cuilcolo è 10 , b;ise del sistema decimale , perchè 
allora il suo logaritmo essendo 1 , basterà solamente sapere il logaritmo ne- 
periano di 10, pel quale divìsa I' unità s'avrà nel tempo stesso il modulo 
cercalo. Or volendo calcolare questo logaritmo neperiano , si calcolerà do 
prima L2 , facendo nella forinola [ 8 ] n = a=l -, indi si calcolerà il loga- 
V'ilmo di 4 che è lo stesso che 2L3 1 e ponendo poscia in [ 8 ]n = 4, 

«i calcolerà per mezzo di questa serie e del logaritmo di 4 già trovalo, quello 
di fi- Finalmente, noto questo logaritmo di 5, s' avrà quello di 10, mercè 
la forraola LIO = L2.3 = L2 -f- Lo, cioè addizionando il logaritmo di 2 con 

5 uel di fi. Cosi facendo s'ottengono i due valori, già altrove trovati, L10=9 
02 092 , . . M = 0 , 434 294 481 . 


Otservasioni sul numero e, 

fim, Itiprendiamo lo sviluppo della potenza ^1 + dato nel n.* 58f , 
pel qqale n A pq numero intero e positivo. Abbiamo colà supposto che l’ ipo- 
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tesi n = ao , riduccTa il secondo membro alla serie numerica, il cui yidora 
è dinotato da e , che si pronto nel n.* 580 , cioè : 

[2] « = 2 + i + ^+^ + ec 


lo (^tal modo operando si è venuto a considerare il numero e come il va- 
lore di per n = oc . Intanto le parti del detto secondo membro , 

le quali nell' ipotesi di n = « s’ annullano, sono esse stesse in numero in- 
finito , e per sifliitla ragione , si può dubitare che e non abbia ad eswre 
esattamente il valore che deve prendere questo secondo membro. A togliere 
ogn' ombra di dubbio , passeremo a dare le spiegazioni Mguenti. 

£ primamente prendiamo nella serie [2] solo n termini, e scriviamo 

E = 2+g+^+ + 23bl- 


Dinotiamo con N il primo membro della formola [t] , ed osserviamo che 
se, in ciascuno de' prodotti che compongono il secondo membro, si riduco- 
no tulli i fattori ad essere eguali , il valore di questo membro diminuisce 
Donde segue che scegliendo convenientemente una quantità positiva G , si 
potrà scrivere 


e quindi s’ avrà : 

' - !)■] -éi 


Tenendo presente la formola 1 — a? = (t — a) (t + a -f- a*+ ec.) sarà fa- 
cile scomporre ciascuna quantità tra parentesi iu fattori e scrivere 


E - N =~+2 




2 5 

Or, se nel secondo membro sopprimiamo tutte le frazioni — -, — -,ec. que- 
sto secondo membro palesemente si aumenterà *, e volendo ristabilire l' egua- 
glianza , converrà sostituire a G un’ altra quantità G' > G : cosi s’ avrà 


» 4/122 


5.3 


2^ 2.3^ 2.5.4^ 2.5.4.S 


1 - 


4.4 


+ 



Inoltre , si ha 2 . 2 < 2.3 , 3.3 < 5.4, ec., cioè , in ciascuna frazione che 
segue i , il numeratore è minore del prodotto de’ due ultimi fattori del de- 
nominatore, cosi, dinotando con G'' una quantità maggiore di G', s’ avrà 
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ovvero, osservando che la quantità in parentesi è uguale ad E — 


1 

1 > 


sarà 


e_n= 1 (e_ 1 )-c", 

donde si trae 

n=e_ 1 (e- 1 )+g's 


Posto ciò, facendo » 3 =ao , E diviene e; e da un’altra parte essendo evi- 
t 1 1 

dente che + + g + « < 3 (143) s’ avrà, per essero 


infinito il divisore n 

lini. W = e + G'"« 


Prima dì Ihre n = <» , e quando n è un numero qualunque, è chiaro che 
N non può sorpassare E •, e poiché , inoltre abbiam detto essere G" una 
quantità essenzialmente positiva , così pure , nel limite , il numero N non 
deve sorpassare e, e la quantità rappresentala da G'" non poò 'essere ne- 
gativa. Da ciò si raccoglie che l’ultima eguaglianza è impossibile, finché noe 
sia G"'— 0 -, e quindi risulta liin. N = e , come si voleva provare. 

5R.3. Passeremo ora dimostrare che « numero e è incommensurabile. 

Dalla slessa serie [2J si vede che e > 2, ed è facile dimostrare che sia 
pure e < 3. In elTclti , la somma i + + «c- i ® minore della progres- 
sione' geometrica i + -f- ì -i- ec., e quest' ultima somma è itguiile ad t ; 

si che e cade tra 2 e 3 , e non può , per conseguenza essere un numero 
intero. 


Ammettiamo intanto die possa essere e un numero frazionarioS eebe sia 

? 


». 1 1 
--2 + 2 +-^ + 


q ■ Z • 2.0 ■ ' ì,ò...q{q + i) 

MoUìplicando i due membri di quest'eguaglianza per 2 . 3 .. (9 — 1 ) 9 , s'avrà 


1 


s+ ec. 


2.3 .. .(5 — l)p= M -I- 


?+! (? + l)(9+2) 


d*cc., 


essendo M un numero intero. Or le frazioni aggiunte ad M sono minori della 
progressione geometrica 


la quale sommaè = -’, dunque se l'ipotesi ammessa fosse possibile, ne se- 
guirebbe che aggiungendo all’intera M una frazione minore di ^ , il risulta- 

mcnlo s,nn'bbe un numero intero, il di' è assurdo. Pertanto il numero e 
è iri'azionale 

580. Si può altresì dimostrare, come ha (atto il sig. LiovviliiE nel tomo V 


(143) Ved. il numero seguente. 
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del suo giornale di malematiche, che il numero e non può eisere la radice 
(T un' equazione di ttconio grado a coefficienli razionali. 

Suppooiamo in fatto che ciò sia possibile e che s’ abbia 

Ae* + Be + C = 0 , 

ove A è un numero intero positivo, e B, C sono de' numeri Interi posHivi 
0 negativi. Cotesta equazione divisa per e dà ‘ 

he B^=0* 

Or, se nella serie che esprime il valore generale di e*, si fa x = — i, si 
il 1 

trova - — ec., e sostituendo, nell’ equazione preceden- 

te , ad e ed i loro sviluppi in serie , s' avrà 

^(^+1+23+®*"’) + ^ ec.) + B = 0. 

Sia n un numero che si può supporre grande quanto si vuole -, moltipli- 
chiamo quest’ eguaglianza per 1. 2. 3 ... (n — i), trasportiamo nel serondo 
membro tutti i termini interi , e dinotiamo con p, questo secondo membro-, 
avremo cosi 

A T- -I- / • V - ,s 4- it fi f- T~rT\+ 

ovvero , soli’ altra forma 



La quantità contenente A è positiva e può altresì essere tanto piccola quanto 
sì vuole , perchè la quantità in parentesi, e che moltiplica ^,èchiaramen- 

te minore di 2, ed n è un numero tanto grande quanto si vuole. La parte 
contenente C può essa pure essere riguardata come positiva, imper< iot-chè, 
se C è positiva , si prenderà n pari , c , se C è negativa , si prenderà n 
impari: inoltre è chiaro che questa parte sarà pur essa per quanto si vuole 
piccola. Da ciò si raccoglie che il primo membro dell’eguaglianza precedente 
può supporsi eguale ad una frazione piccolissima , e , così essendo , ess;i 
eguaglianza è impossibile , quand' anche l’inlcro p. fosse zero. Egli è dun- 
que assurdo il sup{»rre che possa essere e radice d’ un’equazione del secondo 
grado a coefficienti razionali. 

Lo stesso Lioovillb dimostra eziandio che anche il quadrato e'' é numero 
irrazionale , come si può vedere nell' indicato giornale di matematiche. 

587. Il numero e viene spesso in uso nell'analisi: il suo valore in deci- 
mnli, s’ottiene da pochi termini della serie che lo rappresenta, ed è e=C, 
718 281 828 . . .,co 0 ic fu già riferito nel n." 346. (juesto viiloce non può 
essere periodico; penhè, se ciò fosse, potrebbesi esprimere in frazione or- 
dinaria, nè sarebbe piti incommensurabile, contro il già dimostrato. Ancora 
se vogliasi esprimerlo in frazione continua, questa non sarà periodica-, per- 
chè se lo fosse, allora il numero e sarebbe radice d’ un’equazione del secondo 
grado a cocQicieuti razionali (530), il che è altresì contrario a ciò che ab- 
biamo qui innanzi dimostrato. 
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Jfitnotlratione delle formale precedenti merci la diretta 
coneideroiione delle urie- 


KR» Se oer doco s’ abbia riguardo alle osservazinnl generali nel n.« 57» 
pi S SluSJi in serie, non si starà mollo a r conoscere quanto, 
L?tn il raowrto del rigore , lascino a considerare i met^i da noi uMti. 
Or voLdoTorre^^^^^^ ciò che essi hanno d'imperfetto « /aremo a cons.d^ 
SfJwSe in I stesse , e a provare che esse sono nel fa lo egm.l. alle 
dalle anali sono state dedotte; ed in ciò fare, «gu.remo i; analisi 
wmienle che fu data da Dbstainville nel tomo IX degli maf^ 

ràè pubblicati da Gbbgonse. Forse non ha essa tutto il rigore che si po^S^ 
d^?dtrare e nOTdiroeno temerei di complicarla apportandovi dei cambiam^tu 
^ 5S. Consideriamo le serie indefinite qui sotto scritte, e che supponiamo 

essere convergenti; 

,(tt) = 1 + o I + o(fl + + ^)C« + 

= 1 +b^ + b(p + k)^ + bil> + k)(b + ìk) + 


f(a + 6) — 


1 + (« + ò) f + C® + *») (fl + ^ + ^) 1% 

+ {a + b){a + b + k){a + b + ^k) + ec. 


È da avvertire che il simbolo s(o) è qui usato come segnatura a*>?reviala 
per dinotare la prima serie -, e poniamo per convenzione che se in qiw- 
.sta serie si rimpiazzi o con una qualunque lettera «, la "““'f “*‘'® 
rappresenUta da *(u). Posto ciò, passiamo a dimostrare che si ha sempre 

Pe^ la^qual cLa^faremo il prodotto f (o) X fW» «1 eseguendo con ordine 
la moltiplicazione , troveremo 


1 + a 
+ b 


f + <« + *)' 

+ 2 aò. 
+ b(b + k)\ 


♦(a) X ^(b) = 

|^+ ®C® + ^) (a + TÌ3'*' 

I ‘ 4 . 5nb(a + k) 

+ 5a6{6 + k) 


Paragonando questo prodotto con p(a + b ) , tosto si vede che i due PcijnJ 
termini sono gli stessi ne’ due sviluppi; e tali sono ancora i terzi termini, percne 

0(0 4. jfc) + 2aò + 6(6 + fc) = o(a + t) + nò + o6 + b(6 + k) 

= n(a + 6 4- ifc) 4- 6(0 4- 6 4- k) = (a + 6) (o 4 - » + 

Continuando il paragone tra i coefficienti delle potenze simili di z ne’ due 
sviluppi, si troverebbe sempre l’eguaglianza tra questi coelficienti ; ma, per 
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^iù generalità, dimostreremo che, supposta verificata l’ eguaglianza sino ad 
una qualunque potenza ìnclusivumente , l' eguaglianza dovrà tuttavìa 
sussistere tra i coefficienti della potenza zr. 

Ponendo ben mente, sarà facile scorgere che i termini in e sr, nel 
prodotto eCo) X <t(P) > sono 


a(o + *) (a + 2*) (a + 3*) [a + (p - 2)t] 

+ + k){a + ìk) [a + (p - 3)*] 

+ Kb + *Ma + *)... [a + (p - 4)*1| 

+ + A-)6(6 + *)... [fc + (p _ i)k]\ 

+ ^^oò(6 + i) (6 + 2*) [6 + (p - 3)fe] 

+ b{b + h)(b + ìk) (6 + 3*) [6 + (p- 2)*] 


jjp-« 

1.2...(p-t)’ 


<a + *) (a + 2*) (a + 3*) [a + (p - 1)*] 

+ Pòa(o + *) (a + 2*) (a + 3*) . . . [o + (p — 2)i] 


+ 5-^-^ Kb + KKfl +b‘) [« + (P — 3)*]^ 

+ f aia + kXb + h) [6 + (p - 3)*] 

+ £o6(6 + *)(6 + 2*)(6 + 3*)... . [6+(p_2)it] 
+ b(b + k)(b + 2*) (6 + 3*) [6 + (p - 1)*] 


Ora osserviamo che , nella parte in zp, i moltiplicatori ove entra p sono 
anscettibile di assumere altre forme , come qui appresso vien segnato : 


p_p — i 

i~ 4 


+ *, 


g P — * _ P — < P — 2, P — i 
4* 2 1 ' 2 4 ’ 

Pg_— IP — 2_p — 4p — 2p — 3 , p_<p_2 

4* 2 * 3 “ 4 ■ 2 • 3 

ec. -, 

sicché tutta la quantità moltiplicata per zp può spezzarsi in due parti, delle 
Fourcy Algebra. 38 
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quali una contiene il fattore o in tulli i suoi termini, e V altra contiene » 
fattore b. Coleste parli sono ; 

(a + t) (o + 9*) (a + 3fc) [o + (P — <)*3\ 

+ P_-i + *)(« + 2A) [a + (P - 1 

+ £_-_i b{b + k){a + k)...[a + Cp-5)fcl|^_«I_^. 

+ ?L^ (a + *)fr(6 + *) [6 + CP - S)*] j 

+ b(b + k)(b + ik) [6 + CP — 2)*]/ 

o(o + fe)Ca + 9jfc) [a + (P-2)*]\ 

+ PJ^* (6 + ifcXa + k) [o + (P — 1 

+ P_^ P_!^ <a + *)(«»+*)•••[*»+ CP - 1.2...p" 

+ fl(b + k) (6 + 2k) [M- (P - 2)k] j 

+ (6 V *) (6 + 2k) (6 + 3k) [6 + CP — 1)*]/ 

• * ^ 

Il coefficiente della prima parie è ciò che diviene quello di---^ ^ 

quando vi si sostituisce a + k in luogo di a •, e quello della seconda parte 

^ zr-' . 

è ciò che diviene lo stesso coefficiente di ^ ^ , quando vi si so- 

stituisce 6 -p k io luogo di b. Or, per ipotesi, questo coefficiente è lo stesso 
che quello di ^ S«PPO“® 

libile della forma 

(o -f- b) (a -|- b -f- k) (o 6 2fc) . . . [o b -1- (p — 2)k3 , 

dunque le due quantità che moltiplicano nella precedente e« 

pressione s' otterranno cambiando in quest’ultimo prodotto a ino-|- k, eb 
in b -I- k ^ e poiché ciascuno di questi cangiamenti dà il mKlesimo risulta- 
menlu 

(a+b-l-k)(a-eb + 2k) (o-t-b + ók)...[o + b + (p — t)k], 

cosi , avuto riguardo a questo fattore comune , la somma de’ due indicati 
. oaP bif 
moltiplicatori di 

fa + b) (a + b + k) (a + b + 2k) £a-fb+(p — t)k3 ^ p > 

la quale è identica col termine in zf della serie ^(a -1- b). 

Pertanto, ammessa l’eguaglianza ne’ termini delle serie rappresentala da 


Digitized by Google 



LEZIONI D* ALGEBRA. 45<) 

♦(“) X »(*) e ^(a + 6) , sino ad una corla potenza di » , essa eifMa^lianza 
reggerà tuttavia per la potenza immediatamente suiwriore. Ma (|iic$t' egua- 
glianza è stata direttamente verificala pe’ tre primi termini, quindi esS ha 
pure luogo pel quarto , e però ancora pel (plinto , e cosi appresso. 

590. I.a proposizione or dimostrata, in altri termini, significa clic la se- 
rie «(a) ò tale una funzione di a che , per moltiplicarla per una funziono 
simile di ò, basta addizionare a e b. Sotto questo rapporto, essa è perfct- 
lamente analoga all’esponenziale nel quale Z fosse una quantità indipen- 
dente da oi e ques’ analogia, come qui appresso vedremo, sussiste tutta- 
via nelle conseguenze (144). 


(M4) Ecco qoi appresso l'sndaineDto di esleolu, col qaile il signor Cadcby (Cun 
d'analyte, pag. 100) determina la forma della funzione flai , proponendosi il se- 
guente 

Problema. Determinare la funzione ?(x) in guisa thè. Tettando continua tra due 
limiti reali qualunque , t abbia , per tutti i valori reali delle variabili x ed » la 
relazioue ' ' 


Osaervaiida primamente ebe se nella [1] si fa ysx, ne viene 


c mutando 2x in x si ha 


q(2x, =. rq(x))>, 
^(x) = 


si che si raccoglie che la funzione ^(x), propria a verificar la [IJ non può ammet- 
tere <bo soli valori positivi , esssodo essa no quadrato. 

Dopo di ciò , se nella [13 si ponga y-+-s in luogo di y , n’emergerò 


I • t[**Hl-h*)»l>(x)xKy -te) I 

ovvero , per la stessa [I3 


» -Hi + *) = ? (x) X q(y ) X p a). 

Ccniinosiido a porre x-ì-u in luogo di a , e cosi appresso, se ne conchioderà che 
sia qualunque il numero delle variibili x, y, *, u, ec. s’avrà 

?(®-+- y-P* -i-u-f ..) = ì(x) ^(y) x^(z) Xf;u)... 

Or supponendo che questo numero di variabili sia m , e che sia 
® = y=* = u=...=», 
essendo x una costante positiva , la formolo [3] diverrà 


[33 q(oi«) = [ql»))". 

Onesta tormola dal modo ®nd*è dedotta, vale per m intero e positivo ; nulla di meno 
può diiiiusirarseue la legittimità per qoaluuque aia m. E per fermo sieno « ed * su- 
meri iiiieri e positivi , c si faccia 


sarà cosi 

= ma , 

■ ?>!*) = ?( ma) , 

ed essendo n ed m interi c positivi, sarà per la [Jj 

q(n,l) = [q(^)]a, q(ma) = [q(a)3*, 

e quindi 

laonde , estraendo la radice nma da ambi i membri , e rimpiaizaudo fi col suo va 
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Si prenda l’equazione dimoslratu 

[1] »(o)X#) = »(a + fr). 
«impiazzando a con a — 6, il che è lecito , essa diviene 

e(a — 6) X 9(6) = 9 (")i 

donde si trac 

[2] l(“) = e(a_6). 

Cangiando, nella [l] /> in f' + c, si ha 

9(o)X 9(6 + c) = 9(a + 6 + c); 


loro —A, •' arri finalmente 



laonde la [ 3 ] ha luogo ancora quando m è rrazionario. E supponendo che la Trazi»* 
ne — varii in guisa da eoDTergera verso un numero qualunque f*, passando ai limiti, 

fi 

la [t] reggerà lunaria e s’arrà 

[ 5 ] 

In qnesto modo reata provato che l’esponente m nella [ 3 J può essere un qualunque 
anmaro positivo. 

Facendo quindi nella CS] a = < , avremo ancora 
[«] t((*) = 

e se il numero (s lo racelamo convergere a sero , avremo ancora a questo limite 

,(0) = C9(1)]°«=1. 

Ha se nella [ 1 ] si faccia «=pt, ed y = — |z, s’ottiene 


9 ( 0 ) •=" 9 ( 1*1 X 9 (“ (*)> 

quindi in virth della precedente formola sarà 

. 9f(*! ft)=i , 

donde si trae , tenendo presente la [6| 




laonde la [6] regge eltresi cambiando ft io — |x; il che mena alle eonsegoenza che 
eia X una qualunque quantità positiva o negativa sarà sempre 


m 9 (»)'=C 9 (l))*- 

Or 9(1) non può essere altrimente che una quantità costante, e positive, perchè la 
fnnzione f non poò esser mai negativa come si è dimostrata ; dunque dinotando eoa 
A questa costante avremo 
[8] 9 (x)=A*. 

Pertanto è questa la forma della funzione 9(x) propria a verificare l’ equaziona 
’ proposta 

9(x 4 - y) >= qi{x) x ®(y). 


Ancora si può dimostrare che la costante A poò avere nn valore qualunque che 
sia compreso tra zero e infinito ; imperciocché, per qualunque valore di A, la fun- 
zione Ac resta continua da x = —-a> sino ad x=b 00 (ved. nota ), e d’al- 
tronde ai ha identicamente , qualunque sia A 

A*+» = A' X A’'. 
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ma in virtù della ste^a [1] si ha p{b) x i>(c) = iK*+Oi dunque 
♦(®) X p{b) X i>(c) = b(o+6+c). 


Cangiando c inc+d, e continuando il ragionamento allo stesso modo, qua- 
lunque sia U nunnero de’ fattori , s’ avrà sempre 

♦(“) X 9ÌP) X = 9 (a + 6+c+...). 

Quindi supponendo a = = c = ..., e supponendo essere m il numero de’ fat- 
tori , avremo da quest’ ultima fonnola 


[5] 


[♦(«)]" = »(*"«) 


I Sostituendo , in questa, ^ ad a , si ottiene 
per r espressione delle radici , si ha 



= ♦(«) , e quindi. 


- La formola [3] è dimostrata pel caso in cui 1’ esponente m è intero e 
positivo , nulladimeno può essere estesa parimente al caso deli’ esponente 
positivo e frazionario , osservando che per le formale precedenti si ha le- 
gittimamente 

V' [t(u)]" ~ v' > 


ma V [?(“)]* ^ stessa cosa che [t>(o)]», dunque 

CMP=f(T)- 

Che se poi si volesse verificare la legittimità della [3] nel caso dell’espo- 
nente negativo, si osserverà che, dinotando con m ed r due numeri positivi 
qualunque , si ha per le cose dimostrate , 

L C )] [<p(a)]"+’' p(tna+ra) 

ovvero 

[6] ' = ?(— ma). 

Pertanto qualunque sia l' esponente »i si ha sempre [p(o)]" = p(ma) , e 
ponendo in quest’ eguaglianza in luogo di p(a) e 9 {ma) i corrispondenti svi- 
luppi in serie , ne verrà : 

[7] r^+of +o(o+fc)-^ + a(a+h) (o+2*) ì^+ec.]-= 

1 + ma I + mo(ma + A) ^ + m«(ma -I- i) (mo + 2i) -H ec. 

891. Poiché in quest' equazione a e k sono due quantità qualunque, po- 
tremo fare o = l e k = — 1, e cosi se ne trae: 

(w.)-=<.>g . 4 a- u szl Ul-J) ^ . 

I 1 . z i • z • 5 

e rimane con ciò dimostrato che la formola del binomio ha luogo per un 
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esponente qualunque, perchè già si sa come lo sviluppo di (a-t-x)«si possa 
ridurre a quello di (t+*)". 

592. Facendo nella stessa equazione [7] t = 0, a=z = l, m = «x, 


s' avrà : 


( 1 1 \«* , €tX a*x' a’X’ 

2+2+23+“-) =^+r + TF +TX5+“- 


ma la quantità in parentesi nel primo membro è k> stesso numero e, base 
de' logaritmi neperiani , dunque 


e** = l + 


ax a*X* «’x* 


Or , ponendo e* = o , sarà a il logaritmo neperiano di a 
la serie esponenziale del n.“ 580, cioè : i 



x^CLo)’ x^Lo)» 
+ 1.2 1.2.3 


+ec. 


e si trova cosi 


593. Volendo dalle serie esponenziali passare alle logaritmiche , si can- 
gerà , in quest’ ultima formula , a in 1 +x, ed x in m, e s’ avrà : 

. . mL(l + x) m*[L(l+x)]* 

(l+x)-=l+ — -+ 4 7 3 " - +“•> 

ma sì ha , in generale 

(1 +x)" = 1 +m^+in(m — l)^^+ec., 

quindi sarà : 

= f +(”-') 5) fX3 +“• 

Facendo da ultimo m = 0, ne viene 

I ri , X X'* x’ X* 

L(l+^) = 4-2+T“T+e'=- 


Genertuione delle serie ricorrenti. 

594. Abbiasi la frazione 

a' 

a+bx' 

e si esegua h divisione di a' per a + b, secondo la regola ordinaria della 
divisione: si troverà per quoziente una serie di termini, dipendenti tra loro 
secondo una legge che tosto si rende ajK^rta. 

Invece di far la divisione, si può notare che la precedente frazione equi- 
vale all’ espressione o'(a -1- 6x)”', e però si può sviluppare secondo la for- 
mula del binomio. Nondimeno il metodo de' coeflìcicuti indetenninali, oltre 
al condurre ai medesimi risiiltamenti, sarà di più vantaggiosa applicazione, 
cpiaiido la frazione saia più complicata. 

Gli stessi principi della divisione c’ insegnano che il quoziente di a' per 
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a 4- &JT è un polinomio della forma A + Bx + +' ec., e però porremo 

= A + B* + Cx» + Dx’ + ec. , 

essendo A , B, C, D.... de’ coefficienti che si dovran determinare. MoltipU* 
cando per a-t-òx la precedente eguaglianza, verrà 


a' = Ao + Ba 

x + Co 

x’ + Da x’-hec., 

+ AÒ 

+ BÒ 

1 +Cft 


e poicliè questo rìsultamcnto dev’essere un’identità, indipendentemente da 
X, cosi avran luogo le diverse uguaglianze 

Ao = a', Ba + Aò = 0, Ca-i-Bò = 0, Da+C6 = 0, ec., 
donde sì trae 

A=^, B = -ÌA, C=-J B, D = -|c, ec.; 


e quindi si raccoglie che moltiplicando un coefficiente' qualunque, per — 
s’ottiene il coefficiente seguente; o, ciò eh’ è lo stesso, ciascun termine 
uguale al precedente moltiplicato per — 

La serie or considerata è una semplice progressione geometrica ; e pas^ 
sando da questa ad un’ altra alquanto più complicata , supporremo data la 
frazione 

a' + b'x 

0 +òx+cx*’ 

c porremo 

o' + h'x 

— — r ; = A+Bx+Cx’+Dx’+ec. 

a + bx+cx^ 

Da quest’eguaglianza si ricava 


a*+i*x = Aa+Ba x-fCa 

x* + Do x’+ec., 

+ kb +Bb 

+Cb 

+ Ac 

+ Bc 


e por la stessa ragione di sopra 

Ao = a', B«+Aò = ò', Ca+Bò-t- A g = 0, 
Da + Cb +Bc = 0, ec., 

donde si deduce 


A = -, B= 
a 


V—kh 


— ® A — -B, D = — -B — -C,ec. 
a a a a ’ 


Qui sì vede che ciascun coefficiente , a partire dal terzo, è la somma*dei 
due precedenti, moltiplicati rispettivamente per — ^ e—-, ovvero, ciò eh’ è 
lo stesso, ciascun termine è la somma de’ due precedenti moltiplicati rispet- 
tivamente per — — e — . 

. • a a 
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Poaendo slmilmente 

a'+b'x+c'x'_ 

a+bx+cx*+dx' 


A + E* + Cx* + Dar* + ec. 


ni troTeii che ciascun termine della serie , a partire dal quarto , si com- 

pone mercè i tre termini precedenti, rispettivamente moltiplicati per — , 

cx* bx 

a ’ a* 

£d in generale , per analogia , si conchiude che una frazione della forma 
o'+ Vx + c'x*+ .... + 

« + 6a: + car“+ .... + Ar" 

deve dare origine ad una serie , ciascun termine della quale a partire da 
quello di posto (m -{- 1) mo , si comporrà degli m termini precedenti , ri* 
spettivamente moltiplicati per 



Or è da sapersi che una serie a questo modo formato s'addimanda serie 
ricorrente, e il complesso delle quantità per le quali si debbono rispettiva- 
mente moltiplicare taluni termini consecutivi, per avere il seguente, si chiama 
scala di relazione. Ancora, secondo che il numero di questi termini è uno, 
due , tre , ec. , la serie si dice essere del prim’ ordine , del second’ ordine^ 
del terz' ordine , ec. 

Quando la funzione che si sviluppa ha il numeratore di grado superiore 
a quello del denominatore , o anche di grado eguale , si scorge, dal modo 
stesso onde si determinano I coefficienti dello sviluppo , che la legge della 
serie sarà tuttavia la stessa : solamente potrà essere ritardala. Dal resto , 
se si veglia, si potrà anticipatamente scomporre la frazione proposta in una 
parte intera ed in un’ altra frazionaria, nella quale il grado del numeratore 
sia inferiore a quello del denominatore. 

595. Nella precedente esposizione ci siamo unicamente attenuto ai termini 
interi del quoziente, perchè volevamo farne notare la legge di loro compo- 
sizione. Ma se aver si volesse il quoziente completo , sarebbe d' uopo ag- 
giungere ai termini interi la frazione proveniente dal resto della divisione^ 
e, dopo le osservazioni fatte in un caso analogo (573), questa frazione non 
dev’ essere soppressa , neppure quando il quoziente si prolungasse indefini- 
tamente, a meno che non si provi che in questo caso detta frazione deve 
esser nulla. Or, è agevole il dimostrare che ciò sarà col fatto, se si attri- 
buiscono ad X solo valori minori dell' unità e al disotto d’un certo limite. 
Questa dimostrazione la lasciamo alla cura del lettore. 

Ritorno delle serie ricorrenti alle frazioni generatrici. 


696. Data uno serie ricorrente, trovarne la frazione generatrice. 

Si suppone in quest’ enunziato che la serie sia ordinata rispetto ad in- 
determinata a; , e sia perciò 

S = A -f- Ba: C®*-|- Dr>-|- ec. 

una tale serie, la quale abbia per scala di relazione [px*, r«]. E po- 
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• ;Cbè questa scala coutiene tre termini, la frazione generatrice esser deve del- 
la forma 

g*+ b'x + c'x‘‘ 
a+bx+cx*+dx' 

e se questa frazione fosse data , la scah di relazione sarebbe , come in- 
nanzi si è veduto,! — — -x*, x I. Or, siccome detta frazione 

L ® a a J ’ 
può essere scritta ancora cosi: 


a' b' , c' 

- - 1 - - a: - 1 - - a:* 
a a a 

, . b c d 
1 + - a: -I- - x*+- X» 
a ^ a ^ a 


còsi si vede che i tre termini in x del denominatore s’ otterrebbero imme- 
diatamente prendendo, col segno mutato, quelli della scala di relazione : laonde 
si può la frazione generatrice metter sotto la forma 

■ + < 8 x + 7 X* 


1 — rx — fx * — px‘ ’ 

e non resta «he determinare «, fi, y. A tal’ effetto , si ponga 
a -t- fiX -4- yx* 

" rx — "gx* — px* “ Dx’-}-ec. ; 

e poiché quest’ eguaglianza dev’ essere un’ identità , cosi facendo sparire il 
denominatore , e tenendo conto solo de’ primi tennini , se ne conchiude 

«+/** + 7 af* = A-fB |x-l-Cj 
— Ar — Bri 


e però s'avrà per la frazione generatrice 


— AjI 


g _ A -f- (B — Ar)x -I- (C — Br — 
i — rx — qz* — px’ 

Sia , per esempitv, 

S = 1 — 2x — X ' — 5x’-l- 4x* — ec. 
una serie ricorrente che abbia per scala di relazione 
[-1- X*, + 4x-, - 2x]. 

Fallo nella formola precedente, A = t,B = — 2, C = 1, p=:l g = 4 

»■ = — *, si troverà per la frazione generatrice della serie data ’ * 


g 1 — 9x* 

t -1- 2x — 4x* — x'‘ 

597. Data una serie, si vuol conoscere se sia ricorrente, e nel caso affer- 
mativo , se ne domanda la frazione generatrice. 

Sia 

S = A -f Bx -1- Cx’-f. Dx*-|- ec. 

Fourcy Algebra, ^ 59 
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\-ì serie «lata, e cerchiamo da prima se essa sia eguale ad una frazione della 

forma — —, — . 
a + bjc 

Ponendo 


S = 


a + bx ' 


sara 


4 a +bx a b 

5 a' 


dunque il quoziente di 4 per la serie S dev’essere appunto della forma p+J'S 
c allora la frazione generatrice sarà espressa cosi 


S = 


4 

p + qx 


Se la divisione non s' arrestasse al secondo termine, la serie o non sarebbe 
ricorrente o proverrebbe da una frazione più complicata. Poniamo pertanto 

a'+ b'x 


e sarà 


S = 

4 o + fcx + C'T’ 

5 a'+ b'x 


o + 6a; + ex* ’ 


,p +qx + 


o'+ b'x ’ 


dal che si raccoglie che dividendo 4 •per la serie S , se sì arresta il quo- 
ziente ai termini della l'orma p + gx, la serie S,x* che utlicnsi per resto, 
e che è sempre divisibile per x’, sarà tale che , soppresso questo ^tore, 
dovrà aversi 

S.__^ 

S a'+ b'x' 

donde si trae 

S o'+ft'x 
S “ a" ~ 


cioè la nuova divisione deve arrestarsi al secondo termine \ e allora , per 
trovare la funzione generatrice , si avranno, le due equazioni 


donde si deduce 


4 S. S 

- = p + ?x + g- X*, g- = p.+j.x, 


S = . 


S ’ 

P + ?* + g-‘ 


S.^_4 

S p.+ 9.a;’ 


e quindi la frazione generatrice sarà 

S_ P. + g.-» 

(P + 9 ^^) (P.+ gi^) + 

Supponiamo che il quoziente di S per S, non sia esattamente p, 4- 
allora, se la serie è ricorrente, essa sarà d’ un ordine superiore al secoòdo. 
Cerchiamo dunque se possa aversi 

g fl'4- b'x -4- c'x* 

a+ bx + cx»4- dx' ’ 
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€d allora dovrà esser pure 


m 


1 

^ = p + qx + 


o"+ b"x 


-X»: 


a'+b'a + c*** 

vale a dire che, dDpo avere spinto sino al secondo termine il quoziente di i 
per S, si dovrà trovare per resto un’altra serie, i cui termini conterranno 
e , dinotando con S.x* questo resto , dovrà aversi 

S, o"+ b"x L 

S o'+ b'x + c'ac’ ’ 
c da quest' eguaglianza 'si trae 

S a'" 

quindi, dinotando con S,x* la serie che si ottiene per resto, dopo avere spinto 
la divisione della serie S per la serie S, sino ai termini p, + 9 , a:, devesi avere 


S, 


, donde si trae = p,+ q^x. 


S, o"+ 6 "x’ S. 

A questo punto mctton termine le operazioni, e per ritornare alla frazione 
generatrice si tratteranno le equazioni 

S . S, 


^ = p + ,x+|-*% 

dalle quali si trac 

4 • 

S = 


s, ’ 

p + + g- ** 


S;=P.+ q,x+^x\ 


8 - 

S 


S.- 

g^=P.+ ^.ar, 


i:l 


S, ’ 

P. + q,x + g! ar’ 


S,' 


t 

P.+ q^‘ 


e dietro facili sostituzioni si giungerà al valore di S. 

Senza andar più oltre, il letture s’avvede, senz;i dubbio, ette le opera- 
zioni successivo, per trovare i quozienti p + qx , Pt+q,x, ei ., e per ri- 
salire in seguilo alla frazione generatrice, hanno una spiccala analogia con 
quelle che si fanno per ridurre ima frazione ordinaria in frazione continua, 
e ritornar quindi da questa a quella, (iolesla osservazione avrà luogo di re- 
gola generale', c re la serie è ricorrente se ne avrà l'indizio dal ginogere 
che si farà a una divisione che darà un quoziente esalto della Fnruia p-pryj-. 

Esempio. Supponiamo che si voglia sapere se la serie ordinaria de' nume- 
ri ’4, 2, 5, ec. .sìa ricorrente; anzi, propriamente parlando, se sia ricor- 
rente la serie 

S = 1 -J- 2x -f- "5ai'+ Ax'-t- ec. 

Le operazioni da eseguirsi sono quali qui appresso si veggono 
Divisione di t per S 


t 

1 -f 2x -p 5x’+ -ix’-f ec. 

— 1 — 2 t — 3x’ — — ec. 

i — 2 x 


— 2 x — ój* — Ax* — hx ' — cc. 

-J. 2j: -{- ■ix'-L Ox-’-l-.Sx’-t- er. 

«■■•-j- 2 x'-|- ec. = S.x* 
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Diiùioiw di S per S,. 


1 + 2x + 3a:*+ ec. i +ìx + 5x»4- ix»+ ec. 

I — 1 — 2x — 5x* — 4x’ — ec. i 

_ - ^ 


I.a serie S è dunque ricorrente , e si ha 


|=1^2x+|ix’ 



donde si deduce successivamente 


S = 


i — 2x + X' 


’ S 


i 


8 = 


i 


J t_ 

2x + X» ~(1 ■— a:)’ ’ 


0$iervazione. Cercando uno regola per riconoscere se una serie sia ricor- 
rente , abbiam considerato la serie proveniente da ima frazione il mi nii- 
mcruture é di grado inferiore a quello del denominatore. Nondimeno se que- 
sta condizione non si verificasse, e facile scorgere rbe le stesse spiegazioni, 
e quindi ancora le stesse regole, sussisteranno tuttavia. 


Addizione if un numero qualunque di termini eonseeutici 
d' una serie ricorrente, — Termine generale. 

598. Trovare la somma d un dato numero di termini consecutivi d’ una 
serie ricorrente. 

Per fissar le Idee , poniamo che la scala di relazione abbia tre termini, 
che dinoteremo semplicemente con p , 9 , r ; e sia 

... -p K -j- L M N. 

la serie de’ termini de' quali se ne domanda la somma 
Per la natura della serie si ha 

D = Ap -I- -j- Cr, 

E = Bp Cg 4- Dr, 

N = Kp -J- I-g -t- sir, 
e però , addizionando , s' ottiene 

U-f-E-f- ... N = (A 4 - B -J- ... 4-ii)p + (B -J- C-p ... -l-L)g-t-(C-l-D-f-...-l-M)r. 
Dinotando con S la somma cercata , quest' equazione diviene 

S — A— B — C = (S — E — M — N)p-f (S _ a _ M — N)g 

+(S _ A — B — N)r ; 

donde si deduce il valore di 

A -I- B -f. C — (A -I- B -p Nr — A -I- M -I- Ng — L + M 4 . N> 
i-r—q-p 
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^90. Trovare il termine generale d' uni serie ricorrente. 

Supponiamo che la serie ubbia per frazione Kencralrico 

p a'4* + ... + fc'»"-* 

a + 6x 4 - ... kx” 

la quale può scriversi sotto la forma 

F = (o'+ b'x + ... + k'x"—') (a + bx + ... + Ax")"'; 

c però, sviluppando la potenza del secondo fattore, eseguendo il predillo 
e prendendo in questo la parte che contiene x ad una potenza qualuni|iie, 
è chiaro che s' avrà il termine generale della serie. Nondimeno la questione 
d’ordinario si risolve con un altro andamento di calcolo, die qui appresso 
ci facciamo ad esporre. 

Primamente , dividendo per ifc ambi i termini della (razione F , le si dà 
la forma 

U_ fi'x-^+ ec. 

V x"*+ /84r”“*+ ec.’ 

e la si suppone sempre ridotta alla più semplice espressione , in guisa che 
U e V non hanno alcun fattor comune. 

Indi si scompone il denominatore in fattori di primo grado della forma x+n, 
sia eguagliando questo denominatore a zero, sia con tult' altro mezzo, c si 
considera la frazione come risultante dall’addizione algebrica di più allro 
frazioni ciascuna delle quali avesse per denominatore uno dell’ indicati fat- 
tori. Fatto ciò, si trova il termine generale di ciascuna di queste frazioni 
parziali , e addizionando tutti questi termini generali , la loro somma sarà 
il termine generale richiesto. 

Nella indicata scomposizione in frazioni parziali, bisogna distinguere i fat- 
tori semplici di V dai fattori multipli. Per ciascun fattore semplice x -{- a 
si ha una frazione della forma 

M 

X + a 

Per ciascun fattore multiplo (x -J- bY si potrebbe prendere una frazione 
della forma 

Ax"*-‘+ Bx— *4- ec. 

(x-i-ò). ■— 

(1(8) Ouindo il decominilore V contiene il fattore esso sarà della far- 

ina y'{x + i]*, essendo V' il prodotto di tutti gli altri fattori dirersi da x -t- à a il 
suo grado sarà m — n. Allora ae si ponga 

U M P 

V~ (z-p6) V»’ 

aart P una fnniione intera di jt e di grado inferiore ad n. Or D. aasendo del grado 
tn— 1, 000 può contenere piò di m eoefficieoti, che aerriranno a determinare nn’e- 

p 

guai numero d’ iodelerminata; ma la fraziuna^può determinare in generale m — n 

iodeierminile , qniodi A d' uopo ebe M ne poaaa determinare altre n , e però alia 
M 

frazione — -?• ai pnò dare la forma argnante 
l» + Ò)a 

A.x"-’-t- .. . + ... + A_, 

C-r+i)’ ’ 


4 
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ma è più commodo 1’ avere frazioni coi numeratori monomii , e quindi in 
luogo dell' unica frazione precedente se nc prendono n come le seguenti : 


N. 


(x + 6)* (.X + (x + 6)' 


^^ + •" + 


N,-, 

X + 6’ 


Sia nella frazione corrispondente al fattore semplice, sia in queste corrispon- 
denti ad un fattore multiplo, i numeratori M, N, N,,...sono delle costanti 
che si tratta di determinare. 

Ammettendo pertanto che sia V = (a; + o)(x + by . . . . , si porrà 


U_ M , N , N. , , N,_, 

V “ r+i +(x + ò)-"'' (x + à)’-‘ ’ 


e la quistione sarà cosi ridotta , per ora, a determinare le costanti M, N, 
N, , ec. Ma questa determinazione richiedendo degli sviluppi troppo estesi, 
la riserberemo per un articolo a parte, e la supporremo qui come già fatta. 

Stabilita che sia la precedente scomposizione, la determinazione del ter- 
mine generale della serie ricorrente si esegue senza diffìcollà. Imperocché, 
ciascuna frazione parziale può mettersi sotto la forma P(p -f- x)~'‘, indican- 
do A un numero intero e positivo , che può essere ancora eguale a 1 ; e 
sviluppando l' indicala potetiza , si trova agevolmente essere 


-x(-X- 1)C-A-2)... (-;,-« + <) p 

t .2. 3 . . .n 

il termine in x". Or il termine generale dimandato è la somma di espres- 
sioni simili alla precedente , che nascono dagli sviluppi delle varie frazio- 
ni parziali. 

Quando il denominatore della frazione generatrice contiene fattori imma- 
ginarii, questi adducono quantità immaginarie nel termine generale. Nondi- 
meno . supimnendo , come all’ ordinario, che i coelTicienti del denominatore 
della frazione proposta sien lutti reali , è chiaro che, cercando lo sviluppo 
di questa frazione per via di divisione, il termine generale non racchiuderà 
immaginarii-, laonde si è certi che tutti gl’ immaginarii provenienti dai fat- 
tori del denominatore debbonsì distruggere. 


ma facendo x = s — la precedente frazione prende la formi 
N -f N.s -f ... + 


mr*t ' r<l— I ' •’i— a • • - 9 


donqne rimetliuido prr t il suo valore a- -|- b si trova, come aveva soltanto asaerit* 
l'A. che al fattore moltiplo corrisponde la aerie di frazioni parziali 

, N, N, , N._, 

(x + hy (,x+h)* - ■ (x + by -• ’’ X -1- 6 
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Scomposiiione <Tuna frazione razionale (146) tu frazioni più semplici. 


600. Riprendiamo la frazione 

U _ ec. 

V~x"+ ec*’ 


che terremo sempre come ridoUa alia sua più semplice espressione. Scom- 
posto il denominatore V in fattori , ubbiain detto che per ciascun fattore 

semplice a:-Ho, si prende in corrispondenza una frazione della forma 

e per ogni altro fattore multiplo (x + 6)' si prende una somma di n fra- 
zioni della forma 

N , N, , , ^ 


e però, se V = (x+o) (x+6)*... , si farà 

U M N N>-, 

V a + o '*'(i+f>)"'*'(^XT-A)"— '^x+6'*' 

e si cercherà di determinare le costanti M , N , N, , . . . 

11 primo mezzo che ci si offre è quello dì ridurre il secondo membro ad 
una sola frazione, la quale avrà lo stesso denominatore di quella del primo 
membro ; e poiché , in tal caso , i numeratori di quest' ultima frazione e 
della ridotta debbono essere identici, s' eguaglieranno tra loro i coeQìcienti 
delle potenze simili. In questo modo oiierando s'avranno m equazioni, che 
serviranno a determinare le m ignote M, N, N,, ec. : queste equazioni sa- 
ran tutte del primo grado \ perocché nella riduzione del secondo membro 
ad una sola frazione , dette ineoguite non si moltiplicano nè tra loro , nò 
.per se stesse. 

Sia ad esempio la frazione 

a:’ — a; + 6 

a;j — x ‘ — *+ 1’ 

e trovato che il denominatore è uguale ad (a:+l)(a: — !)•, si farà 
x’ — x + 6 , M N N, 

X* — X* — x+1 x+l^(» — l)*^x — 1’ 


Indi riducendo allo stesso denominatore, come sopra è detto, s'avrà dap- 
prima 


X*— X -f. 6 = M 

+ N, 


X»— 2M 

+ N 


X M 
+ N 


— N 


* i 


e poscia , eguagliando i coefficienti delle potenze simili , s’ otterranno le 
equazioni 


M-f-N,= l, — 2M-|-N = — 1, 


M N — N, = 6, 



(146) É rtzioDile ant fniione, quado 1 suoi termini sono dae polinomU ni 
sionali 
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dalli* filiali si Iran M=2, N=5, N, = — 1; e quindi la frazione data 
sì scompone in frazioni pai-ziali come ({ui appresso si vede 

x ' — X + b 2 3 t 

ar’ — X* — ar+ 1 * + t (x — f)* x — 1 

601, È già noto che talvolta delle equazioni del primo grado possono es- 
sere incompatibili -, e però si può dubitare che questo caso non avesse a 
presentarsi , in qualche circostanza , in quelle che servono a determinare i 
numeratori ini-ogniti delle frazioni parziali, e che, per conseguente, la scom- 
posizione in frazioni parziali non sia più possibile. Il metodo altro di scom- 
posizione, che qui appresso ci faremo ad esporre, toglierà ogni dubbio in- 
torno a ciò. 

Sia X -|- a un fattore semplice di V, e poniamo che la frazione proposta 
possa cosi scomporsi 

Ij M U, 

V— X + o'‘‘y ’ 


essendo M una costante indipendente per ciò da x, U, una quantità Intera 
rispetto ad x, e U il quoziente di V per x -f- a. Riducendo allo stesso de- 
nominatore , la precedente equazione conduce all' altra 


U = .MQ + U,(x -|- a), donde U, 


U -MQ 
x + a ' 


e quindi , dovendo essere U, una quantità intera rispetto ad x, è d'uopo 
che U — MQ sìa divisibile per x -|- o, il che richiede che U — MQ s'annulli 
per X = — a. Se dunque si dinotauo con u c 9 ciò che , in tal caso, di- 
vengono U e Q , s’ avrà 

u — Ma = 0, dondr M = - . 

q 

Tale dev'essere il valore di M se la scomposizione è possibile, ed esso non 
può esser nè nullo , nè inGnito , nè indeterminato *, imperocché, mentre da 
una parte per essere la frazione proposta irreducìbile, U non può contenere 
il fattore x -f- u , e perciò w non può esser nullo -, dall' altra parte essen- 
do x -|- a una sola volta fattore di V, non può trovarsi io Q, e però q non 
può neppure esso divenir nullo. 

Il valore di M è stato trovato nell’ipotesi che la scomposizione possa aver 
luogo j si che , rigorosamente parlando , quest' ipotesi dev' esser verificala, 
e ciò può farsi ora senza diOìcoilà. In effetti se si prende per M il valore 
trovalo, la quantità U — MQ sarà certo nulla, facendovi x = — a*, quindi 
delta quantità è divisibile per x + a. Or, dinotando con U, il quoziente, si ha 


U - MQ = U,(x + a\ V = m + U.(x 4- a), ^ 
cioè la stessa scomposizione che voleva eseguirsi. 

La frazione.^' esser deve irreducibile, altrimenti si potrebbe ridurre il 

secondo membro dell’ullima eguaglianza aduna frazione il cui denominatore 
sarebbe di grado inferiore al grado di V ^ e cosi la proposta frazione sarebbe 
suscettibile di sempliGcazìone , il che è contrario all’ ipotesi. 

Se X -f 6 e un altro fattore semplice del polinomio V, esso dovrà esser 

• pure un fattore semplice di Q , e però si potrà operare sulla frazione li. 
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coma si è operato sulla proposta y , e coiitinunre a questo modo sino a 

che non si sieno assicurati tutti i fattori semplici. Ma si può altresì , par 
ciascuna frazione parziale , far capo sempre della frazione proposta. 
Etmpio. Abbiasi la frazione 

U_ 7r» + t5j + 3 
V 4- 4- a:' — 5x — 2 

Ponendo 

X* 4- 3a;’ 4- X’ — "ix — 3=0, 
e cercando le radici di quest’ equazione , si troverà che 
\ = {x-i){x + i){x+\y-, 

c però i due fattori semplici daran luogo, nelle scomposizioni, a due frazioni 
parziali della forma 

M M, 

X — t ^ X 4 - 2 ’ 

Per trovare M, si ricorrerà alla formula M = ^ , nella quale u e y rappre- 
sentano i valori di U e di Q, corrispondenti adx = 1 . Or nel nostro case 


U = X’ 4- Tx' 4 - 13x -f. 5 , Q = (x -f- 2) (x 4- 


24 


dunque, sostituendo x=l,si troverà u = 24, y= 12 , e quindi M=— = 2. 

Similmente, per calcolare M,, si farà x = — 2 io U e Q badando però di 
prendere , in questo caso , Q = (x — 1) (x 4 - 1)*, e s’ otterrà u = — 5, 
9 = — 3 , M, = 1 . 

Pertanto le due frazioni parziali corrispondenti ai due fatturi semplici, sono 

4._L_ 

X — 1 ^ X 4 - 2" 

602. Passiamo ora ad occuparci de’ fattori multipli, e sia V = (x 4 - 6 )* Q 
Secondo il precedente esposto si ha 

U -N U, 

(.r 4 - 6 )Q X 4- 6 Q ’ 

t quindi dividendo ambi i membri per (c -f ò)*~' ne risulterà 
U N U, 


Parimente s’ avrà 


(x 4- £>)’Q ■ 


(x 4 - 6 )* (x -H 6 )'—Q' 

N, li. 


(x 4- à)— Q (X + by-‘ + (* 4- 

u . 

(x + by-Q {x + by-^’^ix + by-’y 

e così appresso, sino a che 1 ’ esponente n non s’ annulli. 
Dal numero precedente risulta che i valori di N , 


sono 




iN, = — , V = — , cc. 

?’ ' g’ 


essendo u , , u, cc. quel che divengono rispcltivameulc li, lii, li.> 

Fourcy Algebra- 
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sostituendovi x = -— 6, e q essendo ciò cbe diviene Q per la stessa sosti- 
tuzione: è dunque necessario conoscere i polinomii U,, L’„ ... Or, dal ci- 
tato numero conscie che questi polinomii s' otterranno successivamente , 
eseguendo le divisioni indicale nelle formole 


U,= 


U — NQ 
X-+- ft ’ 


U. 


u.-n.q 

a; -f 4 ’ 


ec. 


In ordine ai numeratori N, , N, , ec. che seguono N , bisogna osservare 
rhe alcuni di essi possono esser nulli*, perchè egli è possibile che taluni del 
polinomii U,, l)„ ec. racchiudano il fattore x + b. Per esempio, nella fra- 
zione del numero precedente, essendo 

U = 7x*-i- iZx -f 5, 

V = ar*-i- 3ar’-|- x*— 3x — 4 
= (* — t) (x -H 9) (x + t)% 


il fattore (x + 1)’ darà due frazioni parziali della forma 

N N, 

c dippiù sarà Q = (x — t) (x -f 2). Facendo dunque * = — l si in U che 
in Q, ne risulterà u = — 4, q= — 9, e quindi N = 9. Dopo ciò si cer- 
cherà il polinomio U, mercè la formolo U, = ■ e , a calcolo fini- 

lo , si otterrà U, = x*-f- 4x -l- 7 , e quest' espressione per x = — i da 
u, = 4 -, si che essendo q = — 2, sarà N, = — 9. 

Pertanto le due frazioni parziali, corrispondenti al fattore doppio ^x-|-l)*, 
sono 

2 2 . 


(*+t)* 

e tutta la frazione proposta sarà 


x-i-l ’ 


x’-f 7x*-|- t5x -f 5 2 _ t j 2 2 

x‘-i- 5x>-l- X'— 3x — 2~x— i‘^x-l-2 (a; + l)‘ 

I.a scomposizione d’ una frazione razionale è utile non solo per la deter- 
minazione d’ un termine generale della serie ricorrente , ma altresì in una 
parte importante del calcolo integrale -, ed è per ciò che abbiamo creduto 
doverla trattare con estensione (146). 


(IM) A render complete le scomposizione d'nne frezione In frezioni perziali, conviene 
considerere eziendio il ceso io coi il denominstore V delle dete frazione ^contenesse 

de* fattori reati di secondo Brado delle forme orrero, ciò che vale 

lo slesao , il ca so in cui 1* equazione T = 0 ammellesse radici immaginarie delle 
forma » + — i. 

Da prima supporremo che queste radici foaser due , a osiervendo che il fattore 
— S*x-j-** -t- (3* = (i — «)= + f!\ come contenente due soli coefficienti . questi 
possono servire alla determinazione di altrettante indeterminate , cosi , dinotando 
con V il prodotto di tutti gli altri faiiiri di V,, ed Di no altro polinomio intero . 
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riipelto ad « I e di grado inferiore a quello di V. porremo 


. [<1 

e , ridncrado , ti Irte 


U _ Mx + N , U, 
V-(x-a)‘+(8*‘*’ V/ 


[2] U = V.(Mx + N) + U.(x*-2-x + «’+,3'). 


4*3 


Or ponendo x egnate id a 4- 13 |/ — 1 . Il f tuore che moUiplica Di tvtnitce , e di- 
noModo con V^— 1 , v-foil/ — 1, ciò che, per qoesit totlitoxjone , direo- 

gono rispetUvameote D e V, , ai tnà 1' egoagliaoza 


u + uM — 1 = (c -f t), 1/^— 1) (Ma + N + MjS l/— i), 

la quale ti teompooe nelie dne 

r»i M — c N — (ao + |8b,)M = 0, 

■* u, — o,N — (ae.-f jS« )M = 0, 


che terTOQo a determinare la dne cottanli M ed N. 

Si può ancora trarre dalla [1] doe eqoaaiani alle a determinare qneste cottanli , 
tenia far oso degl' immaginarii, come bene a propotito osserva il chiar. prof. Tccci, 
E per fermo ponendo 


X* — 2xx -I- X’ -f |3* = 0, la C2] dirieoe D = Vi(Mx 4 .N). 

Or dalla prima di queste equazioni ti trae x* e quindi x’, x4, ec. io fnozione di x 
a primo frndo , con che la seconda equazione sostituendovi le espressioni di detta 
potenze s'abbassa al primo grado; e puicbè deve aver luogo per qoalnoqne valore 
di X , cosi si eguaglieranno a zero il coeRlciente di quest' incognita e il termine e 
nolo, e s'avranno due equazioni eoolcneoti le dne costanti M ed N , le quali ver- 
ranno cosi ad esser deiermioaie mercè queste dne equazioni. 

Passiamo ora al caso in coi il denominatore V contenesse un fattore multiplo del 
secondo grado della formi {x — >)’■(- ovvero che l'equazione V sO abbia n coppie 
di radici immaginarie egnali. In questo caso chiamando Vi il prodotto di tutti gli 
altri fattori ed Di un polinomio Intero rispetto ad x e di grado inferiore a quello 
di Vi, si porrà, analogameute al detto nella nota precedente, 

U_ Mx-fN M.x+N, M,_.x+N,_. 

V”[(x- .)’+/3]' +[(x- (x — Vi’ 

donde ti trae 


U = (Mx + N)V.+ (MiX + N.) [(X - |3*]V. 

+ (MiX + N.) [(X - x)‘4- ... +L(x _ «)*+;3’]"U. 

Ponendo ora in quest'equazione x = » 4 -^ svaniscono t utti i termini mol- 

tiplicati per (x — e dinotando come sopra con u-pu, — lev-i-Vil/ — t 
ciè che, per questa sostituzione divengono D e V, ne risulterà parimente 

u + u,y — 1 = (Ma -I- N + M/g 1/ — 1) (» -f. p, K — 1), 

e cosi le equazioni che determineranno H ed N saranno lo stesse (.31. 

Dopo di ciò se si faccia 

lj-(Mx + N)V, _^i 
(x — 

la [4j diverrà 


U' = (M,x + N,)V,+ (M.X + N, 

+ [(a; — «y+zs’j'’-' 




*»)•+ |8‘]V.-1- ... 


e ti Tede che operando ad nn modo affatto simile a quello tenuto per determinare 
H ed N, ti deierminertono parimente H, ed Ni; e cosi appresto. 


PINE. 
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CONSIGLIO GENERALE DI PUBBLICA ISTRUZIONE, 

Vista la domanda del tipografo Onofrio Paci, il quale ha chiesto di porr» 
a stampa l’ opera intitolata — Leftbure de Fourcy Uxioni di Algebra. 

Visto il pirerc del R. Revisore sig. U. Francesco Bruno. 

Si permetle che la suddetta opera sì stampi ; però non si pubblichi, senza 
ua secondo permesso che non si darà se prima lo stesso R. Revisore non 
avrà attestato di aver riconosciuto nel confronto esser l’ impressione uni- 
forme all’ originale approvato, 

Napoli 30 hislio 1853. 


Jl Pretidenle Fbakcescx» Savedio Apczta, 
il Segretario Cuveppe PiETBOcOL.t. 
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